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Resumen

El articulo trata del problema que puede surgir en la aplicacién de los Modelos de Clases Latentes, cuando se tienen conjuntos de
datos binarios con frecuencias de patrones de repuestas nulos o pequefios. En este trabajo se analiza el efecto de sumar una pequefia
constante a las frecuencias observadas de cada patrén de respuesta en las celdas de la tabla multiple sobre los errores relativos de los
estadisticos de bondad de ajuste y las probabilidades totales de clases. Se determina que cuanto mas pequefia sea la constante sumada
a las celdas mayor exactitud tienen los resultados, esto por medio de la simulacién de datos. Se recomienda utilizar la constante
1/2" =1/R, donde p es nimero de variables con respuesta binaria y R representa el total de patrones de respuestas.

Palabras claves: clases latentes, tablas escasas, bondad de ajuste, datos binarios.

Abstract

The article deals with the problem that can arise in the application of latent class models, when you have sets of binary data with
frequency patterns with no or small answers. This paper analyzes the effect of adding a small constant to the observed frequencies
of each cell response pattern from the multiple tables of the relative errors of the goodness of fit test and total probabilities of classes.
It is determined, by means of simulation data, that the smaller the constant added to the cells, the greater the accuracy of the results.
It is recommended to use the constant 1/27 =1/R , where p is the number of variables with binary answers and R represents the
total of response patterns.

Keywords: latent class, sparse data, goodness-of-fit, binary data.

Introduccion

El modelo de clases latentes (MCL) es una Las celdas con frecuencias muy pequefas o

técnica estadistica que permite estudiar la existencia
de una o diferentes variables latentes a partir de
un conjunto de variables explicativas observadas
y definir con base en sus clases una tipologia de
los individuos analizados. La técnica utiliza los
estadisticos de bondad de ajuste (EBA), los cuales
son un criterio utilizado parala seleccion de un MCL.
Estos estadisticos tienen, desde ciertas condiciones,
una distribucién de probabilidad tedrica * ‘ la
suposicion es valida en relacion con en el Teorema
Integral de De Moire-Laplace, si tanto las frecuencias
observadas de los patrones y el tamano de la muestra
son grandes ( f, —=* @,%n—= @),

cero tienen una contribucién muy importante en
los EBA, al provocar un aumento del error Tipo L.
Por esa razén, los EBA estan muy distorsionados
a medida que el nimero de celdas de la tabla
multiple tienen frecuencias observadas pequenas.
En este sentido, el objetivo de estudio es determinar
el efecto de sumar una pequena constante a la
frecuencia de los patrones de respuestas sobre los
errores relativos de los estadisticos de bondad de
ajuste y las probabilidades totales de clases en MCL
cuando se tienen frecuencias pequeiias o nulas en
los patrones de respuesta.
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El trabajo se desarrolla en las siguientes
secciones: en la primera etapa se presenta una
revision de la literatura sobre los modelos de clases
latentes y los EBA; a continuacion se presenta la
metodologia utilizada para la simulacién de dato
segun el numero de variables manifiestas y clases
latentes, y seguidamente se analizan los resultados
mediante graficos de errores relativos para los
estadisticos de bondad de ajuste y probabilidades
totales. En la ultima seccion se presenta las
conclusiones sobre el efecto que produce sumar una
pequena constante a las frecuencias de los patrones
de respuestas en tablas escasas.

Métodos

El analisis de clases latentes es una técnica
estadistica multivariada propuesta por Henry &
Lazarsfeld (1968), permite estudiar la existencia
de una o varias variables latentes por medio de un
conjunto de variables manifiesta. Las relaciones
de dependencia entre las variables manifiestas de
una tabla de contingencia, generalmente estan
determinada por la existencia de una asociacion
entre cada una de ellas y otra variable no observable
directamente, llamada variable latente.

En este sentido, se distinguen dos tipos
de variables en el modelo de clases latentes. Las
variables que pueden ser directamente observadas,
variables manifiestas (o indicadoras) conforman
un vector de componentes
Las variables latentes son representadas por se
expresan mediante el vector ,donde

. Las variables observadas y las latentes se
consideran variables categdricas con dos o mas
categorias. Matematicamente,el MCL se representa
partiendo de una matriz que contiene los resultados
de p variables categéricas directamente observadas,
las cuales se llaman variables manifiestas y seran
denotadas como , que conforman un vector
columna de p componentes sobre una muestra total
de » individuos (Araya, 2010).

Un caso particular del MCL se tiene cuando
las variables manifiestas son binarias, es decir,

solamente se tienen dos niveles de respuesta (0,1),
por lo que la matriz de datos estaria constituida
por solamente ceros y unos. Entonces, sea ~ un
vector de p variables manifiestas binarias, las cuales
forman una tabla de contingencia p-dimensional
considerada como indicadora de una variable
latente  y que estas variables definen un MCL
con C clases o categorias. Las probabilidades
condicionales de respuesta de cada una de las
variables manifiestas dentro de la clase latente
para siguen una
distribucion Bernoulli, esto es:

donde  es la probabilidad condicional de
obtener una respuesta positiva en la variable
para un individuo de la clase latente c. Asi, el MCL
se puede escribir como:

Los parametros del modelo estan sujetos a las
siguientes restricciones:

1)

2)

Las probabilidades condicionales (2)
son comparables con las cargas o loadings del
andlisis factorial. La expresién en (1) implica
que la poblacion puede ser dividida en C clases
latentes exhaustivas y exclusivas, por lo tanto, la
probabilidad conjunta de las variables manifiestas
se obtiene sumando sobre la dimensidn latente.

Para realizar las estimaciones de los
parametros del modelo, es decir, para estimar las
probabilidades de clase, conjuntas y condicionales
se utilizan procedimientos iterativos basados en
estimaciones de maxima verosimilitud. Los mas



Ciencias Naturales @ 79

conocidos son el algoritmo de Newton-Raphson
(Haberman (1979) y el algoritmo Esperanza-
Maximizacion (EM) (Dempster et al., 1977).

Por otra parte, la calidad del ajuste de un
MCL puede determinarse con la comparacion
de las frecuencias observadas para cada patréon
de respuesta  con las frecuencias estimadas
mediante el contraste Chi-cuadrado de Pearson
o la razén de verosimilitud . Las frecuencias
esperadas estan dadas por la expresion:

Luegosecalcula y  como,

Cuando se tienen frecuencias esperadas
menores a 5, Read & Cressie (1988) presentan otra
alternativa a los test anteriores. Ellos proponen
la utilizacién de una versiéon generalizada del
estadistico Chi-cuadrado. La forma general del
estadistico Read-Cressie es,

Por otra parte, Freeman & Tukey (1950)
introdujeron el estadistico de bondad de ajuste
paraprobar  , que es dado por la expresion,

El nimero de grados de libertad (gl) de los
estadisticos de bondad de ajuste para la distribucién
se obtiene a partir de la diferencia entre el

numero de celdas de la tabla multiple menos el
numero de parametros por estimar en el modelo,
o de igual forma,

donde:

Numero de variables manifiestas binarias.
Numero de clases latentes para la variables
latente Y.

Lo anterior se cumple cuando las tablas
multiples no presentan el problema de frecuencias
pequenas en los patrones de respuestas. En caso
contrario, si las tablas son poco ocupadas (o sparse
data en inglés) el supuesto de la distribucion tedrica
no se cumple y serd necesario utilizar otros métodos
con el fin de evaluar la bondad de ajuste del modelo.

Si algunas de las frecuencias esperadas
() son ceros estructurales o ceros aleatorios,
no podran ser estimados los parametros, aunque
realmente existan. Si una celda de una tabla multiple
contiene un cero estructural, el correspondiente
parametro no existe, mientras que si se trata de un
cero aleatorio dicho parametro si que existe, pero
no puede estimarse a partir del conjunto de datos
observados (Araya, 2010). En este sentido, Clogg
& Goodman(1984) mostraron que el nimero de
grados de libertad pasaria a ser igual al nimero de
celdas sin ceros, menos el nimero de parametros
estimables.

La alternativa es sumar una pequena
constante a la frecuencia observada de cada patrén
de respuesta, tiene su origen en los Modelos log-
lineales>. Goodman (1974) recomendd utilizar
este procedimiento cuando se tienen frecuencias
bajas o nulas, mediante la suma de a

2 El Modelo Log-Lineal es un método estadistico que tiene
por objeto estudiar la clasificacion de las variables categdricas
o cualitativas. En esencia es un modelo de regresion lineal
multiple entre las variables categéricas y el logaritmo
neperiano de la frecuencia de los patrones de respuesta, de la
forma:



80 e

Revista Pensamiento Actual - Vol. 15 - No. 25, 2015 - Universidad de Costa Rica - Sede de Occidente.

la frecuencia de cada celda. Grizzle et al. (1969)
y Johnson & Koch (1970) propusieron sumar a
todas las frecuencias de la tabla , donde es el
numero total de posibles patrones de respuestas.
En este sentido, Agresti (1990) propone realizar un
analisis de la sensibilidad con diferentes valores de

, para medir el efecto sobre las estimaciones de
los parametros y sobre los estadisticos de bondad
de ajuste (EBA). Esta alternativa resulta util solo si
existen pocas celdas con frecuencias bajas debido
al incremento del tamano de la muestra.

Metodologia

Para medir el efecto de las constantes sobre
los errores relativos de los EBA y las probabilidades
totales de clases, fueron simulados conjuntos de
datos de 1000 patrones, para cada nivel de densidad
de patrones (1,2,...,20) y 5 constantes. En total, para
cada MCL fueron generados 100,000 patrones.

También, se consideré sumar la constante a todas
las frecuencias de los patrones de respuesta o
unicamente a aquellos con frecuencias nulas (celdas
vacias), Es para variables manifiestas de 4 hasta 10
y tamafnos de muestra hasta .

Se debe senalar que las constantes sumadas
a la frecuencias de los patrones de respuestas y
son las mismas para todas las simulaciones que se
presentaran en el articulo, las cuales son: 0, R, 0.25,
0.50y0.75. Donde R=1/2Py 2P representa el numero
de patrones de respuesta posible para p variables
manifiestas binarias.

Resultados

En cuanto alos resultados, los EBA presentan
diferencias promedios significativas en los errores
relativos segun las constantes sumadas a la
frecuencia de las celdas (las celdas representan
los patrones posibles) y los niveles de densidad de

Grafico 1. Errores relativos para el estadistico Cressie-Read: 5 variables manifiestas y 2 clases latentes

(sumando constantes a todas las celdas)

En cuanto a las constantes, se encontraron diferencias altamente significativas en las medias de
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los patrones, tanto para la alternativa de sumar la
constante a todas las celdas o solamente a las vacias.
En general, para todas las simulaciones existe una
interaccion altamente significativa entre la densidad
de los patrones y las constantes, para las medias de
los errores relativos de los EBA y probabilidades
totales de clase.

Los errores relativos de los EBA son grandes
cuando el nivel de densidad de los patrones es
pequeiio y disminuyen considerablemente al
incrementarse el tamafno de la muestra y, por
ende, al aumentar el porcentaje de patrones de
respuestas observados, estos son aquellos que tienen
frecuencias no nulas. Lo anterior se muestra en el
Grifico 1, por ejemplo para 5 variables manifiestas
binarias y 2 clases latentes al sumar las constantes a
todas las celdas y para el estadistico Cressie-Read.

los errores; por ejemplo, para el caso de 6 variables
manifiestas, cuatro clases, sumando las constantes
unicamente a las celdas vacias y un nivel de densidad
de 5, el error relativo promedio para el estadistico
de Pearson, usando la constante R es 9,34%, en
tanto para constante 0,5 el error relativo medio es
40,29%. En general, la constante R presentan las
medias de los errores relativos mas pequefia en
comparacion a 0.25, 0.50 y 0.75.

Como se menciond, los errores relativos
decrecen al aumentar el nivel de densidad de los
patrones, pero el efecto sobre los resultados de los
errores relativos al usar R es mas significativo, ya
que tienden a ser muy pequefios y no presentar
diferencias significativas respecto al grupo control,
que representa los EBA calculados sin sumar
ninguna constante a las frecuencias de los patrones
de respuesta.

Cuando se tienen 8 variables manifiestas, 3
clases latentes y si se suman las constantes a todas

Grifico 2. Errores relativos para el estadistico Cressie-Read: 8 variables manifiestas,

3 clases latentes y sumando constante a todas las celdas.
Para las otras constantes (0.25, 0.50 y 0.75), aunque los errores decrecen conforme aumenta la densidad



82 e

Revista Pensamiento Actual - Vol. 15 - No. 25, 2015 - Universidad de Costa Rica - Sede de Occidente.

las celdas, el estadistico Cressie-Read para una
densidad de 1, se indica que el error relativo medio
es 10.1%, en tanto, cuando la densidad es 20, el
error relativo medio disminuye significativamente
a tanto solamente de 0,92% (Grafico 2).

de los patrones, contindan presentando diferencias
significativas entre ellos y fundamentalmente, en
relacion con la constante 0 y R.

El estadistico Freeman-Tukey presenta
los errores relativos promedios mds grandes, al

tomar valores superiores al 75%. Por ejemplo,
para 6 variables manifiestas, 3 clases latentes y la
suma de la constante a las celdas vacias; para una
densidad de 1, usando las constantes 0.50 y 0.75,
los errores relativos promedios son 80,6% y 86,1%,
respectivamente.

Esta situacion que afecta al estadistico
Freeman-Tukey se cumple para todos los niveles de
densidad y constantes (Grafico 3). Los estadisticos
de Pearson y Cressie-Read asumen los errores
relativos mas pequefos conforme aumenta la
densidad de patrones.

Grafico 3. Errores relativos para el estadistico Freeman-Tukey:

6 variables manifiestas binarias y 3 clases latentes (con la suma de la constante a las celdas vacias)
Resulta importante mencionar que para el estadistico Cressie-Read, cuando las densidades son

aproximadamente superiores a 10, las diferencias
promedios entre los errores relativos de las
constantes 0 y R tienden a ser minimas y no
significativas. Por lo general, en promedio los
errores relativos son menores al 1,5% (Grafico 2).

Por otra parte, respecto a los errores relativos
sobre las probabilidades totales de clases del MCL, en

general, los errores tienden a ser pequefios cuando
los tamanos de las clases son grandes, y aumentan
conforme las probabilidades totales son pequenas, lo
cual se observa en el Grafico 4 para clase latente 1,
para 6 variables manifiestas y 2 clases latentes.

Al utilizar la constante 0.75 se obtienen los
mayores valores medios de los errores relativos
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para las dos clases latentes. Lo anterior, se cumple para la opcion de sumar la constante unicamente a las
frecuencias de patrones no observados en la muestra (es decir, celdas vacias), como también para opcion
de sumar la constante a todas las celdas.

Grifico 4. Errores relativos para la clase latente 1:

6 variables manifiestas y 2 clases latentes (sumando constante celdas vacias)

Conclusiones

Los resultados obtenidos permiten llegar a las

siguientes conclusiones:

El sumar una constante a las frecuencias de
los patrones de respuesta (celdas) modifica
significativamente los errores relativos de
los estadisticos de bondad de ajuste y las
probabilidades totales de clase.

Se obtienen resultados similares en cuanto
a los errores relativos, al sumar la constante
a todas las celdas o inicamente a las vacias
(es decir, aquellos patrones de respuesta con
frecuencias nulas).

El efecto los errores relativos al sumar la

constante R, es mds pequefo en comparacion
al obtenidos al sumar 0.25, 0.50 y 0.75.
Entre los estadisticos de bondad de ajuste, el
estadisticos Freeman-Tukey proporciona los
errores relativos mas grandes, en comparacion
ala razon de verosimilitud, Pearson y Cressie-
Read.

Y finalmente, los errores relativos son las
probabilidades a priori (tamafos de las clases
latentes), aumenta conforme el tamano de la
muestra decrece. Ademads, se obtienen los
errores relativos mds pequefios usando la
constante R.
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