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160 R. ZHANG

Resumen

Esta exposicién examina la teoria de los grupos ortogonales y sus
subgrupos sobre cuerpos de caracteristica positiva, que recientemente se
han utilizado como una herramienta importante en el estudio de las
formas automorficas y la funcionalidad de Langlands. Presentamos la
clasificacidon de grupos ortogonales sobre un cuerpo finito F' utilizando la
teoria de formas bilineales y formas cuadraticas en caracteristica positiva.
Usando el determinante y la norma del espinor cuando la caracteristica de
F' es impar y usando la invariante de Dickson cuando la caracteristica de
F' es par, también encontramos subgrupos especiales del grupo ortogonal.

Palabras clave: grupo ortogonal, caracteristica positiva, forma bilineal, forma
cuadrdtica, invariante de Arf, invariante de Dickson, nicleo espinorial

Abstract

This exposition examines the theory of orthogonal groups and their
subgroups over fields of positive characteristic, which has recently been
used as an important tool in the study of automorphic forms and Langlands
functionality. We present the classification of orthogonal groups over a
finite field using the theory of bilinear forms and quadratic forms in
positive characteristic. Using the determinant and spinor norm when
the characteristic of F' is odd and using the Dickson invariant when the
characteristic of F' is even, we also look at special subgroups of the
orthogonal group.

Keywords: orthogonal group, positive characteristic, bilinear form, quadratic
form, Arf invariant, Dickson invariant, spinorial kernel

Mathematics Subject Classification: 11E04, 11E57, 11E88, 20D05, 11-02,
20-02.

1 Introduccion

La teoria de los grupos ortogonales sobre los nimeros complejos es muy
conocida. La teoria de los grupos ortogonales sobre cuerpos de caracteristica
positiva no es tan conocida, incluso para cuerpos finitos. Estos grupos siguen
siendo importantes en el estudio de la teoria de representacidones, con importantes
aplicaciones recientes en la teoria de formas automorficas y la functorialidad de
Langlands (e.g. [10L 19, 14} [15L15]]).

Para un espacio vectorial V' sobre un cuerpo general F, sea () una forma
cuadrdtica () sobre V. En general, el grupo ortogonal de la forma () es el grupo
de aplicaciones lineales invertibles que conservan (). Cuando la caracteristica de
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F' es impar, podemos reemplazar la forma cuadratica () con una forma bilineal
simétrica no degenerada f sobre V.

Primero, desarrollamos la teoria de las formas bilineales para clasificar los
grupos y subgrupos ortogonales sobre un cuerpo de caracteristica impar. Luego
pasamos a la teorfa de las formas cuadriticas para clasificar los grupos y
subgrupos ortogonales sobre un cuerpo de caracteristica par. Sobre cuerpos
finitos, gran parte del trabajo sobre estos grupos finitos de tipo Lie fue realizado
a principios y mediados del siglo XX por Dickson, Chevalley, Dieudonné y mu-
chos otros. Dependiendo de si la dimensién de V' es par o impar, hay una o dos
clases de equivalencia de tales formas sobre V. Entonces podemos clasificar los
tipos de grupos ortogonales que existen sobre cuerpos de caracteristica positiva.
Esta clasificacion esta contenida esencialmente en las referencias de Suzuki [20,
Seccién 3.5] y Wilson [22, Capitulo 3]. Uno de los principales objetivos de
este articulo expositivo es recopilar estos resultados en el siguiente teorema para
beneficio del lector.

Teorema 1.1 (Clasificaciéon de grupos ortogonales sobre un cuerpo finito). Sean
F un cuerpo finito y n niimero entero al menos 2. Los grupos ortogonales sobre
F' son los siguientes:

n impar n par
car(F') impar O(n) 0% (n)
car(F) par Sp(n—1) 0O%(n)

Separamos los casos del Teorema [I.1] por caracteristica del cuerpo F.
Repasamos la teoria de formas bilineales en la Seccién[2.1|y describimos los gru-
pos ortogonales sobre cuerpos finitos de caracteristicas impares en Seccién [2.2]
La fila superior del Teoremal|I.T|se prueba en Proposicién[2.11] De manera simi-
lar para cuerpos de caracteristica par, repasamos la teoria de formas cuadraticas
en Seccion [3.1] y describimos los grupos ortogonales sobre cuerpos finitos de
caracteristicas pares en Seccion [3.2] La fila inferior del Teorema [I.1] se prueba
en Proposicién [3.14]

También encontramos los subgrupos especiales de los grupos ortogonales.
Cuando F' es finito y la caracteristica de F' es impar, utilizaremos la norma
determinante y la norma espinorial para definir el subgrupo ortogonal especial y
el niicleo espinorial en Seccién 4.1} Pero cuando la caracteristica de F es par, el
determinante es inttil y no tenemos la norma espinor. En cambio, utilizaremos
la invariante de Dickson para definir el subgrupo ortogonal especial y el nicleo
espinorial, los cuales coinciden en este caso, en Seccién4.2

Algunas de las definiciones y resultados son vilidos sobre cuerpos de
caracteristica 0. Cuando nos enfocamos en cuerpos finitos, muchos de los

Rev.Mate.Teor:Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 29(2): 159-176, Jul-Dec 2022



162 R. ZHANG

resultados también se generalizan a cuerpos infinitos. Sin embargo, los valores
numéricos y las estructuras de los grupos ortogonales sobre cuerpos infinitos
dependen de las propiedades del cuerpo, asi que omitimos esas discusiones.
Para el resto del articulo, F' es un cuerpo de caracteristica car(F) = p > 0
y V es un espacio vectorial de dimensién n < oo sobre F'. Damos pruebas para
comodidad del lector, particularmente cuando usamos ligeras modificaciones de
las referencias citadas.

2 Clasificacion de grupos ortogonales para
caracteristica impar

2.1 Formas bilineales

Primero, recordamos algunos hechos sobre las formas bilineales.

Definicién 2.1. Una funcion f : V x V. — F es una forma bilineal si y solo si
para todos u,v,w € Vy A e F,

fOu+v,w) = Mf(u,w) + f(v,w),
flu, o+ w) = Af(u,v) + f(u,w).

Definicion 2.2. Sea f : V x V' — F una forma bilineal. Definimos el radical
(izquierdo) de f,

rad(f) :={veV| f(u,v) =0, YueV}.
Ademds definimos:

* f esno singular cuando rad(f) = 0.
¢ f es simétrica cuando f(u,v) = f(v,u) para todos u,v € V.
* f es anti-simétrica cuando f(u,v) = — f(v,u) para todos u,v € V.

* f esalternada cuando f(v,v) = 0 para todov € V.

Definicion 2.3. Una forma bilineal que es alternada y no singular se llama una
forma simpléctica. Un espacio vectorial junto con una forma simpléctica se
llama un espacio vectorial simpléctico.

Observacion 2.4 (cf. [7, Seccién 1.8], [20, Seccién 3.5.6], [22] Seccién 3.4.4]).
Un espacio vectorial simpléctico tiene dimension par y una base {e1, . ..ean}
tal que

fleiseivm) = = fleipm, €:) =1,
flei,ej) =0sii# j+m.

Rev.Mate.Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 29(2): 159-176, Jul-Dec 2022



GRUPOS ORTOGONALES SOBRE CUERPOS DE CARACTERISTICA ... 163

Los siguientes resultados son conocidos.

Observacion 2.5 ([21], Capitulo 7], [22] Seccién 3.4.1]). Sea f una forma bili-
neal.

(a) Si f es alternada, entonces f es anti-simétrica.

(b) Si f es anti-simétrica 'y p # 2, entonces f es alternada.

Demostracion.

(a) Tenemos que
0= f(U"H), u"H}) = f(u7u)+f(u7v)+f(vvu)+f(v7v) = f(u7v)+f(vv u),
entonces f(u,v) = —f(v,u).

(b) Tenemos que f(v,v) = —f(v,v), entonces 2f(v,v) = 0. Sip # 2,
entonces f(v,v) = 0.

2.2 Los grupos ortogonales para I finito

Sea F' un cuerpo finito de caracteristica impar. Las dos primeras definiciones
también son vélidas para otros cuerpos, pero nos centramos en este caso.
Describimos los grupos ortogonales sobre tal cuerpo F' y demostramos la fila
superior de Teorema [I.1]

Definicion 2.6. Sea f : V x V — F una forma bilineal simétrica no singular.
Definimos el grupo ortogonal,

OV, f):={9:V = Vlneal | f (g(u),g(v)) = f(u,v), VYu,veV}.

Definicion 2.7. Sea f : V x V — F una forma simpléctica. Definimos el grupo
simpléctico,

Sp(V, f):={g:V — Vlineal | f (g(u),g(v)) = f(u,v) Yu,ve€V}.

Observacion 2.8. Podemos simplemente escribir Sp(n) = Sp(V, f) porque
existe una forma simpléctica canonica para V=2 F".

Comenzamos con un hecho sobre las formas bilineales simA®©tricas no sin-
gular cuando £’ es un cuerpo finito I, de caracteristica impar.
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Lema 2.9 (cf. [22 Seccién 3.4.6]). Si F' es un cuerpo finito de caracteristica
impar, entonces hay exactemente dos clases de equivalencia de formas bilineales
simétricas no singulares (bajo la accion) de GL,(F)).

Demostracion. Sea f una forma bilineal simétrica sobre V. Hay vectores
u,v € V tales que f(u,v) # 0, entonces hay un vector z € V (z = u, z = v, 0
x =u+v)tal que f(x,z) # 0. Escogemos o € F' no cuadrado. Entonces

1. si f(z,2) = A? es un niimero cuadrado, f(2/,2') = 1 para 2’ := A\~ lx;

2. si f(x,2) = Ano es un nimero cuadrado, f(2',2’) = a paraz’ := \/Sx
(porque ambos elementos no son residuos cuadréticos).

Restringimos f a (2’ )l, continuamos hasta encontrar una base perpendicular
{e1,...,e,} tal que f(e;,e;) € {0,1,a}.

Podemos reducir el nimero de 7 tal que f(e;,e;) = « en dos: sihay e; y e;
tales que f(ej, e;) = f(ej,ej) = ay f(es,e5) = 0, podemos elegir Ay u tales
que N2 4 1% = é (no cuadrado). Entonces €] := Ae; + pej y €} 1= pe; + Ae;
son una base ortonormal para el espacio generado por e; y e;.

Por lo tanto, siempre podemos encontrar una base {ey, ... e, } ortogonal tal
que

1. {e1,...,e,} es ortonormal, o
2. {e1,...e,—1} esortonormal y f(e,, e,) = a.

Entonces hay dos clases de equivalencia. m

Lema [2.9) implica que hay hasta dos grupos ortogonales de dimension fija
sobre un cuerpo finito de caracteristica impar. Cuando hay dos grupos
ortogonales distintos, se distinguen por vectores isotrépicos.

Definicién 2.10. Un vector v € V'\ {0} es un vector isotrépico para la forma
bilineal f : V xV — F si f(v,v) = 0. Un subespacio W C V es totalmente
isotrépico si f(u,w) = 0 para todos u,w € W.

Por ejemplo (cf. [22] Seccion 3.4.6]), sean n = 2y las dos formas diferentes
f1y fa tal que existe una base ortogonal {z¢, 21 } con

Ji(wo,x0) = 1,
fi(zr,21) =1,
f2(wo,0) = 1,
folwr,a1) = a ¢ (F*)?
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Si —1 € (F*)?(i.e. |F|=1 (mod 4)), entonces

fi(zo +iwy, w0 +ix1) =0
falxo + Ax1, 20 + Ax1) =1+ Na #0.

Si—1 ¢ (F*)?(ie. |[F| = 3 (mod 4)), entonces —a € (F*)?y exista una A
tal que —a = A2, por lo que entonces

fi(zo +iz1, 0 +imy) # 0
fg(ﬂfo + Ax1,z0 + )\xl) =14 Na = 0.

En ambos casos, exactamente una de las dos f; tiene un vector isotrépico.
Esta es una distincién geométrica que diferencia los dos grupos ortogonales.

Para n par en general, exactamente una de las dos f; tiene un subespacio
totalmente isotrépico de dimension 7, mientras que el otra tiene un subespacio
totalmente isotropico de dimension % — 1. Escribimos O (n) para O(V, f)
si existe un subespacio totalmente isotrépico de dimension %, y O~ (n) de lo
contrario.

Para completar la prueba de la fila superior de Teorema [I.1} demostramos
que tenemos exactamente uno o exactamente dos grupos ortogonales diferentes
dependiendo de la paridad de la dimensién n.

Proposicion 2.11 (cf. [20}, Seccién 3.5.8]).

1. Si n es impar, entonces hay solo un grupo ortogonal (excepto por
isomorfismo) O(n)

2. Sin es par, entonces hay dos grupos (excepto por isomorfismo) Oi(n)
Demostracion.

1. Sean fy f’ dos formas bilineales simétricas no singulares. Escribimos
n = 2m + 1. Usando un proceso similar al de la prueba de Lema[2.9] hay

o, 3 € F*ybases {e1,...,eamy1},{€],... €, 1} CV tales que
flezi1,e0) =1 sil<i<m
f(e2m+1,€2m+1) = @
f(eiej) =0 para otros (4, 7),
fl(ei1,e5;) =1 sil<i<m
F (€1, €omyr) = B
f'(ej,e;) =0 para otros (i, 7).
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166 R. ZHANG
Definimos o € GL(V') por
€2i—1 > €hi_1, sil <i<m),
€9; — a_lﬁe'% sil <i<m),
€oamt1 — 6’2m+1.
Entonces f' = o '8f7, con fo(u,v) := f(oc7 (u),071(v)).

La multiplicacién por una constante y la accién de GL(V') no cambia el
grupo ortogonal (cf. [20, Seccién 3.5.3]).

Es decir, O(V, f') = O(V,a=18f7%) = O(V, f).
Sin = 2m, hay una base {ey, ..., ey, C V tal que

sil<i<m-—-1

para otros (4, 7).

fegi—1,e2) =1
f(ei’ej) =1

Hay dos casos, que corresponden a a la existencia de un subespacio
totalmente isotrépico de dimension m:

(a) f(62m—17 eQm—l) = f(€2ma 6Qm) =0 y f(€2m—lu €2m) =10

(b) f(e2m—17 e2m—1) = _af(€2m7 eQm) 7é 0 y f(€2m—17 eQm) =0.

En el caso (a), hay un subespacio totalmente isotropico de dimension
m y el orden del grupo ortogonal O(V, f) = O*(n) es

—1
‘O+(n)‘ — Q(qm _ 1)qm(m71) (q2mf2i o 1).

3

@
Il
—_

En el caso (b), no hay un subespacio totalmente isotrépico de dimension
m y el orden del grupo ortogonal O(V, f) = O~ (n) es

—1
|07 (n)| = 2(¢™ + 1)g™™ D T (¢*™% - 1).

i

3

Il
i

Los dos grupos claramente no son isomorfos porque sus 6rdenes son
diferentes.
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3 Clasificacion de grupos ortogonales para
caracteristica 2
3.1 Formas cuadraticas

De manera similar con las formas bilineales, podemos definir grupos ortogonales
en términos de formas cuadréticas. Para cuerpos de caracteristica impar, esto es
equivalente a la formulacién que utiliza formas bilineales simétricas. Cuando
trabajemos con cuerpos de caracteristica 2, solo usaremos formas cuadraticas.

Sean F' un cuerpo de caracteristica p (no necesariamente par) y V' un espacio
vectorial sobre F' de dimensi6n n.

Definicién 3.1. Una funcion Q : V — F es una forma cuadrética cuando para
todosu,v € VyleF,

Q(u+v) = X*Q(u) + Mg (u,v) + Q(v),
donde fq : V x V. — F es una forma bilineal simétrica.

Una forma cuadratica ) : V' — F determina una forma bilineal simétrica
fo- De hecho, fg es alternada cuando p = 2 porque

0=Q((2v) =2Q(v) + fo(v,v) = fg(v,v).

Dada una forma bilineal simétrica f : V xV — F, tambiA©n podemos obtener

una forma cuadrdtica Qf(v) := f(UT’U), pero solo cuando p # 2. Por lo tanto,

solo existe una equivalencia entre la teorfa de formas bilineales simétricas y la
teorfa de formas cuadraticas cuando la caracteristica de F' no es 2.

Definicion 3.2. Sea Q : V — F una forma cuadrdtica.  Definimos
el radical de Q,

rad(Q) := {v € rad(fg) | Q(v) = 0},
y el dlgebra de Clifford,

CUV.Q) =PV /(vev-Q)®1).

n>0
Ademds definimos:
* @ es no singular cuando rad(Q) = 0.

* () es no degenerada cuando fq es no singular.
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Introducimos la invariante de Arf para describir las formas
cuadrdticas sobre cuerpos de caracteristica par. Mencionamos la invariante de
Arf porque las formas cuadréticas no singulares sobre un espacio vectorial sobre
F" estédn determinadas por la invariante de Arf y el dlgebra de Clifford. Para el
resto de la seccidn, F' es un cuerpo de caracteristica par

Sea () una forma cuadritica no degenerada (entonces n es par). Definimos
la relacién de equivalencia ~: @ ~ @’ cuando existe C' € GL,(F) tal que
Q(v) = Q'(Cw). Por un teorema de Arf [I} Satz 2] (cf. [16} Seccién 4]), existen
formas cuadraticas binarias Q); tales que

QNEBQz‘-

Definicion 3.3 (cf. [16, Seccién 7]). Sea U el subgrupo aditivo de F
definido por
U::{u2+u|u€F}.

Definimos la invariante de Arf por
Arf(az® + zy + by?) :=ab+ U € F/U.

Para una forma cuadrdtica no degenerada @), definimos la invariante de Arf
(o el pseudodeterminante [8]) de Q) por

Arf(Q) == Arf(Q:).
=1

Observacion 3.4. Para cualquier forma cuadrdtica binaria @), existen a y b
en F tales que Q(x,y) ~ ax® + xy + by®. La invariante de Arf estd bien
definido porque si az® + xy + by® ~ a'z? + xy + V'y?, existe u € F tal que
ab—a't = u? + u.

Teorema 3.5 ([1, Teoremas 11-12], [2]). Si F' es perfecto, una forma cuadrdtica
no singular Q) estd determinada tinicamente por el par (Arf(Q), n).

Si F no es perfectoy [F : F?] < 2, una forma cuadrdtica no singular Q estd
determinada tinicamente por el triplete (Arf(Q),n,Cl(V,Q)) donde CL(V, Q)
es el dlgebra de Clifford.

Observacion 3.6. Para una excelente revision de la historia de los teoremas de
Arfy la correccion de sus errores, consulte [16, Seccion 9].

Ejemplo 3.7. Si k es un cuerpo perfecto, entonces F' = k(t) y F = k((t)) son
cuerpos tales que F no es perfectoy [F : F?] < 2.
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3.2 Los grupos ortogonales para F' finito

Sea F' un cuerpo finito de caracteristica 2. La primera definicion también es
valida para otros cuerpos, pero nos centramos en este caso. Describimos los gru-
pos ortogonales sobre tal cuerpo F' y demostramos la fila inferior
de Teorema[L.1l

Definicion 3.8. Sea QQ : V — F una forma cuadrdtica no singular. Definimos
el grupo ortogonal de V' sobre () como

O(V,Q):={g:V = Vlneal | Q(g9(v)) =Q(v), YveV}.
Los siguientes resultados son conocidos (cf. [22, Seccién 3.4.7 y Seccién 3.8]).

Lema 3.9. Si QQ : V — F es una forma cuadrdtica degenerada y no singular,
entonces dimrad(f) = 1.

Demostracion. La forma bilineal simétrica fg es alternada porque car(F') = 2.
Siu,v € rad(f),

QO +v) = AQ(v) + Q(w),
entonces Q,q(s) €s una aplicacion semilineal a F' y rad(Q) es un subespacio

de codimensién 0 o 1 de rad(f). Pero rad(f) # 0y rad(Q) = 0 porque () es
degenerada y no singular, entonces dimrad(f) =1. m

Lema 3.10. Si QQ : V — F es una forma cuadrdtica degenerada no singular,
entonces fq induce una forma simpléctica sobre V/rad(fqg) tal que

O(V,Q) = O(V/rad(fo), f3)

Demostracion. Para el complemento W = V/rad(fg) de V/rad(fg) en V,
V =W @rad(fg). Parag € O(V,Q) y w,w' € W,

Q(w) + fo(w,w") + Quw') = Q(w + w')
= Q(glyy (w +w'))
= Qg (w)) + fQ(gly (w), gly (W) + Q(gly (w))
= Q(w) + fo(gly (w), gly (w") + Q(w").

Entonces, fo(w,w') = fo(gly (w), gy (w')) para todos w,w’ € W. Usando
gl y elisomorfismo W = V/rad(fq), hay ¢’ € O(V/rad(fq), fg)-

El elemento de O(V/rad(fq), f(,) obtenido de cada g € O(V, Q) es tnico.
Sean g1,90 € O(V,Q) tales que g = g5 € O(V/rad(fg),fg)
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La dimensién de rad(fg) es 1, entonces podemos escribir rad(fg) = (u).
Seanv e VyweW.

fo(v, g1(w) + g2(w)) = fq(v, g) (w) + g5(w))
= fo(v,0) =0.
Q(g1(w) + g2(w)) = Q(g1(w)) + fo(g1(w), g2(w)) + Q(g2(w))
=2Q(w) + fo(d)(w), gs(w))
= folg1(w), g1 (w))
= 0.

Entonces, g1(w) + g2(w) € rad(Q) = {0} y g1(w) = ga(w) para todos
w € W. Solo necesito verificar que g1[,, = g2, porque gily, = galyy-
Pero, g;(u) € (u) porque g; es lineal. Ademas,

Qgi(u) +u)) = Q(gi(u)) + fo(gi(u), u) + Q(u)
=2Q(u) + fo(gi(u), v)
=0.

Entonces g;(u) + u € rad(Q) = {0} y g;(u) = u paracadai € {1,2}. m
Proposicion 3.11. Si Q) : V — F es una forma cuadrdtica no singular, entonces

O(V,Q) =2 Sp(n—1) sin es impar,
O(V,Q) < Sp(n) si n es par.

Demostracion. Sea g € O(V,Q) y u,v € V. Tenemos las igualdades,

(v)) +Q(g(v))
u) + fo(g(u), g(v)) + Q(v).

e
S
N
+
~
Q
—
Q
—~
<
:_/
<

Entonces, fg(u,v) = fo(g(u),g(v)) para todos u,v € V'y g € O(V, fq).
Por lo tanto, O(V, Q) < Sp(n).

Sin es impar, rad(fg) # 0 (de lo contrario fq es simpléctica). Por Lema
dimrad(fg) = 1. Por Lema[3.10] O(V,Q) = O(V/rad(fq), fo). La forma
bilineal alternada fg induce una forma simpléctica sobre V/rad(fg), entonces

O(V/rad(fq), fo) =Sp(n—1). =
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Proposicién [3.11] da la esquina inferior izquierda de Teorema [I.1]
Para completar la demostraciéon de la fila inferior de Teorema [I.1] solo
necesitamos contar el nimero de grupos ortogonales de dimensién par.
Como en la Seccién [2.2] usamos vectores isotrépicos.

Definicién 3.12. Un vector v € V'\ {0} es un vector isotrépico para la forma
cuadrdtica Q : V — F si Q(v) = 0.

Lema 3.13 (cf. [20, Seccién 3.5.9], [22, Seccién 3.4.7]). Hay exactemente dos
clases de equivalencia de formas cuadrdticas no singulares.

Demostracion. Construimos una base de la misma manera que la base
simpléctica en Observacion pero con Q(e;) = Q(fi) = 0 cuando sea
posible. Sin > 2y Q(e;) # 0, podemos reemplazar e; par

[F|

e = <g§£3>2 ei + fi,

si Q(e;) # 0 (en cuyo caso Q(e;) = 0). Si Q(e;) = 0, podemos reemplazar f;
par fi = fi + Q(fi)ei para garantizar que Q(f;) = 2Q(fi) = 0.
Pero para los dos primeros elementos de la base, podemos elegir e; y f; tal

que Q(e1) = fler, f1) = 1, fler, fi + Ae1) = 1y Q(fr + Ner) = Q(f1)
+ A2 + \. Podemos reemplazar f, par f] = fi + Aej. Hay exactamente dos
clases de equivalencia de formas cuadraticas no singulares, dependiendo de si
Q tiene un vector isotrépico (i.e. si Q(f]) = A2 + A+ Q(f1) = O tiene una
soluciénen F). m

Como en Proposicion [2.11] las dos clases de equivalencia de formas
cuadraticas no singulares en Lema [3.13] producen dos clases de isomorfismo de
grupos ortogonales con diferentes ordenes.

Proposicion 3.14 (cf. [20, Seccién 3.5.10]).

1. Si n es impar, entonces hay solo un grupo ortogonal (excepto por
isomorfismo) O(n) = Sp(n — 1)

2. Sin es par, entonces hay dos grupos (excepto por isomorfismo) Oi(n)
Demostracion.

1. Por Proposicién [3.11]
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2. Las dos clases de equivalencia de formas cuadréticas no singulares en
Lema se distinguen por diferentes nimeros de vectores isotrépicos.
Como en Proposicién|2.11} el orden del grupo ortogonal O(V, Q) = O™ (n)

€n un caso €S

3
L

‘OJF(TL)‘ — 2(qm _ 1)qm(m71) (q2m72i - 1)'

4 Subgrupos de grupos ortogonales

4.1 Los subgrupos para caracteristica impar

Sea F' un cuerpo finito de caracteristica impar. Todos los elementos del grupo
ortogonal tienen determinante 1. Por lo tanto tenemos el grupo ortogonal
especial SO (n), el subgrupo de OF)(n) de indice 2 definido como el
nicleo del determinante. Al igual que con el grupo ortogonal en Teorema [I.1]
hay una clase de isomorfismo de grupos ortogonales especiales SO(n) si n es
impar y hay dos clases de isomorfismo de grupos ortogonales especiales SO si
n es par.

También +Id € O (n) (con —Id € SO™)(n) si y solo si n es par),
entonces tenemos los grupos de cocientes PO™) (n) := O&F)(n)/ {£Id} y
PSO™) (n) := SO (n)/ {+Id} llamados respectivamente el grupo ortogonal
proyectivo y el grupo ortogonal especial proyectivo.

Definicion 4.1. Para una forma bilineal simétrica f : V x V. — F y un vector
v € V tal que f(v,v) # 0, definimos la reflexion

fao),
Flo)”

Un elemento g del SO™) (n) tiene la norma espinor 1 cuando g es un producto
de un niimero par de reflexiones de vectores de norma 1 y un niimero par de
reflexiones de vectores de norma no cuadrada. Un elemento g del SO(i)(n)
tiene la norma espinor —1 de lo contrario.

Ty i T T — 2
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Usando el niicleo de la norma espinor sn : SO®)(n) — {41}, definimos
los subgrupos de indice 2

Q®)(n) : = ker(sn) < SO (n),
PO (n) : = ker (SH|PSO(i)) < PSO(i)(n).

4.2 Los subgrupos para caracteristica 2

En esta seccién, F' es cuerpo de caracteristica 2. Podemos considerar que F'
es finito, pero las siguientes definiciones y resultados también son validos para
cuerpos infinitos.

Para caracteristica 2, el determinante es initil y no tenemos la norma
espinor (cf. Definiciéon F.I). Sea @ : V — F una forma cuadrética no
singular. Definimos la transveccién ortogonal («la reflexién »)

fQ($,U)

ty : T +— T+ 50

fo(v,v)
para v € V tal que fgo(v,v) # 0. El transveccién ¢, es lineal y conserva )

porque

Q (z + f(z,v)v) = Q(z) + fo(z,v)* + fo(z,v)*Q(v) = Q(x).

Teorema 4.2 (Cartan-Dieudonné—Kneser). El grupo ortogonal O(V,Q) es
generado por {t,} y, excepto cuando F = Fo yn = 4.

Observacion 4.3. Wilson [22] Capitulo 3] no menciona la inica excepcion dada
por Cartan—Dieudonné—Kneser (cf. [3, Teorema 1.5.1], [7, pp.20-22], [12], [13|
Teorema 6.3.4], y [21) Teorema 11.42]).

Definicién 4.4. Definimos la invariante de Dickson para

T
g= H t’L)iv
1=1
como

1 resimpar
D(g) = {
0 7respar

Equivalente, D(g) = rango (Id — g) (mddulo 2).

La invariante de Dickson también se le conoce como el cuasideterminante o
el pseudodeterminante porque son esencialmente el mismo que el determinante
en caracteristica impar.
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Teorema 4.5 ([9, Teorema 2], cf. [21, Teorema 11.43]). La invariante de
Dickson es un homomorfismo

D:0(V,Q) — Z/27.
Ademads para caracteristica diferente a 2,
det(g) = (~1)P.
Entonces en este caso, el determinante es equivalente a la invariante de Dickson.

Podemos wusar la invariante de Dickson como determinante para
definir subgrupos.

Definicion 4.6. Definimos el grupo ortogonal especial como el niicleo de D,

SO(V,Q) :={g € O(V,Q) | D(g) = 0} .
Este grupo tambiA©n se conoce como el nicleo espinorial Q(V, Q).

Una consecuencia de la segunda parte del Teorema {.5] que en realidad
funciona para un cuerpo general F’, explica el nombre grupo ortogonal especial.

Corolario 4.7. Si F' es un cuerpo de caracteristica 0 o impar, el niicleo de D es
isomorfo al subgrupo de elementos de determinantes 1 en O(V, Q) y también al
subgrupo de elementos de norma espinorial 1 en O(V, Q).

Teorema 4.8 ([11}[17, 4, [18]). El subgrupo commutador

OV,QW = [0(V,Q),0(V, Q)]
es isomorfo al Q(V, Q).

Observacion 4.9. Si F' es un cuerpo global o local, la afirmacion del Teo-
remad.8|sigue siendo cierto con una sola excepcion: si F' es un cuerpo local de
caracteristica impar, n = 4, y V es anisotrépico. En este caso, Pollak [17]
demostré que [V, Q) : O(V,Q)M] = 2.
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