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Resumen

La economia de cera y la resistencia del panal, asi como otras hipdtesis plausibles
(eliminacién de espacios vacios entre células cilindricas y emulacién aproximada del
cuerpo de la abeja) conducen al primer problema de éptimo: entre todos los poligonos
con n > 3 lados circunscritos a un circulo de radio dado, determinar el poligono P
que tiene perimetro mas pequeno. Este es un problema de extremos con una condiciéon
isogonal que se resuelve por el método de multiplicadores de Lagrange. Se demuestra
que P’ es poligono regular y que n € {3,4,6}. Finalmente, otro problema de minimo
conduce al resultado n = 6.
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Abstract

Wax compression and honeycomb resistance, and some other hypothesis as well
(elimination of empty spaces between cylindrical cells and approximate emulation of
bees bodies) drive to the first optimization problem: among all polygons with n > 3
sides circumscribed into a circle with a given radius, determine the polygon P with
the smallest perimeter. This extrema problem with an isogonal condition is solved
with a Lagrange multipliers method. It is proven that P is a regular polygon and
n € {3,4,6}. Finally, another minimum problem drives to n = 6.
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1 Introduccion

Los panales de abejas (Apis mellifera L) son pares de capas adyacentes construidos de cera
y formados de células o celdas pequenas donde ellas colocan la miel y el polen (bajo la
forma de pasta asi como los huevos que luego desarrollan las larvas. Las celdas son dos a
dos congruentes y tienen forma poliedral: es decir son prismas hexagonales regulares que se
cierran con un techo piramidal edificado de tres superficies romboidales congruentes. Las
entradas en las celdas situadas en la misma parte del panal generan una red de hexagonos
regulares, mas exactamente un enrejado regular y completo de superficies hexagonales por
ambas caras del panal (ver Figura 1).

Figura 1: Red de hexagonos regulares del panal.

Una investigaciéon mas atenta constata que debido a la forma piramidal del techo de la
célula, asi como la necesidad de eliminar los huecos y también para que la célula ofrezca
mayor resistencia, ninguna célula de una capa esta opuesta exactamente a otra de la otra
capa, como si una fuera prolongacién de la otra; el eje de cada célula de una capa estara
situado en la prolongacién de la arista comun a tres celdas vecinas de la capa opuesta.

Las investigaciones efectuadas por el alemén H. Vogt [13] demuestran que las dimen-
siones medias de una célula de abeja son las siguientes: el lado del hexagono es de 2,71
mm, la longitud de las aristas grandes del prisma es de 11,3 mm, y el grueso de las paredes
de las células es de 0,08 mm; en las consideraciones matematicas de mas abajo el grueso
de las paredes se va a despreciar.

La estructura de los panales, descrita mas arriba y llamada por algunos autores ge-
ometria o arquitectura de las abejas, no puede ser enteramente comprendida sin un estudio
post — factum de los motivos en los cuales se apoya el proyecto de tal estructura. El pre-
sente trabajo intenta poner en claro estos motivos y, con base en ellos, dar una soluciéon
para el primero de los siguientes problemas relativos a los panales de abejas:

A. jPor qué las abejas dieron a las células la forma hexagonal regular?

B. ;Por qué las abejas adoptaron como valores de los angulos de las superficies rom-
boidales mencionadas precisamente los de las medidas de G.F. Méraldi [4]: 109° 28’
y 70° 32'?

Una solucién al problema B va a ser dada en [5]. La seccién 2 del presente trabajo
contiene un prefacio histérico del problema A, en la seccién 3 se enunciard un problema
isogonal auxiliar de éptimo denotado con C, en la seccion 4 se resuelve el problema C y en
la ultima seccién, como una sintesis, se llega a la forma hexagonal regular de las células
de abejas como solucién al problema A.

2 Historia del problema A

La diligencia de las abejas, asi como su “castidad” y “eternidad”, fueron expresadas por
el poeta latino Publius Vergilius Maro, conocido como Virgilio (70-19 d.C.) en el libro IV
del poema, suyo Las Gedrgicas, escrito entre los anos 39-29 d.C.:
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“Tantus amor floram, et generandi gloria mellis” (Tanto amor trae una flor,
cuanta miel preciosa tiene).

En el mismo periodo, el erudito Marcus Terentius Varro (117-27 d.C.) observa en Re-
rum rusticarum, escrito alrededor del ano 36 d.C, que las células de las abejas tienen todas
forma hexagonal y que su “hdbil colocacion en panales” tiene como efecto no solamente
una economia de cera, sino también la eliminaciéon completa de espacios vacios. También,
Varro afirma que, “asi como se ve en geometria el hexdgono regular inscrito en un circulo
comprende una drea mayor que otra figura con menos lados”, asi aparece el primer intento
de resolver el problema A.

Después de aproximadamente 300 afios la misma solucién del problema A fue precisada
por el gedmetra griego Pappus de Alejandria (siglo IIT a.C.), que en el prélogo “Sobre la
inteligencia de las abejas” en el libro V de su obra base “Collectiones Mathematicae” [8],
Vol.I, pag. 237, escribe:

[...] aunque los dioses han provisto solamente al hombre de razén, ellos le
dieron a los animales el instinto. Asi las abejas no fabrican la miel en forma
negligente dondequiera, al azar, sino recogiendo el néctar de las flores mds
hermosas. Ellas construyen primero vasos, todos iguales, semejantes, pegados
entre ellos, en los cuales depositan la miel. Pero solo tres figuras requlares:
tridngulo, cuadrado y hexdgono satisfacen estas condiciones y las abejas han
elegido para construir los panales la figura que tiene mds vértices, pues con-
cluyeron que va a contener mas miel que las otras para un consumo igual de
cera (ver también [1] pag.40-41).

El célebre astréonomo Johannes Kepler (1571-1630), descubridor de las leyes de los
movimientos de los planetas alrededor del sol y buen conocedor de la obra de Pappus,
pero no lo suficientemente convencido de los argumentos de Varro, explica la preferencia
de las abejas por la seccién hexagonal regular por el hecho de que la densidad de la red de
las paredes de cera —y entonces la densidad del panal construido de células hexagonales
regulares adyacentes— es mayor que la densidad que tendria un panal formado de células
cuadradas o triangulares equilateras [3] (ver también [11]).

El punto de vista de Pappus fue sostenido por autores que publicaron en nuestro siglo
como E.G. Togliatti [12], pag.1-71, e Ion Ionescu [2], pag. 137.

Otros aspectos histéricos del problema A se hallan en los articulos [1] y [15].

3 El problema isogonal C

Las investigaciones palenteoldgicas demuestran que los insectos recolectores de néctar y
polen aparecieron hace aproximadamente 150-100 millones de anos, y las abejas en so-
ciedad que almacenan reservas de miel aparecieron hace aproximadamente 20-10 millones
de anos ([14] pag. 19). Un grupo de investigadores de la Universidad Politécnica de Califor-
nia, Estados Unidos, descubrieron, en la primera mitad de 1995, una bacteria conservada
perfectamente en el cuerpo de una abeja muerta hace aproximadamente 40-25 millones
de anos y hallada en la resina de un arbol petrificado, la bacteria ain viva produjo un
antibiotico natural (ver [16] pag. 7).
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Figura 2: Forma para consolidar la resistencia del panal.

Es plausible que en decenas de miles de afios de existencia, la “concepcion” de las abejas
sobre la construccion de las células evolucion6 a formas cada vez mas perfeccionadas, en
el sentido que precisaremos mé&s abajo. Teniendo en cuenta la forma aproximadamente
cilindrica tanto del cuerpo de las abejas (que tienen que tener acceso a cada célula), como
del cuerpo de las larvas (que pasan su vida en las células hasta el estadio de adultos), las
abejas pudieron ser “tentadas” a producir células circulares. Para consolidar la resistencia
del panal, las células circulares vecinas necesitan ser tangentes y dispuestas como se ve, por
ejemplo, en la Figura 2; es claro que la tltima configuracion da al panal una resistencia
mayor que la primera -este hecho fue precisado por Kepler [3] pag. 721. Las abejas
renunciaron a la anterior configuracién pues ella genera muchos espacios vacios entre las
paredes circulares de las células. (Precisamos que en las dos capas de un panal se hallan
cerca de 10 000 células, de aqui que el espacio no utilizado serfa, demasiado grande.)
Se sabe que la Apis Florea, una especie de abeja pequena que vive en Asia del sur-este,
construye aun hoy dia tanto células hexagonales, como circulares (ver [14] pag.55).

Otro argumento en favor de renunciar a la forma circular consta en que, para econo-
mizar cera las abejas construyen los panales de tal manera que cada porcién de la superficie
lateral de una célula sea la pared comun para dos células vecinas, y la célula misma sea un
recipiente o cavidad convexa (de otra manera en la célula quedarian espacios grandes no
ocupados por el cuerpo de la abeja y dificilmente accesibles en el proceso de construccion,
o para depositar miel, evacuar o limpiar la célula).

Esto ultimo es realizable solamente si la forma de las células, es decir la seccién plana
perpendicular al eje de la célula interseca la superficie de la célula en un poligono convexo.
Para las abejas constructoras es comodo que pasando de la edificacién de una célula a
otra, los poligonos correspondientes tengan un mismo nimero de lados; luego, también
que permita el acceso de la abeja a toda, la célula, para esto debe emular bien el cuerpo
de esta y utilizar una cantidad minima de cera en el proceso de construccién. Es claro
que los argumentos nuestros contrastan con los citados por Varro y Pappus, asi como los
puntos de vista de otros autores mencionados en la seccion 2.

Pasamos ahora a formular mateméaticamente el problema que se desprende de las con-
sideraciones precedentes. Denotaremos con [[,, el conjunto de todos los poligonos con un
mismo numero dado n > 3 de lados, que estan circunscritos en un circulo de radio » > O
y con A(P,) el perfmetro de un poligono P, € [[,. El problema se denota con C y se
enuncia asi:

(C) Determinar un poligono P € II,,, con la propiedad:

A(E,) < A(Pn)

cualquiera que sea P, € II,,.
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Figura 3: Forma para consolidar la resistencia del panal.

Cada poligono P, € II estd univocamente determinado (exceptuando una rotacién

alrededor del centro O del circulo) de las medidas z1,...,z, de los semidngulos suyos,
podemos entonces identificar a P, con x1,...,x,. De la Figura 3 tenemos
T
tanx; = —,...,tanx, = —
ll n
entonces
r r
ll = gee ey ln == ,
tan tan x,,

también, tiene lugar la condicién “isogonal”

atl—i—...—i—xn:ﬂ(g—l) (1)

aqui l; >0y 0 <m; < 5,i€{l,...,n}.
Para P, = (x1,...,x,) € II, tenemos

CAEDILEDY o (2)

4 Una solucién al problema C

El problema C es un problema de minimo para la funciéon f : Dlongrightarrow R, dada
por (2):

2r
f(w17“"$n))\(Pn);tana:i’ (3)
donde (D =)0, 5[z ...x]0, 5[, con la restriccién g(z1,...,x,) = 0, donde

n
g(xl,...,acn):x1+,...,+xn—7r(§—1). (4)
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En lo que sigue, vamos a dar a este problema una solucién basada en el método de
multiplicadores de Lagrange y en el estudio de la diferencial segunda del lagrangeano
asociado (ver [6], pag. 281-289; [7], pag. 660-665 y [9], pag. 22-30).

Sea D una parte abierta del espacio euclideo R,, f,g : D — R dos funciones con
derivadas parciales del orden dos continuas en una vecindad de un punto

x* = (a7,...,x}) € D y admitimos que

0 )
<8791<x*>, . %m) 20,

Denotamos hy = f + Ag, A € R, y

dg
ox;

E::{k::(kh.“,kn)elleié (z*)k; = 0}
=1

El siguiente teorema contiene una condicién necesaria para extremos con condiciones.

Teorema 4.1 Siz* € D es un punto de minimo para f con la condicion g(x1,...,x,) =0,
entonces existe un A € R tal que
ohy , . Ohy
—(z")=0,...,=—=(z") =0 )
) () 6

Reciprocamente, admitiendo que ademas, f y g poseen derivadas parciales de orden
tercero continuas en una vecindad de z* entonces tienen lugar las siguientes condiciones
suficientes de 6ptimo.

Teorema 4.2 Siz* € D y A € R verifican (5) y si la funcion J : E x E — R, definida
por:

. " 9%hy )
K K)= Vkik
K = 30 ki
7,7=1
k= (ki,....kn) € Bk = (kll, ol k;) € E positivamente definida (la diferencial de orden
dos de hy), entonces x* es el punto de minimo para f con la condicion g(x1,...,X,) =0.

El problema C halla, una solucién en el siguiente teorema.

Teorema 4.3 Un poligono P € 11, es solucion del problema C, siy solo si,P) es poligono
reqular.

Demostracién. Admitimos que P} es solucién del problema C, es decir, segin (1) y (2)
el vector z* = (z7,...,2)) € D, del cual los componentes son la mitad de las medidas de
tridngulos de P}, es punto de minimo para la funcién f, dada por (3), con la condicién
g(x1,...,zy) = O, donde g es la funcién definida por (4). Como (%gl(x) = 1, para todo
i€{l,...,n} y para todo x € D, por el teorema 4.1 se sigue que existe un A € R tal que
_ Ohy, —2r

)= —5—+Ni€e{l,...,n}, (6)

0= T
Oz; sen?z?
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de donde deducimos que A > O y que sinz] = (2—/\’")%,2 € {1,...,n}. Denotando con
1
el valor comtin de los nimeros z7,..., 2%, es decir a; = arcsin(3)z, de (4), (1) y (6)
obtenemos L1
ri=...=x, =zx5=7(z — — 7
1 s=ch =3~ ) @
Y 2 2
r r
A= = 8
sin?m(3 — 1)  cos? % (®)
De (7) resulta que Py = (z7,...,x}) es poligono regular.

Reciprocamente, admitimos que Pf = (x1,...,z)) € II,, es un poligono regular, en-
tones 2z = ... = 2z;,; denotamos con 2z, el valor comun a los tltimos nimeros, entonces
las desigualdades (6) y (7) tienen lugar, si se tiene en cuenta (1) y se define el nimero A
por (8). Como para el punto z* = (g, ..., z{) € D tenemos

0%h 4r 4rcos(Z —Z)  4rsinZ

72)‘(30* = 5 CoST[ = — 3§T2 ﬂ”): o

Ox; sin” x sin®(§ — 7) cos® =

0%h) S
(%iaxj
cuando i # j, resulta que
/ "L 9%hy 5 4rsin > el 9 el 9
*
J(K»K)ZZ E. (a")k; = ng[zki +(Z/€i) ] >0.
=1 i noo=1 i=1

Para todo k = (ki1,...,k,) € E con k # 0. En nuestro caso E = {(k1,...,k,) € R":
Yy gk @)k = 0}

= {(kl, .. .,kn) € R": Z?:l k; = 0}

Asi la funcién J es positiva definida en E, entonces por el teorema 4.2, el punto x* =
(xo, ..., xf), dado por (7), es punto de minimo para f con la condicién g(x1,...,x,) = 0.
Por consiguiente, el poligono regular P = (z§,...,z{) € D es solucién del problema C. m

5 Forma hexagonal regular de la células
de abejas

Segun lo establecido hasta ahora, los contornos de las células de un panal generan una
red de poligonos regulares, dos a dos congruentes, con el mismo niimero n > 3 de lados,
sin huecos entre las placas limitadas por el poligono y sin superposiciones en el interior de
estas placas.

Denotaremos con S(P,) la superficie poligonal o placa cerrada y acotada, de la cual
la frontera es el poligono P, € II,, entoncesS(P,) es la envolvente convexa de P,. Lla-
maremos red poligonal de tipo n > 3 cualquier coleccion R,,, de poligonos regulares con
n > 3 lados, dos a dos congruentes y sin superposiciones de los interiores de las superficies
poligonales determinadas por este poligono. Denotaremos con £, la reunién de todas las
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superficies poligonales determinadas por los poligonos que pertenecen a una red poligonal
R, de tipo n > 3. El siguiente teorema fue intuido también por otros autores, por ejemplo
Ion Ionescii [2], pag. 135-136.

Teorema 5.1 Si R, es una red poligonal de tipo n > 3 e interior m > 3 los poligonos
de R, tienen un vértice comun perteneciendo al interior de la reunion L, entonces m €

{3,4,6} yn € {3,4,6}.

Demostracién. Como existe un punto p, interior al conjunto L, los m poligonos
de R, que tienen un vértice comun en p,, van a tener la suma de las medidas de los
angulos que se intersecan en p,, igual a 27 radianes. Resulta que la medida de cada
uno de estos dngulos es %T radianes, pues los poligonos mencionados son regulares, dos
a dos congruentes y sin superposiciones en los interiores de las superficies poligonales
determinadas por ellas.

Por otra parte, la suma de las medidas de los dngulos de cada uno de los m poligonos

es igual, con base en (1), a mn — 27 = 7(n — 2)radianes, entonces cada dngulo de un tal

; . . . m(n—2) . . . .
poligono tiene medida igual a ——— radianes. De aqui y de lo precedente se obtiene:
-2 2 4
) U A S S 9)
n m m— 2

Como n > 3 es entero, la ultima igualdad de (9) prueba que también debe ser entero,
entonces m € {3,4,6}. La misma igualdad implica también n € {3,4,6}. =

De (2) y (7) deducimos que el perimetro A(P}) de un poligono regular P} € II,, es:
AP = 2nr.tan’. (10)
n

Se dice que la red poligonal R, de un tipo n, > 3 es minimal si A\(P; ) < A(Py) para
cualquier entero m > 3.
Teorema 5.2 Una red poligonal Ry, de un tipo n, > 3 del teorema 5.1 es minimal si y
solo si n, = 6.

Demostracién. De (10) tenemos

ANP}) = 4rV3 < 8r = M\(P}) < 6rV3 = A(P5)
lo cual, con base en el teorema 5.1, termina la demostracion. m
6 Observaciones

a) El teorema 5.2 prueba que entre las células prismaticas rectas con contorno triangular
equilatero, cuadrado o hexagonal regular, el que tiene area lateral mas pequena
es la, célula con contorno hexagonal regular. Esta ultima, célula va a tener a su
vez, el menor volumen, pues el drea a(S(P))) tiene una superficie poligonal S(P))

delimitada por un poligono regular Pf = (z7,...,x}), estd dada por
n 2
a(S(Pr)) = Z L —? tan s

tanx* n
1 3

1=
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de donde:

a(S(P)) = 2r2V3 < 41 = a(P}) < 3r2V3 = a(S(F})).

b) Las células de los panales son construidas en secciones asi como se ve en la Figura
1. Podrian existir otras configuraciones, por ejemplo la de la Figura 4. Las abejas
prefieren la primera configuracion, se ve que el mdédulo de resistencia de una célula
de la primera es algo mas grande que el médulo de resistencia de una célula de la
segunda configuracién:

)
W = g.r?’ = 0.625.r3mm?>

es algo mas grande que el médulo de resistencia de una célula de la segunda confi-

guracion:

73 = 0.540.7°mm?

- 5v/3
16

(ver [10], pag. 946-948).

Figura 4: Otras configuraciones de panales.

Las configuraciones de las secciones precedentes ahora dan una solucién al problema A
de la introduccién: mejorando siempre el proyecto inicial de la construccién de los panales,
en decenas miles de anos de bisqueda del éptimo, las abejas renunciaron al contorno de las
células para eliminar los huecos, adoptaron el contorno poligonal circunscrito al contorno
circular del cuerpo de la abeja, luego pasaron al contorno poligonal regular con un mismo
numero de lados para minimizar el consumo de cera en el proceso de construccion de
las células (teorema 4.3); a continuacién para realizar una construccién perfecta de todo
el panal, las abejas se vieron en la necesidad de admitir que los poligonos podian ser
solamente tridngulos equildteros, cuadrados o hexdgonos regulares (teorema 5.1) pero,
como entre las dreas de las superficies limita.das de las iltimas tres figuras, y entre las areas
laterales de las células prismaticas correspondientes, la menor es el area de la superficie
limitada por el hexdgono (teorema 5.2), las abejas adoptaron, finalmente por el contorno
hexagonal regular.
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