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Resumen

Se calculan los estimadores de médxima verosimilitud para los pardme-
tros que definen al proceso de Poisson compuesto en el proceso de riesgo
clasico con reclamaciones exponenciales. Se prueba consistencia y nor-
malidad asintética de los estimadores obtenidos. Finalmente, con ayuda
de la propiedad de invarianza de los estimadores de maxima verosimili-
tud, la normalidad asintética y el método delta, se realiza una estimacién
puntual y por intervalos de la probabilidad de ruina.

Palabras clave: estimacién maxima verosimilitud; probabilidad de ruina;
modelo clasico de ruina; método delta.

Abstract

Maximum likelihood estimators are calculated for the parameters that
define the compound Poisson process in the classical risk process with
exponential claims. It is proved consistency and asymptotic normality for
estimators obtained. Finally, with the help of invariance property of the
maximum likelihood estimators, asymptotic normality and delta method,
point and interval estimation of the ruin probability is performed.

Keywords: ruin probability; maximum likelihood estimation; classical
ruin model; delta method.

Mathematics Subject Classification: 62F12, 91B05, 62M05, 62P05.

1 Introduccion

Las aseguradoras son empresas o instituciones que se encargan de proteger a un
particular o un bien contra los riesgos que se puedan presentar a cambio del pago
de una prima. Las primas representan la mayor parte de los ingresos de las asegu-
radoras y en la mayoria de los ramos de no vida, su célculo estd en funcién de la
Siniestralidad Agregada de la cartera. Debido al comportamiento aleatorio pre-
sente en la siniestralidad agregada, es posible que en algiin momento ésta supere
al monto de capital acumulado con el que cuenta la aseguradora dando origen a
lo que se conoce desde el punto de vista teérico como ruina. Por tal razén, es de
interés el evento ocurre ruina y el cilculo de su probabilidad. Para ello se con-
sideran modelos mateméticos que modelan el capital de la aseguradora a través
del tiempo, los cuales son conocidos como modelos estocdsticos. El modelo
estocdstico ampliamente utilizado para modelar la siniestralidad agregada es el
proceso de Poisson compuesto que considera que el nimero de reclamaciones en
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cierto tiempo se distribuye como una variable aleatoria Poisson y que los mon-
tos de las reclamaciones son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas entre si e independientes del nimero de reclamaciones.

El primer trabajo conocido que propone un modelo de Poisson compuesto
para modelar la siniestralidad fue por parte de Filip Lundberg en el afio 1903 [7]],
basicamente consideraba a la siniestralidad agregada en cualquier intervalo de
tiempo como un proceso de Poisson compuesto. Posteriormente en 1930 Harald
Cramér, presentd una extension a la propuesta de Lundberg, integrando su inves-
tigacion sobre la aproximacion de distribuciones de sumas de variables aleato-
rias independientes, trabajos posteriores contribuyeron de manera constante en
esta drea (ver [2]). En la actualidad diversas adaptaciones y generalizaciones
del modelo antes mencionado han surgido (ver [11], [6], [12] y referencias que
ahi aparecen).

El modelo basado en la teoria desarrollada por Lundberg se le conoce como
proceso de riesgo cldsico o modelo de Cramér-Lundberg. De acuerdo con [5],
el proceso de riesgo cldsico es una simplificacién de la realidad, no obstante, es
un modelo ttil que puede proporcionar una perspectiva de las caracteristicas de
la operacion del seguro. El caso mds conocido y ampliamente estudiado de este
modelo es cuando los montos de las reclamaciones siguen una distribucién ex-
ponencial ([}, [6], [10]], [12]). En este caso son dos los pardmetros que definen
al proceso de riesgo cldsico: la intensidad del proceso de Poisson y la media de
los montos de las reclamaciones.

El objetivo de este trabajo es presentar de una forma detallada el proce-
dimiento de estimacién puntual, via mdxima verosimilitud, de los pardmetros
del proceso de riesgo clésico, bajo el supuesto de reclamaciones exponenciales.
De igual manera se demuestran propiedades de consistencia y normalidad asin-
tética de los estimadores obtenidos, siendo esta dltima, desde nuestro punto de
vista, una demostracién diferente a las que se pudieran encontrar en la literatura
y una de las principales aportaciones de este trabajo. Ademads, el tener de manera
explicita la probabilidad de ruina en el caso con reclamaciones exponenciales,
permite ilustrar, de una forma mads clara, el procedimiento de estimacién pun-
tual y, a través del método delta, una estimacién asintética por intervalos para la
probabilidad de ruina. Finalmente, se proporciona un ejemplo numérico de los
resultados obtenidos, se calcula el error cuadritico medio de las estimaciones
y los intervalos de confianza asintéticos para la probabilidad de ruina. Lo an-
terior complementa lo realizado en [9] para el caso exponencial, el cual no fue
estudiado a detalle en ese trabajo.
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El articulo estd organizado como sigue. En la Seccién 2 se introduce el
modelo clasico de Cramér-Lundberg y las cantidades que son relevantes para
abordar este tema. En la Seccién 3 se establecen los estimadores de mdxima ve-
rosimilitud para el proceso que define al modelo clasico, se prueba la consisten-
cia y normalidad asintética de los estimadores obtenidos en la seccion anterior.
Posteriormente, se establece un estimador puntual para la probabilidad de ruina
y se calculan, utilizando el método delta, intervalos asintéticos de confianza para
la probabilidad de ruina. Finalmente en la Seccién 4, se presenta un ejemplo
numérico con los resultados previamente establecidos.

2 Modelo clasico de Cramér-Lundberg

Un proceso de Poisson N = {N¢, ¢ > 0} con intensidad A > 0, es un proceso
con incrementos independientes y estacionarios que satisface Ng =0y

(At)"

P(N; =n) =e M p

, n=0,1,..., t>0.

Si ademds se considera una sucesion de variables aleatorias {Y}, } independientes
e idénticamente distribuidas e independiente del proceso de Poisson N, se define
el proceso de Poisson compuesto {S;,¢ > 0} con intensidad A como

O, si Ny = 0;
Sp={ &

> Y, siN >0

k=1

El proceso de Poisson compuesto también posee incrementos independientes y
estacionarios. Ademds, si E[Y;] = p, se satisface para toda ¢ > 0

E(Ny) = At,  E(S) = Aut. (1

El proceso de riesgo clasico, también conocido como modelo clasico de
Cramér-Lundberg, modela la evolucién del capital de una aseguradora a lo largo
del tiempo, considerando un capital inicial u, un ingreso de primas constante a
una tasa c¢ por unidad de tiempo y una siniestralidad agregada que se comporta
de acuerdo a un proceso de Poisson compuesto con intensidad A, donde la suce-
sién de variables aleatorias {Y;,} se asumen no negativas. De manera precisa, el
modelo de Cramér-Lundberg U = {U (¢, u),t > 0} estd dado por

U(t,u)=u+ct—5;, t>0. @)
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En la Figura [I] se presenta una posible trayectoria del modelo de Cramér-
Lundberg, en el que los decrementos se presentan en el momento de que se
presente una reclamacioén y el tamafio del decremento es precisamente el monto
de la reclamacion.

60

50

Capital

30

20

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Tiempo

Figura 1: Trayectoria del modelo de Cramér-Lundberg.

Uno de los eventos de interés para este proceso es el tiempo en el cual la
compafifa aseguradora no cuenta con la solvencia para afrontar sus riesgos, esto
es, cuando el capital de la compaiiia aseguradora es negativa, en términos del mo-
delo de Cramér-Lundberg la ruina ocurre si el capital de la aseguradora U (¢, u)
es menor o igual a cero, por lo que el tiempo de ruina, el cual es un tiempo
aleatorio, estd dado por

7(u) = min{t > 0: U(t,u) < 0}.
A su vez, la probabilidad de ruina, denotada por ¢(u), se define como
P(u) = P(r(u) < o).

Un supuesto importante en el modelo de Cramér-Lundberg es la condicion
de beneficio neto, que indica que la cantidad de prima a cobrar ¢ debe ser mayor
a la prima de riesgo, es decir, el ingreso por primas debe ser mayor al valor
esperado de los siniestros que se deben pagar, esto es, ¢ > Au. Si esta condicién

no se satisface entonces ¢)(u) = 1, para toda v > 0 [10]. En la Figura|l|esta
condicion se refleja por la tendencia creciente de la trayectoria.
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Una de las cantidades que permiten aproximar la probabilidad de ruina o
en su caso, calcularla de forma explicita, es el coeficiente de ajuste. De manera
precisa, el coeficiente de ajuste es la solucidn positiva 7* (si existe) de la ecuacion

AMy (r) — X —er =0, 3)

donde My denota la funcién generadora de momentos comiin de las variables de
la sucesion {Y;, }, siempre que ésta exista. El coeficiente de ajuste r* se relaciona
con la probabilidad de ruina de las siguientes dos maneras:

* Desigualdad de Lundberg: Para toda u > 0,

Y(u) <e T

* Aproximacion de Crdmer-Lundberg:
c— A
Y(u) ~ AM, (1) — ¢
donde My, es la derivada de la funcién generadora de momentos comiin
de las variables de la sucesion {Y;, } (ver [13], [3], [12]).

.
e ™", cuando u — oo,

En general el coeficiente de ajuste no siempre existe, se tienen condiciones
que permiten asegurar la existencia del coeficiente de ajuste r*. Por ejemplo en
[5] se establece que si existe 7, con 0 < v < oo, tal que My (r) es finita para
todar <~y }gr}y My (r) = oo, entonces existe una tnica solucién positiva de la

ecuacion . De manera particular, si {Y},} tienen una distribucién exponencial
con media p, el coeficiente de ajuste existe y resolviendo la ecuacién (3) se
verifica que

wooc

Por otro lado, no es una labor sencilla y en ocasiones no es posible obtener
una férmula explicita de la probabilidad de ruina. Existen diversas formas para
calcular la probabilidad de ruina, desde expresiones que involucran series hasta
ecuaciones integro-diferenciales. Para el caso de reclamaciones exponenciales
con media u, es posible proporcionar una expresion explicita para la probabi-
lidad de ruina (ver [[1]], [10], [12]). De manera precisa, si los montos de las
reclamaciones siguen una distribucién exponencial con media p entonces

W) = MeWn=ru > )

c

Para concluir esta seccidn, es importante notar que en el modelo de Cramér-
Lundberg son dos los pardmetros desconocidos que determinan su comporta-
miento probabilistico, a saber, A y u. Por lo que de ahora en adelante escribire-
mos 6 = (A, i), para denotar al vector de pardmetros a estimar.
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3 Reclamaciones con distribucién exponencial

Supongamos que la sucesién de los montos de las reclamaciones {Y;,,n > 1},
tienen densidad exponencial con media p:

1
fly;p) = ﬁe_y/“, y > 0. (5)

Fijemos un tiempo 7' > 0y observemos en el intervalo [0, T'] al proceso de riesgo
U definido en (2). Tenemos que N es el nimero total de reclamaciones en el

intervalo [0, 7] y Y1,. .., Yn, son los montos correspondientes de las reclama-
ciones individuales realizadas en el mismo intervalo. De esta manera, la muestra
estd dada por Y1,...,Yn,, N7 y sus respectivos valores los denotaremos por
Y1y yYn,N.

Es posible que no hayan reclamaciones en el intervalo [0, 7], esto puede
significar que la intensidad del proceso de Poisson A es pequeia. Con el fin de
establecer un procedimiento valido de estimacion para los parametros A y u, a
lo largo de este articulo supondremos que se observa al menos una reclamacion
en el intervalo [0, T7].

3.1 Estimacion de parametros

La estimacién de § = (A, i) se realiza por el método de maxima verosimilitud
por lo que se procede a calcular la funcién de verosimilitud de la muestra. De la
definicién de proceso de Poisson compuesto se sigue que condicional a N = n,
las variables aleatorias Y7, . .., Y, tienen la misma distribucién que Y7, ...,Y,,
y son independientes e idénticamente distribuidas. Considerando que la funcién
de densidad de las Y; estd dada por la ecuacén (5)), se tiene que la funcién de
verosimilitud es:

L\ p) =LA 591, -+, Yn,y 1)
= le,...,YNT,NT (3/17 <oy Yn, n)

= fvi, Yup INg=n (Y15 - - - Yn|Np = n) P(Np = n)

_ (] o) e 00"
W n!

i=1
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Aplicando logaritmo se obtiene la funcién de logverosimilitud, la cual se puede
escribir de la manera siguiente

E(A, ) = b1(N) + La(p) + cte,
donde

l1(A) = =AT + nlog A
1 n
ta(p) = —nlogp — = > v
=1

cte = —logn! +nlogT

De aqui, las derivadas parciales de ¢ estan dadas por

0 0 n

aAE()\ M) a)\fl(A) =-T+ X

0 0

aptm) = grle) = =2 + 72%
2 2

De lo anterior notamos que £(A\, 1) = 0y las segundas

aop M = Gaan

derivadas parciales satisfacen

2
TL
82 (6)
oy 3.2 C(A ) 3 Zyz

Resolviendo el sistema

0
550\7#) =0
0
5, (A1) =0

y con ayuda de las ecuaciones (@), se puede verificar que X, 1 dados por

~ Nr
) Y; 7
A=—p, fi= NTZ (7)

son los Estimadores de Maxima Verosimilitud (EMV) para A, i, respectivamente
(ver por ejemplo [8] para criterios de maximizacién de funciones bivariadas).
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Con ayuda de las ecuaciones en (I) se puede verificar que aunque los EMV
para Ay u consideran el comportamiento probabilistico de la muestra, coinciden
con los que se obtienen por el método de momentos que sélo consideran medi-
das resumidas de ésta. Lo anterior proporciona un mayor sustento tedrico a los
estimadores obtenidos para A y y en esta seccion.

3.2 Comportamiento asintotico de los EMV

En esta seccion se establecen propiedades asintéticas para los EMV de A y pu.
Para tal fin, primero recordemos algunos conceptos sobre convergencia de suce-
siones de vectores aleatorios.

Sea Xi,Xs,... una sucesiéon de vectores aleatorios de dimension k.
Decimos que la sucesién {Xy, } converge a X

* casi seguramente (c.s.), denotado por X,, < X, si P(X, — X) =

* en probabilidad, denotado por X,, Ly X, si para toda € > 0, se satisface
lim P(|X, —X| <¢)=1;
n—oo

* en distribucion, denotado por X, LN X, si para cada punto de con-
tinuidad de la funcién de distribucién conjunta F' de X, F,,(z) — F(x),
donde F, son las funciones de distribucién conjunta de X,,.

Estos tipos de convergencia estan relacionados de la siguiente manera: la con-
vergencia casi segura implica la convergencia en probabilidad y ésta a su vez
implica la convergencia en distribucion.

Ahora bien, si é\l, é\g, . es una sucesion de estimadores para el vector de
pardmetros 6 satisfaciendo 0 2% 0 entonces se dlce que la sucesién 9 es con-
sistente fuerte. Por otro lado, si se cumple 9 25 6 entonces la sucesién 9 es

consistente débil. En el caso v/n(6y, — ) LN N (0,3), donde N (0, X) denota
un vector aleatorio normal multivariado de dimensién &, con vector de medias O
y matriz de covarianzas 3, se dice que la sucesion de estimadores §n es asintoti-
camente normal. La consistencia fuerte (débil) permite asegurar que, conforme
el tamafo de muestra crece, las estimaciones se aproximan con probabilidad
uno (con probabilidad alta) al verdadero valor del parametro, mientras que la
propiedad de asintoticidad normal permite aproximar la distribucién (muestral)
de los estimadores a través de una distribucién normal.
Es conocido que cuando T" — oo,

NT c.s
— ==\
T
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Por otro lado, la convergencia N —% oo y la Ley Fuerte de los Grandes
Numeros implican

1 &
— Y, &5
o DY
=1
cuando 7" — oo. Lo anterior permite establecer la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1 Los EMV de Ay u dados por:

son consistentes.

Aunque la propiedad de normalidad asint6tica de los EMV es bastante cono-
cida, en aras de exhaustividad, se proporciona una demostracién alterna de este
hecho para los EMV de Ay p, es decir, se proporciona una demostracién de que

VT = A fir — )t =5 No(0,Z71(0)), )

donde Z ! (0) es la inversa de la matriz de informacién de Fisher. Utilizando la
definicién de matriz de informacion de Fisher dada en [4]:

20) = B |- 50510

donde 8 es el vector de parametros del modelo, se calcula esta matriz para el
modelo de Cramér-Lundberg con reclamaciones distribuidas exponencialmente

5[ L] 5] o)

B[-osom] Bl |

Ir(0) =

donde 6 = (A, u). Utilizando las derivadas calculadas en (6) y las identidades
en (), se verifica
Ir(0) = Tdiag(A™', A/ p?).
De aqui,
Z;1(60) = diag(X, 4? /). )
Asi, la convergencia en (8) es equivalente a la siguiente convergencia

en distribucién

1

T2 ONVT Oy — M fir — )t =% No(0,1). (10)
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Sean
Np — AT Yr—p
Xk = , 2 , (11
VAT NGV )
donde
1
Yr=—>YY

Por lo tanto, la convergencia en distribucién (I0), en términos del vector aleato-
rio (X4, X2)! se escribe como:

(X5, X2)" L Ny (0, 1). (12)

Es conocido que cuando 7' — oo, X7 4 Zy X2 %, 7, donde Z es
una variable aleatoria normal estdndar. Es decir se tienen las convergencias
en distribucién unidimensionales, sin embargo, esto no asegura la convergen-
cia en distribucién conjunta a un vector aleatorio normal bivariado estandar.
El Teorema [3.3] asegura esto tltimo y para demostrarlo, primero se demuestra el
siguiente lema.

Lema 3.2 Sea X2 definido en (T1). Entonces

E (eiegx%

cs,. 192
Nr) £ o
cuando T — oo.

Demostracion. Sean

De esta manera,

Ya que {Y,*,n > 1} también es una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes, idénticamente distribuidas e independiente del proceso de Poisson N,

se obtiene
G/ NT\ ) focrn \ "

AT
Pl

E ( 102X3

donde py- es la funcion caracteristica de la variable Y;* y a,, =

Rev.Mate.Teor:Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 29(2): 239-260, Jul-Dec 2022



250 E.A. GUERRERO-LARA — J.E. LOPEZ-FLORES — H.G. PANTI-TREJO

Ahora bien, las convergencias Ny <% ooy % % X, cuando T — o0,

2
aseguran que si T — oo, entonces n — 00, a2 — 1y %ﬂ — 0.

Por otro lado, ya que Y; es una variable aleatoria exponencial, E(Y;*) = 0,
2

E(Y;*?) = 1. Por lo anterior y que M0, se sigue
n
: —1- 2% (3% ).
Py ( vn > 2n tol% n

— ) — 0305, 20n\\"
NT_n)_<1_27’L+O<92n .

C.S.

De esta manera,

E (eiagX%

2
., . . . (64 .
De la expresién anterior y debido a que Ny <3 oo, a?VT 1, =& %0

N ’
cuando T" — o0, se concluye
Np
4 02,2 1 a2 )
E (eZQQX% NT> — (71— 2% Nr +o 0% Nr C.S. 6_50%,
2 Nr Nt

cuando T — oco. m

Abhora se estd listo para demostrar el siguiente teorema.

Teorema 3.3 Sean

Np — AT Yr—
Nt X%:TM

donde

Entonces, cuando T — o0,
(XTIW X%)t i> N2(07 I)
Demostracion. Se tiene que

E ( o101 X h+iby X3

NT> — X R <ei92X:2r )NT) .

Por otro lado, cuando T — oo,
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donde Z es una variable aleatoria normal estdndar. Este hecho, el Lema[3.2]y el
Teorema de Slutsky aseguran cuando 7" — co que

E <€i91X71~+i92X72«

; 1 ; 2
NT) _ 6291XTE (6192X ‘NT> 291Z 0 .
Por lo tanto, si T" — oo
E (eielx,}rﬂ‘e?x%) ( ( i61 X1 +i02 X2, ‘ NT))

( I —792>

e~ 307 +03)

Lo que muestra el resultado. m

Del teorema anterior y de lo discutido previamente, se obtiene el siguiente
corolario.

Corolario 3.4 Los EMV de \ y u son asintéticamente normales. De manera
precisa, se satisface

VT (A — A\ Jir — )t =5 No(0,Z71(0)),

donde
Z;1(0) = diag(X, 4* /).

3.3 Estimacion puntual y por intervalos de la probabilidad de ruina

En [3l Secci6n 7.2] se establece que si (61, ...,0;) es EMV de (61, ...,6;)
y si 7(01,...,0k) es cualquier funcion de los pardmetros, entonces el EMV
de 7(61, .. Hk) es 7'(01, : Qk) Esto permite asegurar que si Ay 7i son los
EMV de Ay p, respectivamente, entonces el EMV de la probabilidad de ruina
para reclamaciones exponenciales, tomando como funcién la ecuacién (@), estd
dada por

o~
~

By = ML) (13)

Ya que la probabilidad de ruina es una funcién de los pardmetros y su
estimacién una funcién de los EMYV, los cuales son asintéticamente normales,
es posible establecer, gracias al Método Delta, una férmula para el cdlculo de
un intervalo asintético de confianza para la probabilidad de ruina. Con fines
ilustrativos, se enuncia el Método Delta Multivariado (ver [3], [LLL], [14]):
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Teorema 3.5 (Método Delta Multivariado) Sea X = (Xi,...,X}) un vec-
tor de variables aleatorias que satisface X £~ ©, donde © = (01,...,6k).
Ademds

V(X - 0) -5 N0, %),

siendo ¥ la matriz de covarianzas del vector X. Entonces para una funcion
g : R¥ = R, con primeras derivadas parciales continuas con respecto a © se
cumple

Va(g(X) - g(©)) -5 N1(0,4'(©)'5¢' (),
donde ¢'(©) = (a%lg(@), ey %g(@))t.

Por la Proposicién los EMV para § = (A, ) son consistentes, por el
Corolario [3.4] son normales asintéticamente, por la ecuacion () para un capital
inicial fijo u la probabilidad de ruina ¢)(u) es una funcién de 6 = (\, u) y ademds

Fuo(u) = & (14 28) e WM, D) = 2 (14 2) e WnAon,

o=

De esta forma se satisfacen las condiciones del Teorema [3.5] lo que implica

VT ((u) — p(u) % N0, 9/ (W) T (O (w), T — oo,  (14)

<)

t
donde ¢’ (u) = (a%w(u), %¢(u)) . El limite en es equivalente a

VT ($(u) — 9 (w))

or(0,u)

4 N1(0,1), T — oo,

donde
or(6,u) = [0 (w) T (0)9 (w)] /2.

De lo anterior y de (9), se sigue

2 2
or(0,u) = ‘:e—ﬂ/#—k/@“\/A <1 + A:) +A (1 + :’) ENGE))

Por lo tanto, un intervalo asintético del 100(1 — «)% de confianza para la
probabilidad de ruina estd dado por

o O'R(é\v U)

Y(u) £ 21-a/2 NG (16)
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Observe que el limite superior (LS) del intervalo anterior se puede

escribir como R
K(O,u) _, .«

e rTu
VT ’
donde por la Proposicién , K (0, u) satisface

LS = Zl—a/2

KO.0) es
VT
De aqui, con probabilidad uno, para 0 < J < 1y 7 suficientemente grande,
LS < 6e™""% < e~""%. En otras palabras, para T suficientemente grande, con
un nivel aproximado del 100(1 — «)% de confianza la probabilidad de ruina se
puede acotar con una cantidad menor que la cota superior de Lundberg.

En general, debido a que no se conoce de manera explicita la probabilidad de
ruina ¢(u) y por lo tanto no se conocen las derivadas respecto a los pardmetros
que la definen, no es posible calcular UR(é\, u). En [9] se propone una aproxi-
macion para ¢)'(u) y una forma de obtener intervalos aproximados de confianza.
Bajo condiciones generales, el Teorema 7 en [9] establece lo siguiente

o~

VT (p(ur) — (ur)) d,

o* ((/9\, ur)

Nl(O,l), T—>OO,

donde {ur}r>0 es una sucesién de nimeros reales tal que, cuando 7' — oo,
ur
T oy

VT

ur — 09,

o*(0,u) == [DLZ;(0) Do) Pue™",

H
conZ; H(0) = TZ;'(0), Dy = g?Hol]’ donde la constante Cy, H; satisfacen
c— A\ 1 [ ., 0
— s H,=Z> TE I XN1-F d
Co AM (r*) — ¢ ! c/o € 80[ ( <Z))] &

y Hj es una variable aleatoria con funcién de distribucién dada por

Fp,(z) = i/ox e N1 — F(2))dz.

De esta manera, el intervalo asint6tico de 100(1 — )% de confianza obtenido
para la probabilidad de ruina en [9] esta dado por

-~ 0'*(5, uT)

Y(ur) £ 2102 Nix )
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En el caso de las reclamaciones exponencialmente distribuidas, es posible
verificar que se satisfacen las condiciones dadas mencionadas en el Teorema 7
en [9] y con algunos cdlculos adicionales (ver Apéndice), se obtiene

Y (1 ¢\ - —(\/e)u (A A !
CQ_C7H1_<)\7 >\/~L2> 7FH0(U)_1_6 7D0_ 6727 & .

De lo anterior y de (9), se verifica

—r*uy 2242
a*(@,u):uec )\< CQL +1>.

Observacion 3.6 Se satisface o*(6,u) ~ or(0,u), cuando u — oo. En efecto,
a0 u)\" _ (u B (1 2) s (14
or(0,u) I c c I

-1
X2 L]/, AN, 1, 1)
=5+ [[=+2) +(=+=
2 2 u  c u

— 1,

-1

cuando u — oo.

4 Ejemplo numérico

Con la intencién de aplicar e ilustrar los resultados establecidos en la seccién
anterior, se realizé un andlisis de simulacién del modelo de Cramér-Lundberg
con los siguientes pardmetros:

Parametro | Valor
A 100
L 0.80
U 10
c 100

Los valores de A, i1 y ¢ satisfacen la condicién de beneficio neto porque

A _ (100)(080) _
c 100

La simulacién fue realizada con el software estadistico R. En la siguiente tabla
se ilustra este proceso.
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1. Generar n; variables aleatorias exponenciales con la funcién
rexp(ni, \) : 11, Ta, ..., Ty, -

2. Determinar el valor de Ny asignando el valor no que cumpla
T+ .+ T, <t<Ty,..,Tht1.

3. Generar ny variables aleatorias exponenciales con la funcién
—1y .
rexp(no, =) Y1, ..., Yo,

4. Calcular Sy, tomando los valores Y7, ..., Yy,.

Con los datos simulados se calculan los estimadores de los pardmetros con
las férmulas obtenidas en (7))

Estimador Valor
Nr 50,381
P\ 100.7620
m 0.8061
= 0.2329

En la siguiente tabla se presentan la probabilidad de ruina J (ur), las desvia-
ciones estandar estimadas oz (6, ur), o* (0, ur) para diferentes valores de T asf
como el intervalo de confianza al 95% de la probabilidad de ruina obtenido me-
diante el método delta. Cabe mencionar que en la ecuacién (I5)) no se requiere
la sucesion {ur} indicada en el Teorema 7 de [9], sin embargo, con el fin de
comparar o' con o* consideramos la sucesién {ur} definida por up = u % VT
con T € [100,500]:

Tiempo | ¢(ur)  Y(ur) or(f,ur) o*(0,ur) IC (95%)
100 0.00938 0.01039 0.0240 0.0295 (0.0056, 0.0151)
200 0.00627 0.00701 0.0171 0.0217 (0.0046, 0.0093)
300 0.00487 0.00548 0.0138 0.0178 (0.0039, 0.0070)
500 0.00348 0.00394 0.0104 0.0136  (0.0030, 0.0048)

En la Figura[2)se presenta la gréfica de las probabilidades de ruina verdaderas
con los pardmetros propuestos al inicio de esta seccidén, asi como las estima-
ciones de las probabilidades de ruina y los intervalos de confianza obtenidos con
los datos simulados.

La estimacion de la probabilidad de ruina tiene una mejor aproximacién al
valor verdadero conforme el valor de 7" aumenta, consecuencia directa de que el
resultado es asintético y razén por la cual para valores pequefios de T el intervalo
de confianza incluya valores negativos.
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— Probabilidad de
ruina
Probabilidad de
ruina estimada

0.04 Intervalo de confianza

con desv. est. real

Intervalo de confianza
con desv. est. estimada

0.02

Probabilidad

0.00 /

Tiempo

Figura 2: Estimacion de la probabilidad de ruina.

Finalmente, mediante simulacion Montecarlo
simulaciones con los siguientes pardmetros

se realizaron 10,000

Parametro | Valor
A 100
1 0.80
U 10
c 100
T 20,000

obteniendo una cobertura para la probabilidad de ruina igual a 0.954 y los
siguientes resultados:

Parametro | Estimacion Error cuadratico medio
A 99.9984 0.0046
m 0.7999 3.3038 x10~7
b(w) 0.06565 6.2291 x10~7

siendo el valor verdadero de la probabilidad de ruina: 0.0657801.
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5 Conclusiones

Como fue mencionado al principio, el articulo presenta de manera detallada el
procedimiento para hallar los estimadores de maxima verosimilitud de los pa-
rémetros que definen al proceso de riesgo cldsico con reclamaciones exponen-
ciales, al igual que la estimacién puntual y por intervalos de la probabilidad
de ruina. En lo referente a lo computacional, se calcularon las estimaciones
por intervalo de la probabilidad de ruina a través del tiempo y los resultados
se ilustran en la Figura 2] usando la informacién de la simulacién realizada en
la Seccién 4. Los intervalos calculados con la desviacidn estdndar aproximada
son ligeramente mas amplias que los intervalos de confianza calculados con
la desviaci6n estdndar verdadera (16). Asimismo, mediante simulacién Monte-
carlo se realizaron 10,000 simulaciones con los parametros A, u, u y ¢ dados al
inicio de la seccién y considerando T' = 20, 000, se obtuvo una estimacién pun-
tual practicamente igual al valor verdadero de la probabilidad de ruina. Por otro
lado, la cobertura para la probabilidad de ruina con las simulaciones realizadas
fue 95.4%. De esta forma, se considera que el método delta aproxima de manera
adecuada los intervalos de confianza de la probabilidad de ruina para el caso de
reclamaciones individuales exponenciales.

Durante el desarrollo del ejemplo numérico, se observé que para la sucesion
{ur} dada, se requieren valores de 7" grandes para obtener mejores estimaciones
de los diferentes parametros estudiados, al igual que obtener una buena aproxi-
macién para la probabilidad de cobertura del intervalo asintético para la proba-
bilidad de ruina. Establecer algun criterio que permita sugerir algtin valor de T
a partir del cudl se tengan buenas estimaciones para las cantidades de interés,
es un problema que puede ser estudiado a futuro, considerando la distribucién
exponencial (o cualquier otra distribucion) para las reclamaciones individuales.

Apéndice
Célculo de o*(0, u)
Se tiene la férmula
o*(0,u) := [D5Z; 1 (0) Dg) Pue" ™,

CyH
donde Z; 1(0) = TZ;'(0), Dy = E?Hol]’ Hj es una variable aleatoria con

funcién de distribucion dada por

ol

Fig(o) = ¢ [ 21 - Fl@))az,
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la constante Cy y el vector H; satisfacen
c— Al 1 (>~ ., 0
Co=—7r———, H =- "E— I AN1-F dz.
b AM (r*) — ¢ ! C/o Y. ( (2))] d=
Ahora bien, si Y es una variable aleatoria exponencial con media (i, entonces

I

MO = e

De aqui,

A
Cy=E.
C

Por otro lado, utilizando que F' es la funcién de distribucién acumulada de una
variable aleatoria exponencial con media y, el vector H; resulta

1 [ .. (8 B, t 1 ¢ \'
i iz [ Yoz Yoy 2 _ ([ =
=1 [T (Boem, Lo ) da= (3 1)

mientras que la distribucién de Hy es

u
Fr,(u) = A e e gz =1 — em (WO
0 c 0
De la expresién anterior se observa que la variable aleatoria Hy tiene una dis-
tribucién exponencial con media ¢/, asi

E[Hy] = ;

Poniendo todas las piezas juntas, obtenemos

_ CoHy <)\u A)t

D A
"~ E[H,] 2’ ep

Por lo tanto, con ayuda de @[), se obtiene

o*(0,u) = [DYT;(0) Dg] Pue™"""

o9 B

—r*uy 222
RN T
C C

=

1/2
>] ue_r*u

£
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