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20 J. SANCHEZ-GUEVARA

Resumen

Los operads son estructuras algebraicas que han manifestado su im-
portancia en el estudio y clasificacién de las propiedades homot6picas de
espacios de lazos. Este articulo aborda el estudio de la nocién de operad
libre, tanto para el caso simétrico, como para el caso no simétrico, pues
este tipo de construccion representa un método valioso en el disefio de
operads en diferentes situaciones. Para hacer esto, los operads simétri-
cos son interpretados como monoides sobre la categoria de S-médulos.
Este trabajo tiene como objetivo mostrar algunas de las propiedades princi-
pales entre los funtores asociados a las construcciones de operads simétri-
cos libres para la comprension de los mecanismos de este tipo de estruc-
turas. Lo cual lleva al resultado principal de este articulo, donde se expresa
al funtor de operads libres simétricos en términos del funtor de operads li-
bres no simétricos cuando las acciones de los grupos simétricos son libres.

Palabras clave: operads; médulos diferenciales graduados; funtor de operads
libres.

Abstract

Operads are algebraic structures who have manifested their importance
in the study and classification of the homotopic properties of loop spaces.
This paper makes a survey of the notion of free operad, both for the sym-
metric case and for the non-symmetric case, since this type of construction
represents a valuable method in the design of operads in different situa-
tions. In order to do this, the symmetric operads are interpreted as monoids
on the category of S-modules. This work has as objective to show some
of the main properties between the functors associated with the construc-
tions of free symmetric operads for understanding the mechanisms of this
type of structure. Which leads to the main result of this paper, where the
symmetric free operad functor is expressed in terms of the non-symmetric
free operad functor, when the actions by the symmetric groups are free.

Keywords: operads; differential graded modules; free operads functor.

Mathematics Subject Classification: 18N70; 55U15

1 Introduccion

La nocidén de operad aparece en los afios sesenta cuando James Dillon Stasheff
usa Aqy-dlgebras para estudiar estructuras algebraicas que tienen propiedades
asociativas no estrictas ([L1]), es decir, que se cumplen bajo equivalencias de
homotopifa. Luego, con el fin de describir la estructura homotdpica subyacente
a los espacios de lazos, Peter May introduce en los inicios de los afios setenta
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OPERADS LIBRES SOBRE MODULOS DIFERENCIALES GRADUADOS 21

el concepto de operad ([5]]), el cual, entre otras cosas, engloba las dlgebras estu-
diadas por Stasheff. En su trabajo, May demuestra que, si un espacio tiene una
estructura de dlgebra sobre ciertos tipos de operads, entonces este espacio es ho-
motdpicamente equivalente a un espacio de lazos, iterado finita o infinitamente.

Intuitivamente, el uso de un operad puede verse como una generalizacién
de la relacién entre un grupo y sus representaciones, pero con la diferencia de
que la estructura algebraica a describir puede que tenga muchas operaciones
de diferentes aridades y que estas operaciones no necesariamente cumplan con
condiciones de conmutatividad o asociatividad. Asi, un operad P estd confor-
mado por diferentes tipos de objetos, cuya naturaleza depende de la categoria en
la que se esté trabajando. Estos objetos son los que organizan las operaciones
abstractas que luego seran realizadas como las operaciones concretas a describir.
Por ejemplo, P(m) representaria las operaciones de nuestra entidad que tienen
aridad m o m entradas, y una salida. Las condiciones que se le piden a estas
familias de operaciones son, que cuenten con una composicién asociativa y con
un elemento neutro con respecto a la composicién. En el caso de los operads
simétricos, también se necesitan condiciones de equivarianza con respecto a las
acciones de los grupos simétricos.

Para efectos de este articulo, la teoria de operads serd estudiada en el marco
de las categorias de médulos diferenciales graduados y se utilizard como punto
de partida la definicién cldsica de operads simétricos formulada por May.
Luego, se abordara de forma detallada el estudio de una construccién de ope-
rads libres para el caso simétrico, la cual se puede interpretar como una gene-
ralizacién de las estructuras libres usuales asociadas a grupos, anillos, espacios
vectoriales, etc. Ademds, luego de unas pocas adaptaciones, se verd como dicha
construccién también funciona para el caso de operads no simétricos.

Este andlisis minucioso describe el punto de vista categdrico de la nocién
de operads, donde los operads son descritos como cierto tipo de monoides. Lo
cual se puede considerar como una construccién de operads simétricos libres
mds cercana a la intuicién, pues con los productos tensoriales asociados, las
interpretaciones de los objetos, como operaciones de multiples entradas, son mds
claras.

El interés en abordar este tipo de enfoque radica en la descripcion de las
relaciones entre los diferentes funtores asociados a las construcciones de ope-
rads libres para los casos simétricos y no simétricos, recopiladas en el teorema
[5.91 Lo cual nos lleva al resultado principal de este articulo, concretizado como
el corolario donde se ve la relacién entre las construcciones de operadas
libres simétricos y no simétricos, al expresar el funtor de operads libres del caso
simétrico en términos de su homdélogo del caso no simétrico, cuando las acciones
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22 J. SANCHEZ-GUEVARA

simétricas sobre los objetos son libres. Este articulo presenta lo descrito ante-
riormente de la siguiente manera. En la seccién 2] se recuerdan las generalidades
de la teoria de la categoria de médulos diferenciales graduados, los cuales deter-
minan el marco sobre el cual los operads de este articulo son construidos. En la
seccion[3]se introducen la categoria de operads simétricos y se ven algunos ejem-
plos clésicos. En la seccién [ se hace un estudio detallado de la construccion de
operads simétricos libres, la cual es posible al redefinir los operads simétricos
como monoides en la categoria de S-mdédulos. Finalmente, en la seccion [5] se
realiza la construccién de operads libres para el caso no simétrico junto con el
planteamiento de las relaciones entre los funtores asociados de ambas construc-
ciones, y se expone el resultado principal de este articulo, el cual describe el
funtor de operads libres simétricos a través del caso no simétrico.

El presente trabajo estd basado en el segundo capitulo de la tesis doctoral
del autor ([10]), donde esta manera de abordar la construccién de operads libres
lleva al disefio de operads del tipo Ey, los cuales son usados para estudiar las
propiedades homotdpicas de estructuras asociadas a complejos de cadenas, como
las descritas por Alain Prouté en [6] y [7].

2 Preliminares

Se utilizardn libremente el lenguaje y las propiedades de los médulos diferen-
ciales graduados que aparecen en [2] y [10]. Con respecto a la teoria de cate-
gorias, las terminologias y propiedades son tomadas de [3] y [8].

Usaremos F’ para denotar un cuerpo, el cual puede ser Z/pZ, donde p es un
ndmero primo, o incluso Q. Los mddulos sobre F' seran llamados simplemente
moédulos. Se denota [n] al conjunto {1,...,n}, donde n es un entero positivo.
El grupo simétrico formado por las permutaciones de [n] se escribe X,,.

Un médulo M se dird médulo graduado si existe una familia {M;},cz de
submédulos de M, tales que M = @), M;. Un médulo diferencial graduado o
DG-médulo es un médulo graduado M junto con un morfismo ¢ : M — M de
grado —1, tal que 0o ¢ = 0. Una aumentacién de un DG-médulo es un morfismo
de DG-mddulos € : M — F' de grado 0. Similarmente, una coaumentacién de
M es un morfismo de DG-médulos 1 : F' — M de grado 0. Si un DG-médulo
M tiene una aumentacién € y una coaumentacién 7, tal que e o n = 1p, en-
tonces M se dice médulo diferencial graduado con aumentacién o DGA-médulo.
Se denota la categoria de DGA-m6dulos como DGA-Mod.

Debido a que se trabajard en un contexto graduado, los signos de los diagra-
mas incluidos estdn determinados por la convenciéon de Koszul y son omitidos
para facilitar la lectura. Recuerde que la convencién de Koszul dice que, si la
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posicién de dos simbolos en una expresion, de grados p y ¢, es permutada, la
expresion resultante serd multiplicada por (—1)P9.

3 Operads simétricos

Los operads simétricos son colecciones de objetos que tienen asociados a sus
componentes acciones de los grupos simétricos X,.

Definicion 3.1 Un operad simétrico P es una coleccion de DGA-modulos
{P(n)}n=0 junto con:

1. Unmorfismo n : F — P(1), llamado la unidad de P.

2. Para cada n, una accion a la derecha por el grupo simétrico ¥, sobre
P(n), es decir, un morfismo de DGA-médulos que hace de P(n) un DGA-
F|%,]-mddulo derecho.

P(n) ® F[¥,] — P(n) (D)
3. Por cada tupla (h,i1, .. ., ip), un morfismo de DGA-mddulos,

Vhsityosin) * P(h) ®P(i1) ® -+ @ P(in) — P(n) 2)

donde n = i1 + --- + i yn,h,i; = 0. Todo morfismo de este tipo se
escribird .

Estos morfismos deben de cumplir las siguientes condiciones.

1. Los morfismos v son asociativos, en el sentido del siguiente diagrama
conmutativo:

P(h) ®[ @, Plin)| ® [ @, By Plrya)] == P0) @[ ®)oy @iz, Plra)]

l*

Imtercambio P(r)

TT

P(h)® @, P(ry)

Ph)@R®!_, [.P(z‘,,) @@, p(,np_q)]

12 B

3)
donde n = 22:1 ip, T = 22:1 Z;”Zl Tpg = Zgzl rp ¥ la flecha vertical
izquierda es solamente un intercambio de factores.
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24 J. SANCHEZ-GUEVARA

2. Launidadn : F — P(1) hace conmutativos los siguientes diagramas.

P(n) @ F" —=—~P(n) F®P(n)——=P(n)

1®n®nl / ?7®1l / “)

P(n) @ P(1)®" P(1) ®@P(n)

3. Las acciones de los grupos simétricos deben satisfacer condiciones de
equivarianza, expresadas por los siguientes diagramas conmutativos.

P(h) @P(i1) ®--- @ P(in) : P(n)

U@O’ll ia(ih...,in) )
P(h) @ Plig) ® - @ Plign) i P(n)

donden =iy +---+iy, ylaflecha c ® o~ consiste en la accion derecha
de o sobre P(h) y la accion izquierda de o~ sobre el producto tensorial
P(i1) ® - ® P(ip).

111 &--Q@7h

P(h)@P(i1) ®-- - @P(in) P(h)@P(ir) ®- - ®P(in)

P(n) e P(n)

(6)
donden =iy 4+ -+ ipylaaccionl @ ® -+ ® 73 es la identidad de
P(h) sobre el primer factor y la accion derecha de 7 en el factor P(i;).

El operad de endomorfismos ser puede ver como el paradigma para disefar
el concepto de operad simétrico.

Definicion 3.2 Para cada M € DGA-Mod, el operad simétrico End(M),
llamado operad de endomorfismos de M, se define como:

1. Para todo n = 0, End(M)(n) = Hom(M®", M), es decir el DGA-
médulo de aplicaciones homogéneas de M®™ a M.

2. Launidadn : F — End(M)(1) es la identidad de M.

3. Laaccion derecha de %, sobre End(M) es inducida por la accion izquierda
de %, sobre M®", es decir, fo(r1 @@ 1p) = HaHf(:qu(l) X

To-1(p)). Donde ||o|| es el signo de la permutacion o.
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4. La composicion de aplicaciones,

v End(M)(h) ® End(M)(i1) ® - - - ® End(M) (i) — End(M)(n)
(7

donden =11 + - - - + iy, estd dada por,
VI ® fi,® - ®fi,) = frno(fi,® - ®fi,) ®)

La verificacion que End(M) satisface las condiciones de la definicion
es inmediata.

Definicion 3.3 Sean P y () dos operads simétricos. Un morfismo f de P a Q,
es una coleccion de morfismos de DGA-mddulos,

fn: P(n) > Q(n) )
que satisfacen las siguientes condiciones.

1. Elmorfismo f1 : P(1) — Q(1) preserva la unidad de los operads simétri-
cos, es decir, fin = .

PO — Q)

\ / 10)
n n
F

2. Los morfismos f, : P(n) — Q(n) son ¥,-equivariantes, es decir, el
siguiente diagrama es conmutativo para cada o € 3,

P(n) 1"~ Q(n)
Ul la (11)
P(n) "~ Q(n)

3. f preserva las operaciones de composicion de los operads simétricos, esto
es, que el siguiente diagrama es conmutativo.

P(h) ® P(i1) ® - ® P(i) L P(n)
In®fiy ®®fiy, L Lfn (12)
Qh) @ Qi) ®- - ® Qin) - Q(n)
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26 J. SANCHEZ-GUEVARA

La categoria de operads simétricos sobre DGA-Mod se denota OP.

Ejemplo 3.4 El operad simétrico N estd dado por N'(n) = F para cada n no
negativo, donde F' es visto como un DGA-médulo concentrado en grado cero.
La unidad n es la identidad de F', 3, actiia de manera trivial en cada compo-
nente y las composiciones v, si denotamos a; al generador de grado cero de
N (i), estdn dadas por la regla,

vyiap®ay, @ Qa;, — ay (13)
donden =11 + - - - + p.

Ejemplo 3.5 Al hacer libre la accion de los grupos simétricos en el ejemplo an-
terior, se genera un operad simétrico que denotamos M. Las componentes de
M son los médulos concentrados en grado cero M(n) = F|%,], para cada
n no negativo. Las composiciones vy son determinadas, al igual que antes, por
los generadores de grado cero, respetando las acciones de los grupos simétricos:

Y(ap ® a0, @ - ®a;,04,) = an(oi, ®---Doy,) (14)

Nano ®ai _, @ ®ai_,, ) =ano(ir, ... in) (15)

donden =11 + -+ ip.

4 Operads simétricos libres

Al dejar de lado la composicién en un operad simétrico P, lo que resta es una
coleccion {P(n)},=0 de DGA-mddulos con acciones a la derecha por los grupos
simétricos respectivos. Las colecciones de este tipo las llamaremos S-maédulos.
En esta seccién veremos una manera de generar a partir de un S-médulo, una es-
tructura de operad simétrico que lo contenga. Los operads simétricos obtenidos
de esta forma son llamados operads simétricos libres y van a satisfacer la si-
guiente propiedad universal: cada morfismo de S-médulos, entre la coleccion de
partida a cualquier otra coleccién con una estructura de operad simétrico, puede
ser extendido de manera Unica a un morfismo de operads simétricos desde el
operad simétrico libre.

La construccién de operads simétricos libres es descrita en las principales
referencias del tema, por ejemplo: [2], [4], [L] y [9]. Para ello, los operads
simétricos son definidos como monads sobre la categoria de endofuntores de la
categoria de DGA-mdédulos y donde los S-mddulos son identificados con fun-
tores de Schur (ver [2]]).
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Sin embargo, es posible describir esta construccién con técnicas similares,
pero evitando el uso de de los funtores de Schur, lo cual es el principal obje-
tivo de esta seccién. Asi, para obtener un operad simétrico libre a partir de un
S-médulo, los operads simétricos se puede interpretar como monoides sobre la
categoria de S-mddulos, donde el producto monoidal se busca que codifique
la composicién generalizada de operaciones abstractas. De esta forma, los
S-médulos se mantienen en su estado natural y la composicién de funtores de
Schur aparecerd como una operacion especial de S-médulos.

Aunque hay muchas formas de definir operads simétricos libres, con esta
forma de presentar su construccién, los operads simétricos se pueden mantener
mds cerca del punto de vista cldsico de la definicién Este enfoque se puede
usar, entre otras cosas, para facilitar el disefio de algunos tipos de F'y,-coalgebras,
las cuales son coalgebras sobre un operad simétrico del tipo E, (ver [10]).

Definicion 4.1 Sea S el grupoide donde los objetos son los conjuntos ordenados
[n] = {1,...,n}, donde n es un entero positivo 'y |0] = . Los morfismos de S
estan dados por S(n,m) = &, sin # m,y S(n,n) = %, el n grupo simétrico.

Definicion 4.2 Un S-mddulo M es un funtor contravariante de la categoria S a
la categoria DGA-Mod. Los morfismos S(n,n) son interpretados como acciones
a la derecha de X2, sobre M (n). La categoria de S-mddulos y transformaciones
naturales se denota S-Mod.

Observe que la categoria S-Mod tiene todos los colimites y limites debido a que
es una categoria de diagramas sobre DGA-Mod.

Definicion 4.3 Se denota U el funtor de olvido de la categoria de operads simétri-
cos a la categoria S-Mod.

Antes de la construccién del funtor que define los operads simétricos libres
sobre S-Mod, veamos en detalle como luce un operad simétrico libre. Sea M un
S-médulo, si para cada entero n > 1, su componente M (n) se piensa como cons-
tituido por aplicaciones de n entradas y una salida, entonces el operad simétrico
libre F'(M) asociado a M se puede entender como todas las posibles aplica-
ciones que se obtienen al componer formalmente los elementos de M. Es claro
que, como S-médulo, F'(M) deberd contener a M como un S-submédulo.

Asi, la componente F'(M )(n) contendrd a M (n) y ademds, deberd contener
a todos los posibles productos tensoriales del tipo M (h) @M (i1) ®- - - Q@ M (i),
donde 71 + - - + ¢, = n, ya que ellos representan las composiciones formales
que dan como resultado operaciones de aridad n.
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28 J. SANCHEZ-GUEVARA

Para satisfacer el axioma de equivarianza (5) necesitamos, para cada o € ¥y,
la relacion,

M(h)o @ M(i1) ® - @ M(in) = M(h) ® M(izn)) ® @ M(ig(rn)) (16)
la cual se obtiene tomando el producto tensorial sobre F[¥,],
M(h) ®s,, M(i1) ®--- @ M(in)- (17)

Ahora, considere el segundo axioma de equivarianza (6). En la parte derecha
de (17), M (i1) ® - - - ® M (ip,), podriamos tener acciones sobre cada factor por
elementos del respectivo grupo simétrico,

M(il)T1®'--®M(ih)Th, donde T € Zij (18)

La acci6n simultdnea de las permutaciones 7; puede verse como una accion de
la permutacién de X3,, dada por 7 @ - - - @ 7%, actuando a la derecha de M (i1) ®
-+~ @ DM (i,). Las permutaciones de este tipo forman el subgrupo ;, x - -- x ¥;,
de 3J,,. Entonces ponemos escribir,

M(i)n ®--- @ M(ip)mn = (M(i1) @ @ M(in)) (n®---®7) (19)

El proceso de colocar a la derecha las permutaciones 7; es entonces expresado
por el producto tensorial,

(M(i1) ® -+ @ M(in)) ®s;, x-xx;, F[Zn] (20)

En esta expresién se coloca F[X,] en lugar de F[%; x --- x %;, |, para asi
considerar todas las otras permutaciones de 3,, que actian sobre i1 + - -+ + iy,
entradas pero no pueden ser expresadas por una suma del tipo 71 @ - -+ @ 7.
Ademas, esto se simplifica escribiendo,

(M(i1) @+ - @ M{(in)) ® F[En/(Xi; x -+ x 54,)] 2D

El cociente X, /(X;, x --- x %;,) es el grupo de los (i1, ..., i) intercambios
de 3, el cual se denota Sh(iy,...,i). Recuerde que un (i1, . .., ) intercam-
bio, donde i; + --- + i), = n, es un elemento de ¥,, que envia (1,...,n) a
(,u%,...,u}l,...,u'f,...,u?h) tal que p] < ... < ,ugj paratodo 1 < j < h.
Ast, (Z1) se escribe,

M) ®---® M(ip) ® F[Sh(i1, ..., in)] (22)
El cual junto con la parte M (h) nos da la siguiente expresion.

M(h) ®s,, M(i1) ®---® M(ip) @ F[Sh(i1,...,in)] (23)
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OPERADS LIBRES SOBRE MODULOS DIFERENCIALES GRADUADOS 29

Nuestro operad simétrico libre necesitard esta construccion para cualquier n y
todas las posibles sumas i; - -+ + ¢, = n, es decir, necesitamos considerar la
suma directa,

@ P M(h ®gh< P M(z’l)®---®M(ih)®F[Sh(i1,...,ih)]>

n>0h>0 R
(24)

Esta expresion representa la primera etapa de todas las posibles composiciones
formales entre los elementos de M cuando son interpretados como aplicaciones.
En la siguiente etapa de composiciones se deben de considerar cuando cada
M{(ij) en viene de otra composicién arbitraria y asi sucesivamente, una
cantidad finita de pasos. Para poder manejar todas los posibles niveles de com-
posiciones necesitamos introducir algunas operaciones sobre los S-médulos.

Definicion 4.4 Sean M y N S-mddulos. Se define el producto tensorial de M y
N como el S-médulo M & N dado por la férmula,

(M®N)(n) = @ M) ® M(j) ® F[Sh(i, j)] (25)

i+j=n

Proposicion 4.5 El producto tensorial de S-mddulos es asociativo y para cada
S-modulo M satisface M = MQF = FQM, donde F' se ve como un S-modulo
concentrado en aridad 0.

Demostracion. Sean M, N y P, S-médulos.

(M®N)®P)(n) = @ (M®N)(i)®P(j)® F[Sh(i, j)]

i+j—n
= P @ M(r)®N(s)® F|[Sh(r,s)]|® P(j) ® F[Sh(i, j)]
i+j=nr+s=i
= @ 6—) N(s) ®s,xx, F[2i]) ®%; x5, P(j) ® F[%,]
= @ M@F)QN(s)®P()®s, xs.xx; F[En]
r+s+j=n

= C—B @ M ( )®P( )®Es><2j F[ZZ]) ®27'><Ei F[En]

r+i=n s+j=1

= (M®(NQ®P))(n)
El resto de la prueba es directa. m

Obervacion 4.6 Note que en la formula se tiene,

@ M) @ ©M(in) ©F[Sh(ir,....i)] = M )

i1+-+ip=n
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donde M®" es h veces el producto tensorial de S-médulos.

Definicion 4.7 Sean M y N S-mddulos. Se define la composicion de M con N
como el S-maodulo,

®h
MoN = h€|_>0 M ®Eh N (27)
=

Obervacion 4.8 La formula puede ser escrita,

D M(h) ®s, (@ @D M(h)®---®M(z’h)®F[Sh(i1,...,ih)])

h=0 n=014i1+-+ip=n
= @ M(h) @, (M®")=MoM (28)
h=0

La composicion de M o M representa la primera etapa de composiciones for-
males y la expresion M°" puede ser usada para representar h etapas de com-
posiciones formales.

Proposicion 4.9 Sean f : M — Ny f' : M’ — N’ morfismos de S-mddulos,

entonces el morfismo dado por (f o fY (z @1 ®---Qupn) = f(2) ® f'(y1) ®
- ® f'(yn) es un morfismo de S-médulos de M o M'a N o N'.

Los S-moddulos pueden ser identificados con endofuntores de la categoria
DGA-Mod de tal manera que la composicion de DGA-mddulos coincida con la
composicién de funtores (ver [2], §5). Este tipo de funtores se llaman funtores
de Schur. La siguiente proposicion es una consecuencias de esta identificacion.

Proposicion 4.10 La categoria de S-mddulos con la composicion o y
I =(0,F,0,...) es una categoria monoidal.

De hecho, los operads simétricos son instancias de monoides sobre la cate-
goria de S-mddulos.

Proposicion 4.11 Todo operad simétrico determina un monoide en S-Mod y
viceversa.

Demostracion. Observe que una aplicaciéon de S-médulos 7 : I — M es no
cero solamente en aridad 1, entonces determina una aplicaciénn : F — M (1) y
viceversa. Un morfismo p : M o M — M de S-mddulos en aridad n estd dado
por un morfismo equivariante de DGA-médulos (i,

n 't @nzo iy +otiymn M(R) @y, (M (i) ® -+ @ M{(in)®
F[Sh(i1,...,in)]) = M(n)

(29)
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el cual estd determinado por la coleccién de morfismos equivariantes,
v : M(h) s, (M(i) ®- -+ ® M(in) ® F[Sh(iy, ..., in)]) — M(n) (30)
y cada morfismo 7y estd caracterizado como un morfismo
7 M(h)® M(i1) ®- - ® M(iy) — M(n) 31)

que satisface las condiciones de equivarianza (5) y (6). m

Antes de la construccion de operads simétricos libres se necesita una opera-
ci6n mas de S-moédulos.

Definicion 4.12 Sean M y N S-mddulos. Se define la suma directa de M y N
mediante la formula,

(M@ N)(n) = M(n) ®N(n) (32)

Teorema 4.13 El funtor de olvido U : OP — S-Mod tiene un funtor adjunto
a la izquierda F : S-Mod— OP. Al funtor F se le llama el funtor de operads
simétricos libres.

Demostracion. Sea M un S-médulo. Por la proposicion solo necesita-
mos exhibir el operad simétrico libre como un monoide (F' (M), u1, ) en S-Mod.
Se describird la construccién de F'(M ), del producto p y el neutro 7, asi como
la construccién de la unidad y la counidad de la adjuncién. Las verificaciones
de que estos objetos satisfacen las propiedades requeridas son directas (para mas
detalles ver §5.4 en [2)).

Primero, se construye inductivamente para cada n un S-médulo F'(M),, de
la siguiente manera.

F(M)y=1 (33)
FMy=1®M (34)
F(M)y=I®Mo(I®M))=1® (Mo F(M)) (35)
F(M)n11=1& (Mo F(M)y) (36)

Sea i la inclusién de I in F(M);. Usando la identidad M = M o I y los
morfismos 1y 0 i : M oI — M o F(M); obtenemos el morfismo i; =
11 ®(1pr 0dp) : F(M)1 — F(M)a. Repitiendo este proceso se obtienen los
morfismos,

in : F(M)n — F(M)n41 37
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definidos por induccién con la férmula i,,41= 1;® (157 © ip,). Los S-médulos
F(M),, codifican todas las posibles n etapas de composiciones de los elementos
de M. Para poder colocar junta toda esta informacién en un solo S-médulo, se
toma el colimite sobre el diagrama determinado por los morfismos 7;.

F(M) = colim F'(M), (38)
El diferencial de F'(M) es la extension evidente del diferencial de M.

Ahora necesitamos definir el producto u y el neutro 7 para F'(M ). El neutro
estd dada por la inclusiéon n : I — F(M). El morfismo p: F(M)o F(M)— F(M)
estd determinado por una coleccién de aplicaciones iy, : F'(M )y, 0 F'(M )., —
F(M)pm definidas por induccién sobre n, tomando pom = 1p(ar),, Y para
n > 0, fp,m se define como la composicion,

FM)poF(M)yp, =[I@®MoF(M)p—1)o F(M)n,
i)F(M)m@( (M)n 1) (M)m
> F(M)m @ M o (F(M)n—1 0 F(M)y)
1®10Mn—1,m

F(M)m ®M o F(M)n-‘rm—l
A

donde i es la inclusion de F(M),, en F(M),im, y i es la inclusion de
F(M)p4m—1 como el segundo factor de F'(M )4,

Sea P un operad simétrico, la counidad € : FU — 1 de la adjuncién esta
determinada por los morfismos €, : FU(P),, — P definidos por induccién de la
siguiente manera. g : I — P estd determinado por launidad nde P, e; = n+1:
IQUP - Pyens1 =n+v(loe,) : FU(P), =1®(UPoUF(P),) — P.
Finalmente, para M € S-Mod, la unidad de la adjuncién n : 1 — UF), estd
determinada por las inclusiones en el segundo factor M o F'(M),—1 — F(M),.
|

En resumen, la adjuncién de la proposicién [4.13] define para cada operad
simétrico P y S-module M, la biyeccion natural,

0 : OP(F(M),P) — S-Mod(M, U(P)). (39)

La unidad y la counidad de la adjuncién son denotadas 7 y €, respectivamente.
Para la unidad n tenemos los morfismos,

n:lsmod = UF, y (40)
mv : M — UF(M). 41)
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Para la counidad ¢ tenemos,

e: FU - 1pp, y 42)
ep: FU(P) — P. (43)

5 Relaciones entre adjunciones

Definicion 5.1 Un operad no simétrico es definido como un operad simétrico
pero sin las acciones de los grupos simétricos. La categoria de los operads no
simétricos es denotada nOP.

Definicion 5.2 Un N-mddulo es un funtor contravariante del grupoide N con
objetos el conjunto [0] = &y |n] = {1,..,n} for n > 0, y morfismos las
aplicaciones identidad, a la categoria DGA-Mod. La categoria de N-modulos
se denota N-Mod.

Definicion 5.3 Sea G el funtor de olvido de S-Mod a N-Mod.

Teorema 5.4 El funtor de olvido G : S-Mod — N-Mod tiene una adjunta a la
izquierda H : N-Mod — S-Mod, llamada el funtor libre de S-mddulos.

Demostracion. Para M € N-Mod, H (M) es definido como el S-médulo con
componentes dadas por M (n) ® F[%,], para cada n. La verificacion que satis-
face las propiedades es directa. m

Definicion 5.5 Sea i el funtor de olvido de la categoria nOP a N-Mod.

Teorema 5.6 El funtor de olvida nU:nOP — N-Mod tiene una adjunta a la
izquierdanF:N -Mod — nOP, llamada el funtor libre de operads no simétricos.

Demostracion. El caso no simétrico es similar al caso simétrico, pero sin las
consideraciones sobre las acciones de X,,. Para un N-mddulo N, con tal de
construir un operad no simétrico libre sobre N necesitamos una suma directa,
un producto tensorial y una composicién de N-médulos. Estas se definen como,

(N@® E)(n) = N(n)® E(n), (44)
(N@E)n) = @ NOOE()yY (45)
(NoE) =@ N(k)® E®". (46)

hz=0
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Note que,
NoE=FP P NhOE(l)® - ®E(i) (47)

h=>0nz=0414+-+ip=n
Como en el caso simétrico, los operads no simétricos son monoides sobre la
categoria monoidal de N-médulos, donde la estructura monoidal estd dada por
la composicién. Los pasos para la construccién de nF' son los mismos que en el
caso simétrico. m

Definicion 5.7 Sea G el funtor de olvido de la categoria de operads simétricos
OP a la categoria de operads no simétricos nOP.

Teorema 5.8 El funtor G : OP — nOP tiene un funtor adjunto a la izquierda
H:nOP — OP.

Demostracion. Para un operad no simétrico P su operad simétrico asociado esta
dado por P ® F[¥]. Las verificaciones son directas. m

Teorema 5.9 Las relaciones entre estos funtores de olvido y sus asociados fun-
tores libres, se revinen en los siguiente diagramas conmutativos.

op—9 0P op<"___pop
U nU F nF 48)
S-Mod N-Mod S-Mod N-Mod

Demostracion. La conmutatividad es inmediata por el hecho de que la com-
posicién de funtores adjuntos es de nuevo una adjuncion, y por la unicidad de la
adjuncion, sus imdgenes son isomorfas. m

El diagrama conmutativo de la proposicién [5.9] sugiere que se puede usar
la construccion de operads no simétricos para describir los operads simétricos
libres sobre secuencias simétricas en las cuales las acciones de los grupos simétri-
cos son libres, es decir, para un S-médulo M el operad libre F'(M) podria ser
interpretado por medio del operad (H o nF o G)(M). Lo cual corresponde al
caso donde los S-médulos tiene como componentes bar resoluciones Y., -libres.
Este tipo de S-moédulos son usados para describir una Fy-coalgebra estructura
en los complejos de cadenas asociados a conjuntos simpliciales (ver [10]).

Definicion 5.10 Sea V : S-Mod — S-Mod el funtor que convierte las acciones
por los grupos simétricos de un S-mddulo en triviales, es decir,

(M) (n) = coeq (M(n) o M(n)) 49)

OEYX
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Ejemplo 5.11 Se tiene la siguiente relacion entre los operads de los ejemplos

B-4yB.3}
T(U(M)) = UN). (50)

Corolario 5.12 En la subcategoria de S-mddulos donde la accion de los grupos
simétricos es libre, la restriccion del funtor de operads simétricos libres F' es
isomorfo al funtor HonkF o Go W,

Demostracion. En esta consecuencia del teorema es importante notar que,
al ser las acciones libres, cada operacién abstracta p de aridad n en S-Mod, tiene
asociada una familia de operaciones po, donde o € ¥,,. El funtor ¥ las identifica
como un mismo objeto esta familia y luego la imagen del funtor H aplicado al
resultado de nF o (G, restaura la estructura libre con respecto a las familias po,
lo que implica el isomorfismo entre 'y HonFoGo V. m

La caracterizacién dada por el corolario [5.12] es util a la hora de trabajar
operads simétricos libres, debido a que en el caso no simétrico los operads li-
bres pueden ser visualizados facilmente por arboles planos (ver [4]), como es
el caso cuando las acciones sobre los médulos graduados son libres, como en
los E«-operads.

Ejemplo 5.13 El operad libre F(U(M)) se diferencia del operad M, porque
en el primero, ap, @ a;; @ - - - @ a;, no necesariamente coincide con a,, donde
n = iy + ---ip. El corolario y el ejemplo indican que el operad
simétrico F(U(M)) se puede describir como nF o G o U(N') para luego ten-
sorizar por las acciones de los grupos simétricos y hacer las identificaciones
necesarias para respetar la equivarianza, lo cual es realizado por el funtor H.
Si al tinico generador a; de la componente i de GoU(N') lo interpretamos como
un drbol plano con i entradas y 1 salida, los generadores de nF o G o U (N') son
todas las posibles composiciones de estos drboles. Por ejemplo, a7y as®az@ay
son dos generadores en la componente 7, donde la segunda se obtiene al conec-
tar en cada entrada de a3, una copia de as y otra de ay.

Ejemplo 5.14 Considere el S-mdodulo M concentrado en aridad 2, dado por
el médulo diferencial graduado bar resolucion F[Xq]-libre de F. El operad
libre F(M) es usado en [[I0] (definicion 5.4.3) como punto de partida para
construir un FE«-operad con el fin de describir algunas estructuras algebraicas
asociadas a generalizaciones de complejos de cadenas. Los elementos de grado
m de M son combinaciones lineales de los elementos de la forma o[o1]|. . .|om],
con 0,01, ...,0m € So. El borde estd dado por 0 = Y, (—1)"0;, donde
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doloil. .. lom] = ailoz] ... |lom), Gilo1]...|lom] = [o1]. .. |gigiz1] .- |om] ¥
Omlo1] .. lom] = |o1]. .. |om=1]. Eliinico generador en grado cero se escribe
[]. Con la identificacion F(M) =~ H onF o G o W(M), los generadores de
F (M) son drboles planos cuyos vértices estdn etiquetados por los elementos
de la forma [o1] ... |ow] tensorizados por los grupos simétricos. Por ejemplo,
T[] en F(M) es representado por el drbol plano con 2 entradas y un vértice
etiquetado por [ |, tensorizado por 7, la permutacion no trivial de Xo.
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