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320 C. LOZA

Resumen

En el presente artículo analizaremos el problema de Cauchy local aso-

ciado a la ecuación de Korteweg-De Vries (KdV) en Hs con s > 3/2. El

objetivo de este trabajo, consiste en establecer la buena formulación local

del problema cuando u0 ∈ Hs, s > 3/2, para ello aplicaremos la teoría

cuasi-lineal de Kato, el cual consta de (06) hipótesis, en el caso lineal y

(08) hipótesis en el caso no-lineal. En la solución del problema de Cauchy

para la ecuación de evolución cuasi-lineal, nos basaremos en el teorema

del punto fijo de Banach.

Palabras clave: teorema de existencia local y unicidad; existencia de soluciones

generalizadas; aplicaciones de EDP en áreas distintas de la física.

Abstract

In the present paper we will analyze the local Cauchy problem asso-

ciated with the Korteweg-De Vries (KdV) equation in Hs with s > 3/2.

The objective of this work is to establish the good local formulation of

the problem when u0 ∈ Hs, s > 3/2, for this we apply the quasi-linear

theory of Kato, which consists of (06) hypotheses, in the linear case and

(08) hypotheses in the non-linear case. In the solution of Cauchy’s prob-

lem for the quasi-linear equation of evolution, we will rely on Banach’s

fixed-point theorem.

Keywords: local existence and uniqueness theorems; existence of generalized

solutions; applications of PDE in areas other than physics.

Mathematics Subject Classification: 35A07, 35D05, 35Q80.
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TEORÍA CUASILINEAL DE KATO 321

1 Introducción

Basándonos en nuestra experiencia con ecuaciones diferenciales lineales y pen-

sando en los resultados que vamos a describir en este trabajo, formulamos las

preguntas fundamentales que se plantean en el estudio del problema de Cauchy ∂tu (t) = F (t, u (t)) ∈ X

u (0) = φ ∈ Y ,
(1)

en donde X e Y son espacios de Banach, T0 ∈ ]0,∞[ y F : [0, T0] × Y → X

es una función:

P-1 Existen T ∈ ]0, T0] y una función u ∈ C ([0, T ] , Y ) de tal manera que

u (0) = φ y la ecuación diferencial se cumple en el sentido de que

lim
h→0

∥∥∥∥u (t+ h)− u (t)

h
− F (t, u (t))

∥∥∥∥
X

= 0, (2)

en donde las derivadas en t = 0 y t = T se calculan a la derecha y a la

izquierda, respectivamente.

P-2 El problema (1), tiene al menos una solución en C ([0, T ] , Y ).

P-3 La aplicación φ 7→ u es continua. Con mayor precisión, si u ∈ C ([0, T ∗] , Y )

es la solución del problema con valor inicial φ ∈ Y , sean φn ∈ Y , n ∈ N

tales que φn
Y−→ φ y un ∈ C ([0, Tn] , Y ) las correspondientes solu-

ciones. Sea T ∈ ]0, T ∗[, entonces las soluciones un se pueden extender al

intervalo a [0, T ] para todos los n suficientemente grandes y

lim
n→+∞

sup
[0,T ]

∥un (t)− u (t)∥Y = 0. (3)

El estudio de las preguntas anteriores será denominado el problema básico

para (1) . En caso de que las respuestas a las preguntas anteriores sean afirma-

tivas el problema de Cauchy (1) será llamado bien formulado localmente. Si

cualquiera de estas condiciones no se cumple, decimos que el problema está mal

formulado.
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322 C. LOZA

Si (1) está definida en [0,+∞[ y (P1), (P2) y (P3) son válidas en [0, T ] para

todo T > 0 diremos que (1) es bien formulado globalmente.

2 Problema básico para un problema de Cauchy

Sea la ecuación de evolución, ecuación de Korteweg-De Vries (Kdv)

 ∂tu (x, t) + ∂3
xu (x, t) + up (x, t) ∂xu (x, t) = 0

u (x, 0) = u0,
(4)

donde u es una función con valores reales para x ∈ R y t ≥ 0, y p es un entero

positivo.

El objetivo de este artículo, es establecer la buena formulación local del pro-

blema cuando u0 ∈ Hs, s > 3/2. Para ello aplicaremos la Teoría cuasi-lineal de

Kato, la cual pasamos a exponer.

Consideremos el problema de Cauchy para la ecuación de evolución cuasi-

lineal  ∂tu+A (t, u)u = f (t, u)

u (0) = φ,
(5)

en un espacio de Banach X. Llamaremos a A (t, u)u parte cuasi-lineal y f (t, u) la

parte semi-lineal de la ecuación dada.

A grandes rasgos, queremos resolver (5) de la siguiente manera. Para ciertas

funciones t → v (t), consideramos la ecuación lineal ∂tu+A (t, v (t))u = f (t, v (t))

u (0) = φ.
(6)

Si (6) tiene una solución u = u (t), hemos definido una aplicación v 7→ u = Φv.

Luego buscamos un punto fijo de Φ, que será una solución de (5). Para demostrar

que Φ tiene un punto fijo se utiliza el teorema del punto fijo de Banach.
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Con este fin consideremos las siguientes condiciones referidas al problema

de Cauchy (5):

(X) Sean X e Y dos espacios de Banach reflexivos tales que Y está con-

tenido densamente y continuamente en X . Además, existe un isomorfismo

S : Y → X y la norma de Y es escogida de forma que S sea una isometría.

A-1 A (·, ·) es un operador definido en [0, T0]×W con valores en G (X : 1, ω),

siendo W una bola abierta en Y y ω un número real. Es decir, para cada

(t, y) ∈ [0, T0] × W , −A (t, y) es el generador de un semigrupo fuerte-

mente continuo en X tal que∥∥∥e−sA(t,y)
∥∥∥
L(X)

≤ eωs, s ≥ 0, t ∈ [0, T0] , y ∈ W .

A-2 Para cada (t, y) ∈ [0, T0]×W , tenemos

SA (t, y)S−1 = A (t, y) +B (t, y) , (7)

donde B (t, y) ∈ L (X) y ∥B (t, y)∥L(X) ≤ λB con λB > 0 una con-

stante. Además, existe µB > 0 tal que

∥B (t, y1)−B (t, y2)∥L(X) ≤ µB ∥y1 − y2∥Y , (8)

para todo t ∈ [0, T0] y y1, y2 ∈ W .

A-3 Para cada (t, y) ∈ [0, T0] × W tenemos que A (t, y) ∈ L (Y,X), en el

sentido que Y ⊆ D (A (t, y)) y A (t, y)|Y ∈ L (Y,X). Además, para

cada y ∈ W la aplicación t ∈ [0, T0] 7→ A (t, y) es fuertemente continua.

A-4 Para cada t ∈ [0, T0] la aplicación y ∈ W 7→ A (t, y) es Lipschitz continua

en L(Y,X); es decir, existe µA > 0 tal que

∥A (t, y1)−A (t, y2)∥L(X) ≤ µA ∥y1 − y2∥Y ,

para todo t ∈ [0, T0] y y1, y2 ∈ W .
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324 C. LOZA

A-5 Existe µ3 > 0 tal que

∥Q (t, y)−Q (t, z)∥L(X) ≤ µ3 ∥y − z∥Y .

f-1 f : [0, T ]×W → Y es acotada

∥f (t, y)∥Y ≤ λ3 , t ∈ [0, T ] , y ∈ W .

Para cada y ∈ W, t 7−→ f (t, y) es continua de [0, T ] en X mientras que

para cada t ∈ [0, T ] la aplicación y ∈ W 7−→ f (t, y) es Lipschitz en X

esto es,

∥f (t, y)− f (t, z)∥X ≤ µ2 ∥y − z∥X ,

donde µ2 ≥ 0 una constante.

f-2 Existe µ4 > 0 tal que

∥f (t, y)− f (t, z)∥Y ≤ µ4 ∥y − z∥Y ,

para todo t ∈ [0, T ], y, z ∈ W.

Ahora podemos enunciar el teorema de buena formulación local de Kato.

Teorema 2.1

1. (Existencia y unicidad). Si las condiciones (X), (A1)-(A4) y (f1) y (f2) se

cumplen y φ ∈ W , el problema de Cauchy (5) tiene solución única

u ∈ C ([0, T ] : W ) ∩ C1
([
0, T ′] : X)

,

para algún T ′ > 0, T ′ ≤ T.

2. (Dependencia continua respecto al valor inicial). Además del problema

de Cauchy (5) consideremos la sucesión de problemas de Cauchy ∂n
t u+An (t, un)un = fn (t, un) , 0 ≤ t ≤ T

un (0) = φn,
(9)

con n = 1, 2, . . .

Rev.Mate.Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 25(2): 319–345, Jul–Dec 2018



TEORÍA CUASILINEAL DE KATO 325

Supongamos que:

(a) Para las funciones An y fn se cumplen las condiciones de (A1-

A5), (f1) y (f2) uniformemente en n, con los mismos espacios X e

Y, el mismo isomorfismo S y la misma bola W, y para cada (t, y) ∈

[0, T ]×W

An (t, y) → A (t, y) fuertemente en L (Y,X) ,

Bn (t, y) → B (t, y) fuertemente en L (X) ,

fn (t, y) → f (t, y) en Y, cuando n → ∞.

(b) Si φ,φn ∈ W y φn → φ en la norma Y cuando n → +∞, existe un

T ′′ > 0, T ′′ < T , soluciones únicas

un ∈ C
([
0, T ′′] : W )

∩ C1
([
0, T ′′] : X)

,

para (9), n = 1, 2, . . . y una solución única u para (5) en la misma

clase, tales que

un (t) → u (t) en Y , uniformemente en t ∈
[
0, T ′′] .

Observaciones

1. Condición (A4) es satisfecha trivialmente si y0 = 0.

2. En muchos casos A(t, y) se define para todo y ∈ Y , de modo que la bola

W puede ser elegida con centro en cero y radio arbitrario, a pesar de las

constantes β, λ1, µ1, · · · dependerá del radio de la bola.

3. Una condición suficiente para (7) es∥∥[SA (t, y)−A (t, y)S]S−1w
∥∥
X

< λ1 ∥w∥X ,

para todos los w en un núcleo de A (t, y) (que puede depender de t e y).
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326 C. LOZA

4. El enunciado de la condición (A3) fue:

Para cada (t, y) ∈ [0, T0] × W tenemos que A (t, y) ∈ L (Y,X), en el

sentido que Y ⊆ D (A (t, y)) y A (t, y) |Y ∈ L (Y,X). Además, para

cada y ∈ W la aplicación t ∈ [0, T0] 7→ A (t, y) es continua en la norma

de L (Y,X) .

3 El problema de Cauchy lineal

En esta sección estudiaremos el problema lineal determinado por (4) ∂tu (x, t) + ∂3
xu (x, t) = 0

u (x, 0) = u0.
(10)

Para esto definimos el operador B por D(B) = Hs+3, s ≥ 0

Bu = −∂3
xu, u ∈ Hs.

(11)

Así el problema lineal (10) puede escribirse en la forma ∂tu−Bu = 0, x ∈ R, t > 0

u (0) = u0.
(12)

Proposición 3.1 Para todo s ≥ 0, B : Hs+3 ⊆ Hs → Hs es un operador

lineal con dominio denso y anti-adjunto. En particular, B y −B son operadores

m-disipativos en Hs.

Demostración : La linealidad del operador B es inmediata. Además, si

u ∈ Hs+3 tenemos

∥Bu∥Hs ≤
∥∥Js+3u

∥∥
L2 = ∥u∥Hs+3 .

Entonces Bu ∈ Hs cualquiera sea u ∈ Hs+3.
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Veamos que B es antiadjunto. En efecto, si u ∈ Hs+3 y v ∈ Hs tenemos

⟨Bu, v⟩Hs =
⟨
−∂3

xu, v
⟩
Hs = (−1)3

⟨
u,−∂3

xv
⟩
Hs = −⟨u,Bv⟩Hs ,

donde se ha usado la propiedad
⟨
∂k
xu, v

⟩
Hs = (−1)k

⟨
u, ∂k

xv
⟩
Hs válida para

todo u, v ∈ Hs. Para el resto de la prueba usamos la proposición 5.5 de [9].

De este modo obtenemos el resultado principal del caso lineal.

Teorema 3.1 El operador lineal B genera un semigrupo de contracciones{
e−t∂3

x

}
t≥0

, en Hs para cualquier s ∈ R, tal que

ê−t∂3
xu (ξ) = eitξ

3
û (ξ) , (13)

para todo u ∈ Hs. Además,
{
e−t∂3

x

}
t≥0

, puede ser extendido a un grupo de

operadores fuertemente continuos en Hs y, cualquiera sea u0 ∈ Hs la función

e−(·)∂3
xu : [0,+∞[ → Hs,

es la única solución del problema (12).

Demostración : La primera afirmación es una simple consecuencia de la

proposición 3.1, y el Teorema de Lumer-Phillips [10, Teorema 5.3]. Para obtener

(13) es suficiente tomar la transformada de Fourier en la variable espacial y usar

la proposición 6.1 de [10].

Antes de concluir la sección notemos que en este caso no es posible resolver

el problema (4) de manera tradicional, es decir, reducirlo a una ecuación integral

y aplicar el teorema del punto fijo de Banach. En efecto, es fácil verificar que

(4) es, al menos formalmente, equivalente a

u (t) = e−t∂3
xφ−

∫ t

0
e−(t−τ)∂3

xF (u (τ)) dτ ,

en donde
{
e−t∂3

x

}
t≥0

, es el semigrupo de contracciones en Hs, s ∈ R, generado

por el operador matricial B y F (u) = up∂xu.
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328 C. LOZA

Ahora, si u ∈ C ([0, T ] ,Hs) entonces F (u) ∈ C
(
[0, T ] ,Hs−1

)
y e−(t−τ)∂3

x

aplica Hs−1 en sí mismo y no en Hs. En consecuencia, la aplicación

(Ψu) (t) = e−t∂3
xφ−

∫ t

0
e−(t−τ)∂3

xF (u (τ)) dτ ,

no transforma C ([0, T ] ,Hs) en sí mismo de modo que el teorema del punto fijo

de Banach no puede ser aplicado. En la próxima sección, mostraremos como la

teoría de Kato permite restablecer el método tradicional.

4 Buena formulación local en Hs para s > 3/2

En teorema (5.3) si n = 1 y k = 1, tenemos s > 3/2.

Para estudiar la buena formulación local de (4) usaremos la teoría de Kato,

teorema (2.1). Para esto hacemos el cambio de variable

u (t) = e−t∂3
xv (t) .

De este modo

∂tu (t) = −e−t∂3
x∂3

xv (t) + e−t∂3
x∂tv (t) ,

∂xu (t) = e−t∂3
x∂xv (t) = ∂xe

−t∂3
xv (t) ,

∂3
xu (t) = e−t∂3

x∂3
xv (t) ,

entonces

∂tu (t) + ∂3
xu (t) + up (t) ∂xu (t)

=
[
−e−t∂3

x∂3
xv (t) + e−t∂3

x∂tv (t)
]
+ e−t∂3

x∂3
xv (t) +

(
e−t∂3

xv (t)
)p

∂xe
−t∂3

xv (t)

= e−t∂3
x∂tv (t) +

(
e−t∂3

xv (t)
)p

∂xe
−t∂3

xv (t)

= e−t∂3
x

[
∂tv (t) + et∂

3
x

(
e−t∂3

xv (t)
)p

∂xe
−t∂3

xv (t)
]

y

u0 = u (0) = e−(0)∂3
xv (0) = Iv (0) = v (0) .
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Por tanto, obtenemos el problema ∂tv (t) +A (t, v (t)) v (t) = 0, t ≥ 0

v (0) = u0,
(14)

en donde A es un operador lineal que depende de (t, y) ∈ [0,+∞[×Hs definido

por

A (t, y) = et∂
3
xMty∂xe

−t∂3
x ,

con Mty =
(
e−t∂3

xy
)p

.

A continuación verificaremos las hipótesis del teorema (2.1) para el pro-

blema de valor inicial (14) en el espacio Hs con s > 3/2.

4.1 Hipótesis (X)

Sean s > 3/2,

X = L2 y Y = Hs.

Sabemos que Y está contenido en X densamente y continuamente. Definimos

sobre Y el operador S por

Su = Jsu, u ∈ Y ,

en donde Js =
(
1− ∂2

x

)s/2 es el potencial de Bessel de orden s, así para u ∈ Y

Ŝu (ξ) =
(
1 + ξ2

)s/2
û (ξ) .

Proposición 4.1 S ∈ L (Y,X) es un isomorfismo isométrico.

Demostración : Es obvio que S es un operador lineal y como

∥Su∥2X =
∥∥∥Ĵsu

∥∥∥2
L2

=

∫
R

(
1 + ξ2

)s/2 |û(ξ)|2 dξ = ∥u∥2Hs = ∥u∥2Y ,

entonces S : Y → X es un operador lineal isométrico, así

existe S−1 : R (S) → Y operador inverso de S.

Rev.Mate.Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 25(2): 319–345, Jul–Dec 2018



330 C. LOZA

Además, dado v ∈ L2 si definimos u = J−sv tenemos

Su = Js
(
J−sv

)
= J0 (v) = v

y

∥u∥Y =
∥∥J−sv

∥∥
Hs =

∥∥Js
(
J−sv

)∥∥
L2 = ∥v∥L2 ,

por lo tanto u ∈ Hs. En consecuencia S es un operador lineal sobreyectivo.

Esto prueba la hipótesis (X).

4.2 Hipótesis (A1)

Dado u0 ∈ Hs, sea R > ∥u0∥s un número real fijo y consideremos la bola

W = BR (0) = {v ∈ Hs : ∥v∥Hs < R} .

Antes de continuar con la verificación de la hipótesis (A1), observemos que

∂xe
−t∂3

xyp es continua y acotada, pues (·)p ∈ C∞ (R,R) y y ∈ W . En efecto,

notemos que ∂xe
−t∂3

xy ∈ Hs−1 ya que y ∈ W ⊂ Hs ⊂ C1
∞ pues s > 3/2, y∥∥∥∂xe−t∂3

xy
∥∥∥
L∞

≤
∥∥∥e−t∂3

x∂xy
∥∥∥
L∞

≤
∥∥∥e−t∂3

x∂xy
∥∥∥
Hs−1

≤ ∥∂xy∥Hs−1 ≤ ∥y∥Hs ≤ R.

Así

∥∂xMty∥L∞ = sup
x∈R

|∂xMty (x)| = sup
x∈R

∣∣∣∂xMty (x) ∂xe
−t∂3

xy (x)
∣∣∣

≤
∥∥∥∂x (Mty)

1
p

∥∥∥
L∞

sup
x∈R

|∂xMty (x)|

≤ 2αR,

en donde α = sup
x∈R

|∂xMty (x)| < ∞.
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Proposición 4.2 A es un operador definido en [0,+∞[ × W con valores en

G (X : 1, w), siendo w un número real. Es decir, para cada

(t, y) ∈ [0,+∞[ ×W , −A (t, y) es el generador de un semigrupo fuertemente

continuo en X tal que

∥∥∥e−sA(t,y)
∥∥∥
L(X)

≤ eωs, s ≥ 0, t ∈ [0,+∞] , y ∈ W .

Demostración : Para todo u ∈ C∞
0 tenemos

⟨Mty∂xu, u⟩X = ⟨Mty∂xu, u⟩L2

=
1

2

∫
R
Mty (x) ∂xu

2 (x) dx

= −1

2

∫
R
∂x(Mty (x))u

2 (x) dx

≥ −1

2
∥∂xMty∥L∞

∫
R
u2 (x) dx

= −αR ∥u∥L2 = −αR ∥u∥X .

Por otro lado, dado que
{
e−t∂3

x

}
t≥0

, es un grupo de operadores unitarios en L2

tenemos

⟨A (t, y)u, u⟩X = ⟨A (t, y)u, u⟩L2

=
⟨
et∂

3
xMty∂xe

−t∂3
xu, u

⟩
L2

=
⟨
Mty∂xe

−t∂3
xu, e−t∂3

xu
⟩
L2

.

En consecuencia,

⟨A (t, y)u, u⟩X =
⟨
Mty∂xe

−t∂3
xu, e−t∂3

xu
⟩
L2

≥ −αR
∥∥∥e−t∂3

xu
∥∥∥
X

= −αR ∥u∥X .

La demostración de está proposición se concluye por un argumento de densidad.

Esta proposición prueba la hipótesis (A1).
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4.3 Hipótesis (A2)

Notemos que si u ∈ S entonces Su ∈ S,

∂k
xSu = S∂k

xu para u ∈ S y k ∈ N (15)

y

Se±t∂3
xu = e±t∂3

xSu. (16)

Luego si u ∈ S tenemos por (15) y (16) que

[S,A (t, y)]u = (SA (t, y)−A (t, y)S)u

=
(
Set∂

3
xMty∂xe

−t∂3
x − et∂

3
xMty∂xe

−t∂3
xS

)
u

= et∂
3
xSMy∂xe

−t∂3
xu− et∂

3
xMty∂xSe

−t∂3
xu

= et∂
3
xSMy∂xe

−t∂3
xu− et∂

3
xMtyS∂xe

−t∂3
xu

= et∂
3
x (SMy −MtyS) ∂xe

−t∂3
xu

= et∂
3
x [S,Mty] ∂xe

−t∂3
xu.

En consecuencia

[S,A (t, y)]S−1u = et∂
3
x [S,Mty] ∂xe

−t∂3
xS−1u = et∂

3
x [S,Mty] ∂xS

−1e−t∂3
xu.

Probamos ahora el siguiente estimado.

Proposición 4.3 Si [·, ·] es el conmutador y f, g ∈ S, entonces

∥[Js, f ] g∥L2 ≤ C ∥∂xf∥Hs−1 ∥g∥Hs−1 ,

en donde s > 3/2.
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Demostración : Por el teorema (5.4) tenemos

∥[Js, f ] g∥ ≤ C
(∥∥∥∂̂xf∥∥∥

L1
∥g∥Hs−1 + ∥∂xf∥Hs−1 ∥ĝ∥L1

)
,

dado que s > 3/2. Pero

∥∥∥∂̂xf∥∥∥
L1

=

∫
R

∣∣∣∂̂xf (ξ)
∣∣∣ dξ =

∫
R

(
1 + ξ2

) s−1
2

(1 + ξ2)
s−1
2

∣∣∣∂̂xf (ξ)
∣∣∣ dξ

≤
(∫

R

1

(1 + ξ2)s−1dξ

) 1
2
(∫

R

(
1 + ξ2

)s−1
∣∣∣∂̂xf (ξ)

∣∣∣2 dξ) 1
2

= C ∥∂xf∥Hs−1 .

De manera análoga ∥ĝ∥L1 ≤ C ∥g∥Hs−1 y esto demuestra la proposición.

Proposición 4.4 Para todo u ∈ S se cumple que∥∥[S,A (t, y)]S−1u
∥∥
L2 ≤ sCHs ∥Mty∥Hs ∥u∥L2 ,

Demostración : Sea u ∈ S , entonces∥∥[S,A (t, y)]S−1u
∥∥
L2 =

∥∥∥et∂3
x [S,Mty] ∂xS

−1e−t∂3
xu

∥∥∥
L2

≤
∥∥∥et∂3

x

∥∥∥
L(L2)

∥∥∥[S,Mty]S
−1∂xe

−t∂3
xu

∥∥∥
L2

≤
∥∥∥[S,Mty]S

−1∂xe
−t∂3

xu
∥∥∥
L2

,

y por la proposición anterior tenemos∥∥[S,A (t, y)]S−1u
∥∥
L2 ≤ C ∥∂xMty∥Hs−1

∥∥∥S−1∂xe
−t∂3

xu
∥∥∥
Hs−1

≤ C ∥∂xMty∥Hs−1

∥∥∥∂xS−1e−t∂3
xu

∥∥∥
Hs−1

≤ Cs ∥Mty∥Hs

∥∥∥S−1e−t∂3
xu

∥∥∥
Hs

= Cs ∥Mty∥Hs

∥∥∥e−t∂3
xu

∥∥∥
L2

≤ Cs ∥Mty∥Hs ∥u∥L2 ,

lo que completa la prueba.
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Ahora, para cada y ∈ W , definimos el operador lineal B̃ (y) por D
(
B̃ (t, y)

)
= S

B̃ (t, y)u = [S,A (t, y)]S−1u,
(17)

Entonces, para todo u ∈ S tenemos que∥∥∥B̃ (t, y)u
∥∥∥
L2

≤ Cs ∥Mty∥Hs ∥u∥L2 .

Así, B̃ (t, y) es un operador lineal acotado. Como S es denso en X , extendemos

B̃ (t, y) a X por continuidad y obtenemos el operador lineal B (t, y) ∈ L (X)

tal que

∥B (t, y)∥L(X) ≤ Cs ∥Mty∥Hs = λB ,

para cada (t, y) ∈ [0,+∞[×W .

Veamos ahora la siguiente proposición.

Proposición 4.5 Para cada (t, y) ∈ [0,+∞] × W tenemos que

D
(
SA (t, y)S−1

)
= D (A (t, y)) y

SA (t, y)S−1 = A (t, y) +B (t, y) .

Demostración : Sea y ∈ W , u ∈ D (A (t, y)) = Hs e {un}n∈N una suce-

sión en S tal que un → u en Hs. Entonces por (17)

A (t, y)S−1un = S−1
(
A (t, y)un + B̃ (t, y)un

)
,

y como B (t, y)u = lim
n→∞

B̃ (t, y)un obtenemos que

A (t, y)S−1un
X−→ S−1 (A (t, y)u+B (t, y)u) cuando n → ∞.

Por otro lado lim
n→∞

S−1un = S−1u en X , y como A (t, y) es un operador ce-

rrado tenemos que S−1u ∈ D (A (t, y)) y

A (t, y)S−1un
X−→ A (t, y)S−1u cuando n → ∞.
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Luego

A (t, y)S−1u = S−1 (A (t, y)u+B (t, y)u) ∈ Hs.

Por tanto, u ∈ D
(
SA (t, y)S−1

)
y

SA (t, y)S−1u = A (t, y)u+B (t, y)u;

esto prueba que SA (t, y)S−1 es una extensión de A (t, y) + B (t, y). Además,

si λ > ω entonces λ ∈ ρ (A (t, y)) y

S (A (t, y)− λI)S−1u = A (t, y)u+B (t, y)u− λu para u ∈ Hs.

Por lo tanto

S (A (t, y)− λI)S−1 = A (t, y) +B (t, y)− λI ,

de donde

SA (t, y)S−1 = A (t, y) +B (t, y) .

Lo que prueba la proposición.

Así tenemos verificada la hipótesis (A2).

4.4 Hipótesis (A3)

Vamos a probar las siguientes proposiciones.

Proposición 4.6 Para cada (t, y) ∈ [0,+∞]×W tenemos A (t, y) ∈ L (Y,X) .

Demostración : Para cada (t, y) ∈ [0, T0] × W tenemos que

D (A (t, y)) ⊇ Hs = Y .
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Además, para u ∈ Y tenemos∥∥∥Mty∂xe
−t∂3

xu
∥∥∥
L2

≤ ∥Mty∥L∞ ∥u∥Hs ,

pues∥∥∥Mty∂xe
−t∂3

xu
∥∥∥2
L2

=

∫
R

∣∣∣Mty (x) ∂xe
−t∂3

xu (x)
∣∣∣2 dx

≤ ∥Mty∥2L∞

∫
R

∣∣∣∂xe−t∂3
xu

∣∣∣2 dx
= ∥Mty∥2L∞

∥∥∥∂xe−t∂3
xu

∥∥∥2
L2

≤ ∥Mty∥2L∞

∥∥∥∂xe−t∂3
xu

∥∥∥2
Hs−1

≤ ∥Mty∥2L∞

∥∥∥e−t∂3
xu

∥∥∥2
Hs

≤ ∥Mty∥2L∞ ∥u∥2Hs .

Así,

∥A (t, y)u∥L2 =
∥∥∥et∂3

xMty∂xe
−t∂3

xu
∥∥∥
L2

≤
∥∥∥et∂3

x

∥∥∥
L(L2)

∥∥∥Mty∂xe
−t∂3

xu
∥∥∥
L2

≤
∥∥∥Mty∂xe

−t∂3
xu

∥∥∥
L2

≤ ∥Mty∥L∞ ∥u∥Hs .

Por tanto, A (t, y) es un operador lineal acotado de Y en X .

Proposición 4.7 Para cada y ∈ W la aplicación t ∈ [0,+∞[ 7→ A (t, y) es

fuertemente continua.

Demostración : Sean y ∈ W y t0 ∈ [0,+∞[ fijos, entonces para u ∈ Y

tenemos

A (t, y)u−A (t0, y)u = et∂
3
xMty∂xe

−t∂3
xu− et0∂

3
xM0y∂xe

−t0∂3
xu

= et∂
3
xMty∂xe

−t∂3
xu− et∂

3
xM0y∂xe

−t0∂3
xu

+et∂
3
xM0y∂xe

−t0∂3
xu− et0∂

3
xM0y∂xe

−t0∂3
xu

= et∂
3
xMtye

−t∂3
x∂xu− et∂

3
xM0ye

−t0∂3
x∂xu

+et∂
3
xM0y∂xe

−t0∂3
xu− et0∂

3
xM0y∂xe

−t0∂3
xu.
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Entonces

∥A (t, y)u−A (t0, y)u∥L2 ≤
∥∥∥et∂3

xMtye
−t∂3

x∂xu− et∂
3
xM0ye

−t0∂
3
x∂xu

∥∥∥
L2

+
∥∥∥et∂3

xM0y∂xe
−t0∂

3
xu− et0∂

3
xM0y∂xe

−t0∂
3
xu

∥∥∥
L2

=
∥∥∥et∂3

x

(
Mtye

−t∂3
x∂xu−M0ye

−t0∂
3
x∂xu

)∥∥∥
L2

+
∥∥∥(et∂3

x − et0∂
3
x

)
M0y∂xe

−t0∂
3
xu

∥∥∥
L2

≤
∥∥∥et∂3

x

∥∥∥
L(L2)

∥∥∥Mtye
−t∂3

x∂xu−M0ye
−t0∂

3
x∂xu

∥∥∥
L2

+
∥∥∥et∂3

x − et0∂
3
x

∥∥∥
L(L2)

∥∥∥M0y∂xe
−t0∂

3
xu

∥∥∥
L2

≤
∥∥∥Mtye

−t∂3
x∂xu−M0ye

−t0∂
3
x∂xu

∥∥∥
L2

+
∥∥∥et∂3

x − et0∂
3
x

∥∥∥
L(L2)

∥∥∥M0y∂xe
−t0∂

3
xu

∥∥∥
L2

. (18)

Pero

∥∥∥Mtye
−t∂3

x∂xu−M0ye
−t0∂

3
x∂xu

∥∥∥
L2

≤
∥∥∥Mtye

−t∂3
x∂xu−M0ye

−t0∂
3
x∂xu

∥∥∥
L2

+
∥∥∥Mtye

−t0∂
3
x∂xu−M0ye

−t0∂
3
x∂xu

∥∥∥
L2

≤ ∥Mty∥L∞

∥∥∥[e−t∂3
x − e−t0∂

3
x

]
∂xu

∥∥∥
s

+
∥∥∥[Mty −M0y] e

−t0∂
3
x∂xu

∥∥∥
L2

≤ ∥Mty∥L∞

∥∥∥et∂3
x − et0∂

3
x

∥∥∥
L(L2)

∥∂xu∥Hs−1

+
∥∥∥[Mty −M0y] e

−t0∂
3
x∂xu

∥∥∥
L2

.

Sustituyendo en (18) resulta

∥A (t, y)u−A (t0, y)u∥L2 ≤∥Mty∥L∞

∥∥∥et∂3
x − et0∂

3
x

∥∥∥
L(L2)

∥∂xu∥Hs−1

+
∥∥∥[Mty −M0y] e

−t0∂
3
x∂xu

∥∥∥
L2

+
∥∥∥et∂3

x − et0∂
3
x

∥∥∥
L(L2)

∥∥∥M0y∂xe
−t0∂

3
xu

∥∥∥
L2

. (19)
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Notemos que Mty es fuertemente continua,

∥Mty −M0y∥Hs =

∥∥∥∥∥∥
 p∑

j=1

(Mty)
p−j
p

(
N0

y

) j−1
p

(
(Mty)

1
p − (M0y)

1
p

)
y

∥∥∥∥∥∥
Hs

≤
∥∥∥(e−t∂3

x − e−t0∂3
x

)
y
∥∥∥
Hs

p∑
j=1

∥M0y∥
p−j
p

Hs

∥∥N0
y

∥∥ j−1
p

Hs

≤
∥∥∥et∂3

x − et0∂
3
x

∥∥∥
L(L2)

∥y∥Hs

p∑
j=1

∥Mty∥
p−j
p

Hs ∥M0y∥
j−1
p

Hs

≤p
∥∥∥et∂3

x − et0∂
3
x

∥∥∥
L(L2)

∥y∥p−1
Hs ,

por lo que

∥Mty −M0y∥Hs ≤ p
∥∥∥et∂3

x − et0∂
3
x

∥∥∥
L(L2)

∥y∥p−1
Hs → 0 cuando t → t0.

Así tenemos

∥Mty∥L∞

∥∥∥et∂3
x − et0∂

3
x

∥∥∥
L(L2)

∥∂xu∥Hs−1 → 0 cuando t → t0,∥∥∥(Mty −M0y) e
−t0∂3

x∂xu
∥∥∥
L2

→ 0 cuando t → t0

y ∥∥∥et∂3
x − et0∂

3
x

∥∥∥
L(L2)

∥∥∥M0y∂xe
−t0∂3

xu
∥∥∥
L2

→ 0 cuando t → t0;

por lo tanto, en (19).

Así hemos verificada la hipótesis (A3).

4.5 Hipótesis (A4)

Tenemos la siguiente proposición.
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Proposición 4.8 Para cada t ∈ [0,+∞[ existe µA > 0 tal que

∥A (t, y1)−A (t, y2)∥L(X) ≤ µA ∥y1 − y2∥Y ,

para todo y1, y2 ∈ W .

Demostración : Si y1, y2 ∈ W entonces para u ∈ Y

A (t, y1)u−A (t, y2)u = et∂
3
xMty1∂xe

−t∂3
xu− et∂

3
xMty2∂xe

−t∂3
xu

= et∂
3
x (Mty1 −Mty2) ∂xe

−t∂3
xu

así,

∥A (t, y1)u−A (t, y2)u∥L2 =
∥∥∥et∂3

x (Mty1 −Mty2) ∂xe
−t∂3

xu
∥∥∥
L2

≤
∥∥∥(Mty1 −Mty2) ∂xe

−t∂3
xu

∥∥∥
Hs−1

≤ ∥Mty1 −Mty2∥Hs−1

∥∥∥∂xe−t∂3
xu

∥∥∥
Hs−1

≤ ∥Mty1 −Mty2∥Hs

∥∥∥e−t∂3
xu

∥∥∥
Hs

≤
p∑

j=1

∥∥∥(Mty1)
p−j
p (Mty2)

j−1
p (y1 − y2)

∥∥∥
Hs

∥u∥Hs .

usando (21) resulta

∥A (t, y1)u−A (t, y2)u∥L2 ≤
p∑

j=1

Rp−1 ∥y1 − y2∥Hs ∥u∥Hs

= pRp−1 ∥y1 − y2∥Hs ∥u∥Hs .

Por tanto

∥A (t, y1)−A (t, y2)∥L(L2) ≤ pRp−1 ∥y1 − y2∥Hs ,

y la prueba está completa.

Así hemos verificada la hipótesis (A4).
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4.6 Hipótesis (A5)

Proposición 4.9 Existe µB > 0 tal que

∥B (t, y1)−B (t, y2)∥L(X) ≤ µB ∥y1 − y2∥Hs ,

para cada (t, y1) , (t, y2) ∈ [0,+∞[×W.

Demostración : De la proposición 4.7 tenemos

B (t, y) = Set∂
3
xMty∂xe

−t∂3
xS−1 − et∂

3
xMty∂xe

−t∂3
x

= Set∂
3
xMty∂xe

−t∂3
xS−1 − et∂

3
xMtyS∂xe

−t∂3
xS−1

=
(
Set∂

3
xMty − et∂

3
xMtyS

)
∂xe

−t∂3
xS−1,

luego

B (t, y1)−B (t, y2)

=
(
Set∂

3
xMty1 − et∂

3
xMty1S

)
∂xe

−t∂3
xS−1 −

(
Set∂

3
xMty2 − et∂

3
xMty2S

)
∂xe

−t∂3
xS−1

=
(
Set∂

3
x (Mty1 −Mty2)− et∂

3
x (Mty1 −Mty2)S

)
∂xe

−t∂3
xS−1

=
(
S, et∂

3
x (Mty1 −Mty2)

)
∂xe

−t∂3
xS−1.

Como

Mty1 −Mty2 =

 p∑
j=1

(Mty1)
p−j
p (Mty2)

j−1
p

 e−t∂3
x (y1 − y2)

entonces

[
S, et∂

3
x (Mty1 −Mty2)

]
=

S,
 p∑

j=1

(Mty1)
p−j
p (Mty2)

j−1
p

 e−t∂3
x (y1 − y2)


=

p∑
j=1

[
S, (Mty1)

p−j
p (Mty2)

j−1
p e−t∂3

x (y1 − y2)
]

,

luego

B (t, y1)−B (t, y2)=

p∑
j=1

[
S, (Mty1)

p−j
p (Mty2)

j−1
p e−t∂3

x (y1 − y2)
]
∂xe

−t∂3
xS−1.
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Por tanto

∥B (t, y1)u−B (t, y2)u∥L2

=

∥∥∥∥∥ p∑
j=1

[
S, et∂

3
x (Mty1)

p−j
p (Mty2)

j−1
p e−t∂3

x (y1 − y2)
]∥∥∥∥∥

L2

≤
p∑

j=1

∥∥∥[S, et∂3
x (Mty1)

p−j
p (Mty2)

j−1
p e−t∂3

x (y1 − y2)
]
∂xe

−t∂3
xS−1

∥∥∥
L2

≤C
p∑

j=1

∥∥∥∂xet∂3
x (Mty1)

p−j
p (Mty2)

j−1
p e−t∂3

x (y1 − y2)
∥∥∥
Hs−1

∥∥∥∂xe−t∂3
xS−1u

∥∥∥
Hs−1

≤Cs

p∑
j=1

∥∥∥et∂3
x (Mty1)

p−j
p (Mty2)

j−1
p e−t∂3

x (y1 − y2)
∥∥∥
Hs

∥u∥L2 ,

(20)

pero ∥∥∥et∂3
x (Mty1)

p−j
p (Mty2)

j−1
p e−t∂3

x (y1 − y2)
∥∥∥
Hs

≤
∥∥∥(Mty1)

p−j
p (Mty2)

j−1
p

∥∥∥
Hs

∥y1 − y2∥Hs

≤ ∥y1∥p−j
Hs ∥y2∥j−1

Hs ∥y1 − y2∥Hs

≤ Rp−1 ∥y1 − y2∥Hs . (21)

Por tanto, en (20) resulta

∥B (t, y1)u−B (t, y2)u∥L2 ≤ CspR
p−1 ∥y1 − y2∥Hs ∥u∥L2 .

Esto completa la prueba.

Así hemos verificado la hipótesis (A5).

4.7 Hipótesis (f1) y (f2)

Como en nuestro caso, f (t, u (t)) = 0, las hipótesis (f1) y (f2) son trivialmente

satisfechas.

En consecuencia, del teorema (5), tenemos el resultado principal de este

trabajo.
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Teorema 4.1

1. Sea s > 3/2. Para cada u0 ∈ Hs, existe T > 0, una solución única u

para (KdVg) tal que

u ∈ C ([0, T ] : Hs) ∩ C1
(
[0, T ] : Hs−3

)
. (22)

2. La aplicación u0 ∈ Hs 7→ u ∈ C ([0, T ] ,Hs) es continua en la norma

de Hs. Con mayor precisión, si un ∈ Hs, n ∈ N, con ∥un − u∥Hs → 0

y T ′ < T , la solución un para un (0) = u0,n existe en [0, T ′] para un

n suficientemente grande y ∥un (t)− u (t)∥Hs → 0 uniformemente en

t ∈ [0, T ′] .

5 Teoremas adicionales

Teorema 5.1 Si u ∈ L1 (Rn) ∩ L2 (Rn), entonces û ∈ L2 (Rn) y

∥û∥L2 = ∥u∥L2 .

Demostración : Ver [12] .

El teorema de Plancherel afirma que

·̂ : L1 (Rn) ∩ L2 (Rn) → L2 (Rn) (23)

definido sobre el subespacio denso L1 (Rn)∩L2 (Rn) de L2 (Rn) es un operador

lineal acotado. Por esto existe una extensión única

F : L2 (Rn) → L2 (Rn) ,

del operador definido en (23).
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Teorema 5.2 Para todo α ∈ Nn y para todo s ∈ R,

Dα : Hs (Rn) → Hs−|α| (Rn) ,

es un operador lineal acotado, y

∥Dαu∥Hs−|α| ≤ ∥u∥Hs .

Demostración : Ver [4].

En el siguiente teorema, Ck
∞ (Rn) el espacio de las funciones u ∈ Ck tales

que lim
|x|→∞

∂αu (x) = 0 para todo multi-índice α con |α| ≤ k, es provisto de la

norma

∥u∥Ck
∞

= max
|α|≤k

∥∂αu∥L∞ .

Teorema 5.3 Sean s ∈ R, k, n ∈ N con s > n
2 + k, entonces

Hs (Rn) ↪→ Ck
∞ (Rn). Además, en tal caso, si u ∈ Hs (Rn) tenemos

∥∂αu∥L∞ ≤ max
|α|≤k

∥∂αu∥L∞ ≤ Cs ∥u∥Hs ,

para todo multi-índice α con |α| ≤ k.

Demostración : Ver [12] .

Teorema 5.4 Si [·, ·] es el conmutador y f, g ∈ S, entonces

∥[Js, f ] g∥ ≤ C
(∥∥∥∂̂xf∥∥∥

L1
∥g∥Hs−1 + ∥∂xf∥Hs−1 ∥ĝ∥L1

)
con s ≥ 1.

Demostración : Ver [7].
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6 Conclusiones

Al tratar de resolver (4) basándonos en el método de aproximaciones denomi-

nado el teorema de punto fijo de Banach, vemos que no es posible obtener una

solución, debido al operador
{
e−t∂3

x

}
aplica Hs−1 en Hs−1 y no en Hs. La

teoría de Kato, permite resolver (4) por el método tradicional, pero en la hipóte-

sis (A3) se considera al operador A (t, y) como fuertemente continua a diferencia

de la hipótesis original, en donde A (t, y) es continua, así la solución local en el

espacio Hs con s > 3/2 se verifica.
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