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316 I. CASTILLO — G. MARIN

Resumen

En este articulo se presenta un andlisis de la eficiencia técnica y de
escala de las unidades académicas de la Universidad de Costa Rica. La
metodologia utilizada es el Andlisis Envolvente de Datos (DEA, por sus
siglas en inglés), pues permite medir eficiencia relativa y proporciona in-
formacién sobre como debe mejorar cada unidad académica que resulta
ineficiente. Se reportan los resultados para tres agrupaciones: una basada
en el proceso formativo, otra en el tamafio (de acuerdo a tres entradas) y
la tercera basada en drea de conocimiento. Se usan tres indicadores de en-
trada y tres de salida. Se realiza un andlisis de sensibilidad por medio de
la formulacién de cuatro modelos.

Se hace énfasis en el modelo matematico utilizado, correspondiente al
modelo orientado a salidas y con rendimientos de escala variables, el cual
se resuelve con los datos normalizados.

Palabras clave: anélisis envolvente de datos; eficiencia; educacién superior.

Abstract

In this paper an analysis of technical and scale efficiency of the aca-
demic units of the University of Costa Rica is presented. The methodology
used is data envelopment analysis (DEA), since it allows to measure rela-
tive efficiency and provides information on how to improve each academic
unit that is inefficient. The results are reported for three groupings: one
based on the training process, another based on size (according to three
inputs) and the third based on the knowledge area. Three inputs and three
outputs are used. A sensitivity analysis through the development of four
models is performed.

The emphasis is on the mathematical model used, the output-oriented
model, with variable returns of scale, solved each time with normalized
data.

Keywords: data envelopment analysis; efficiency; higher education.

Mathematics Subject Classification: 90C05, 90C90.

1 Introduccion

El anélisis envolvente de datos (DEA, por sus siglas en inglés) es un enfoque de
programacién matemadtica para medir eficiencia relativa, es decir, en compara-
cién con los del mismo grupo; no mide eficiencia absoluta. Es una técnica no
paramétrica que ha sido usada ampliamente en la medicién de la eficiencia en el
sector educativo (Avkiran (2001) [3]]; Arcelus & Coleman (1997) [2]; Beasley
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(1995) [6]; Flégl & Vltavska (2013) [13] y Tzeremes & Halkos (2010) [18]], por
citar algunos).

Golany & Roll (1989) [14] identifican tres etapas en los estudios de eficiencia
realizados usando DEA, a saber:

1. Definir y seleccionar las unidades de decision.

2. Determinar los indicadores de entrada y salida que sean relevantes y ade-
cuados para medir la eficiencia relativa de las unidades seleccionadas en
la etapa 1.

3. Seleccionar y aplicar los modelos DEA y analizar los resultados.

En la seccién |2] se describe la seleccién de las unidades de decision y las
agrupaciones realizadas. En la seccién[3]se mencionan los indicadores utilizados
y la relacién que el nimero de indicadores tiene con el nimero de unidades de
decision. En la seccién [d] se describen los modelos matemdticos utilizados y en
la dltima seccién, la[5] se presentan los resultados.

2 Definicion y seleccion de UAs

Las unidades de decision se denominaran unidades académicas (UAs). La Uni-
versidad de Costa Rica (UCR) tiene 50 UAs (escuelas o facultades) ubicadas en
la Sede Rodrigo Facio. Se consideraron las UAs que imparten planes de estudio
de grado y se excluyeron cinco: una porque el tipo de instruccién es muy per-
sonalizado y cuatro porque el nimero de cursos de servicio que ofrecen no las
hace comparables con las demds. Por lo tanto, el estudio se realizé con 45 UAs.

Debido a que estas 45 UAs no forman un grupo homogéneo, y DEA re-
quiere que asi sea, se realizaron tres agrupaciones distintas que se describen
a continuacion.

2.1 Agrupaciones

Agrupacién 1: Grupos formativos. Para la primera agrupacion se propusieron
tres categorias para el proceso de ensefianza-aprendizaje:

1. Procesos formativos con un énfasis en clases presenciales con algunos ele-
mentos de trabajo de campo o de laboratorio.

2. Procesos formativos con alto componente experimental o interaccién con
equipo o laboratorio.
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318 I. CASTILLO — G. MARIN

3. Procesos formativos que requieren de trabajo de campo o practico.

Los grupos que se denominardn grupos formativos 1, 2 y 3, quedaron de
tamafio n; = 13, no = 15y ng = 17, respectivamente. El proceso de asig-
nacion de UAs a grupos se realizé con base en el conocimiento de las autoras
pero se consulté a los directores de las UAs sobre la correctitud de la asignacion,
acogiendo posibles reasignaciones.

Agrupacion 2: Grupos por tamaiio. Utilizando Minitab 17 se generaron
tres conglomerados usando la técnica estadistica k-medias, con k = 3 y usando
los tres indicadores de entrada (ver seccién [3), de ahi que se hable de una agru-
pacién por tamaio. Los conglomerados generados tienen n; = 15, ng = 26y
n3 = 4 UAs. Este udltimo se eliminé del andlisis con DEA por el nimero re-
ducido de UAs en él (ver reglas empiricas en [3.I). Sin embargo, vale la pena
mencionar que estas cuatro UAs son atipicas (outliers en inglés) cuando se ge-
neran los diagramas de caja para el gasto real y para el nimero de plazas admi-
nistrativas y de apoyo académico. Y dos lo son en el diagrama de caja para el
nimero de plazas docentes.

En Minitab se probé a formar los grupos con k& = 4, lo cual result6 en una
divisién del grupo de cuatro UAs (en un grupo con 3 UAs y otro con una); de-
jando idénticos los dos grupos de tamaiio 15 y 26 obtenidos con k = 3. Las UAs
se consideran muy diversas para ser clasificadas en dos grupos, por esa razén no
se considerd k = 2.

Agrupacion 3: area de Ciencias Sociales. La UCR tiene sus carreras clasi-
ficadas en seis dreas de conocimiento: Artes y Letras, Ciencias Sociales, Cien-
cias Basicas, Ciencias Agroalimentarias, Salud y las Ingenierias. Un andlisis de
eficiencia relativa por drea, que cumpliera con las reglas empiricas de la sec-
cién [3.1] fue posible sélo para el drea de Ciencias Sociales que incluye n = 18
UAs.

3 Indicadores

Para medir la eficiencia relativa de las UAs en las tres actividades fundamentales
que realizan: docencia, investigacion y accién social se hizo una revision de la
literatura y una identificacion de la informacién disponible para todas ellas. Esto
permiti6 obtener tres indicadores de entrada: ndmero de plazas docentes (NPD),
nimero de plazas administrativas y de apoyo académico (NPA) y el gasto real
(GR). Ademés de tres indicadores de salida: ntimero de estudiantes graduados
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(NEG), nimero de plazas docentes dedicadas a la investigacién y la accién social
(CDI), asi como el nimero de créditos-estudiante (CRE). (La UCR no cuenta
con otros posibles indicadores como nimero anual de publicaciones por UA y
tampoco existe un indice de actividad en Accién Social.) Para cada indicador, el
dato utilizado es un promedio de cinco afios que comprende del 2009 al 2013.

3.1 Relacion entre el nimero de unidades académicas y el niimero
de indicadores

En la literatura de DEA ha sido ampliamente reportado que el nimero de unidades
de decision debe ser mayor que la combinacién del ndimero de entradas (m) y el
nimero de salidas (). Diferentes autores han sugerido reglas empiricas para que
los modelos de DEA discriminen verdaderamente entre UAs eficientes e inefi-
cientes; tres de ellas han sido propuestas por Golany & Roll (1989) [[14], Bowlin
(1998) [8] y Dyson et al. (2001) [11]: n > 2(m+7),n > 3(m+7r)yn > 2mr,
respectivamente.

Recordar que de acuerdo al proceso formativo los grupos son de tamafio
ny = 13, ng = 15 yng = 17. Con estos tamafiosy m = r = 3y m =
3y r = 2 (para el andlisis de sensibilidad) se tiene el cumplimiento de estas
reglas empiricas como se muestra en la Tabla[I] Puede notarse en la tabla de la
izquierda que con m = r = 3 s6lo se cumple la regla de Golany & Roll. Y para
el caso m = 3, r = 2 s6lo se incumple la regla de Bowlin en el caso del grupo
formativo 1 (n = 13).

Tabla 1: Relacion entre el nimero de unidades académicas y el nimero de indicadores.

n | 2(m+r) 3(m+r) 2mr n | 2(m+r) 3(m+r) 2mr
13 v X X 13 v X v
15 v X X 15 v v v
17 v X X 17 v v v

Noétese que para los tamafios de los grupos en la agrupacién 2 (conglomera-
dos por tamafo) y en la agrupacién 3 (drea de Ciencias Sociales), se cumplen las
tres reglas.

4 Modelos matematicos para DEA
El modelo propuesto por Charnes & Cooper (1962) [9] se formula, en su version

orientado a salidas, como se describe a continuacidn. El modelo original asume
rendimientos constantes de escala. (En la seccién se presenta el modelo con
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320 I. CASTILLO — G. MARIN

rendimientos variables). Sean n las UAs que se van a analizar, m el niimero de
indicadores de entrada (inputs) y r el nimero de indicadores de salida (outputs),
xj; la cantidad del recurso j que consume la unidad ¢ y sea y;; la cantidad del
recurso k que produce la unidad ¢. El objetivo es minimizar, para cada UA i el
cociente (I)), donde las v; y las uy, son las variables o pesos que el modelo le
asigna a cada indicador.

D1 Vi

J . (1)
Zk:1 UkYEki

Sin embargo, este problema, sin restricciones, tendria la solucién trivial cero.
Por esta razén y porque DEA mide eficiencia relativa, se agregan las restric-

ciones (2).

D0l Ui

>1,1=1,...,n. )
22:1 Uk YEki

De tal manera que se resuelven n problemas de la forma descrita en (3).

Min 21 VjTjo
2221 UkYko
Sujeta a
Doty Ui
22:1 UkYki
Uj Z OVj,uk Z 0 Vk.

3)

L,i=1,...,n.

El subindice “0" en el modelo refiere a la UA que estd siendo evaluada. Este
problema de programacién no lineal, puede verse como uno de programacion
fraccional lineal y tiene muiltiples soluciones 6ptimas. Sea v = (vy, vo, . . ., vm)t
€ R yu = (ur,u,... ,ur)t € R’.. Como claramente lo indican Seiford &
Thrall (1990) [17], si una solucién (v, ux) es Optima, también lo es (av*, aux),
para o > 0. Es posible definir una clase de equivalencia que particione el con-
junto de soluciones factibles en clases de equivalencia. La transformacién de-
sarrollada por Charnes & Cooper (1962) [9] toma la solucién (v,u) de cada
clase de equivalencia que resuelve que el denominador es 1, es decir, en no-
tacion vectorial u'y, = 1, donde v; = (y1i,¥2i,---,¥yri)'. Haciendo z; =
(@14, T2y - - -, Tmi)', el modelo (3)) se puede reescribir como en (@) con los datos
transformados y en notacién vectorial.
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Min,, 'z,
Sujeta a

w'yo =1, )
Vta:i—,utyizo, 1=1,...,n.
v>0,u>0.

El problema (@) tiene un problema dual asociado que se puede escribir como

en (B):

Max¢7,\ ¢

Sujeta a

n
Zﬂsz‘)\i < Zjo, j=1,...,m.
=1 )

n

¢yko—zykz‘>\i <0, k=1,...,r
i=1

A; > 0Vi, ¢ libre.

Asi, una UA es ineficiente si ¢* < 1y eficiente si ¢* = 1. Por tanto, todas
las UAs eficientes se sitian en la frontera. Sin embargo, una UA puede situarse
en la frontera (¢* = 1) y no ser eficiente. Las restricciones en el modelo
conducen a la eficiencia en el punto (xg, yo) para un A* éptimo cuando éstas se
cumplen con igualdad, es decir, xg = xA* y yo = yA". Una UA ineficiente
puede llegar a ser mds eficiente cuando se proyecta sobre la frontera.

DEA indica, para las UAs ineficientes, el conjunto de UAs con las que debe
compararse. Los precios sombra, o lambdas multiplicados por los recursos (o
indicadores de entrada) de estas UAs dan el nivel ideal (en el sentido de eficien-
cia) del recurso.

4.1 Modelo matematico con rendimientos variables de escala

El modelo con rendimientos variables de escala (VRS, por sus siglas en inglés)
es el apropiado para estudios de eficiencia relativa en el sector de la educacién
superior, segtin Avkiran (2006) [4] y Becerril et al. (2012) [[7]. Se us6 ademads, el
modelo orientado a salidas, que segin Becerril et al. (2012) [7], responde a las
preguntas: ;cudnto se puede aumentar la salida sin alterar la cantidad en las en-
tradas? y ;es posible incrementar alguna salida sin incrementar ninguna entrada
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322 I. CASTILLO — G. MARIN

y sin disminuir ninguna otra salida? (en caso afirmativo, la unidad no podria ser
caracterizada como eficiente). Dicho de otra manera, ;es posible aumentar el
nimero de graduados sin incrementar el nimero de plazas docentes ni el gasto
real? o jes posible incrementar los créditos-estudiante sin disminuir el ndmero
de estudiantes graduados ni aumentar ningtin indicador de entrada?

El modelo () supone rendimientos constantes a escala, en cuyo caso las me-
didas de eficiencia orientadas a entradasﬂy orientadas a salidas son equivalentes
(Fare & Lovell, 1978) [[12]. Sin embargo, no es razonable pensar que las UAs
de una universidad operen de esta manera, es decir, que si se aumenta el nimero
de plazas docentes en un 10%, también se aumente el nimero de graduados en
un 10%. Por este motivo, Banker, Charnes y Cooper (1984) [5] plantean un
modelo que supone rendimientos variables a escala, lo que permite calcular efi-
ciencias de escala. Para ello, se debe incorporar la restriccién e‘\ = 1 (donde
e=(1,1,...,1)" € R") en el modelo (3)), obteniendo:

Max¢7,\ ¢

Sujeta a

n
Zxﬁ)‘i < Zjo, j=1,...,m.
i=1

n (6)
PYko — Zym‘/\i <0, k=1,...,r.

i=1
eth=1
A >0, ¢ libre.

Analiticamente, la restriccién e!\ = 1 hace que la frontera eficiente de posi-
bilidades conste de segmentos que unen los puntos extremos. De esta forma,
se consigue una medida de eficiencia técnica “puraA’A” (sin eficiencias de es-
cala). Sin embargo, las medidas de eficiencia de escala obtenidas mediante este
procedimiento no indican cudndo una UA opera con rendimientos crecientes o
decrecientes. Por lo que se plantea un modelo que no permite rendimientos cre-
cientes; esto se logra con la restriccién eth < 1:

'Este es el modelo (3 con el cociente en la funcién objetivo invertido y los cambios respectivos
en el resto del modelo.
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Maxgy \ ¢

Sujeta a

n
Zl‘jMi < Zjo, j=1,...,m.
i=1 § N
¢yko—2yki)\i <0, k=1,...,n

i=1
et <1
A >0, ¢ libre.

Para analizar las eficiencias de escala de una UA particular se deben com-
parar las medidas de eficiencia técnica obtenidas mediante la implementacién
de los modelos (), en el que se suponen rendimientos a escala variables, y (7)),
en el que Unicamente se permiten rendimientos decrecientes a escala. Asi, si
Déng OVvrs Y @hrg son los valores 6ptimos de los problemas (3), @) y (7).
respectivamente, se tiene que ¢ppg < @y pg- Y Sl @) pg = @ppg entonces la
UA considerada presenta rendimientos decrecientes a escala, en caso contrario,
rendimientos crecientes.

.
La eficiencia de escala estd dada por el cociente zf—RS.
VRS

4.2 Normalizacion de los datos

La aplicacién del modelo () se hizo con los indicadores descritos en la seccién[3]
Por ejemplo, para una UA el modelo qued6 como se muestra en (8). Note que
(w13, w20, 23:) = (NPDi, NPA;, GR;) y (y1i, Y2, y3i) = (CRE;, NEG;, CDIL;).

Miny, 1, 1, 46.57v1 + 7.8v9 + 84010320813
Sujeta a
35765.7u1 + 391.8u2 + 1.7325u3 = 1,
T1V1 + Toive + T3V — Yk — Y2ipe — Ysips > 0, 1 =1,...,13.
V1, V2, V3, Ji1, M2, i3 2> 0.

®)

Debido a que los cédlculos son realizados en aritmética de punto flotante, es-
tan sujetos al error de redondeo. Estos errores tienden a ser menos significativos
cuando los coeficientes en @) y (8) tienen aproximadamente la misma magnitud,
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324 I. CASTILLO — G. MARIN

lo cual no se cumplia en este caso. Esto implicaba que al resolver el problema,
s6lo una de las variables relacionada a los indicadores de entrada y una a los
indicadores de salida daba distinto de cero. Esta es una de las “trampas" que
seflalan Dyson et al. (2001) [[11]], pues para efectos practicos, los indicadores
relacionados a los pesos de cero, no estdn siendo considerados en la evaluacién
del desempeifio. La inclusién de restricciones en los pesos tiene que estar bien
justificada, lo cual no era viable en este contexto, por lo que se aplicé inicial-
mente la transformacion que reporta Chvatal (1983) [[10], Ia cual consiste en

encontrar factores de escala r;, ¢« = 0,...,n (un factor por restriccion) y s;,
j = 1,...,m + r (un factor por variable) y transformar el modelo (§)) en el
modelo (9).

Miny, 1y v 46.57s10/) + 7.85905 + 8401032085314
Sujeta a
ro - 35765.7sapt) + 1o - 391855415 + 10 - 1.73255615 = 70,

/ ! /
Ti - X13S1V] + T - X282V + 14 - X3;S3V3

©))

— T Y1iSapl — T - Y2Ssiy — i Ysiseps > 0, i =1,...,13.

N Y
Vi, Vo, V3y 1, My K3 > 0.

El sistema de ecuaciones en (9) se dice equilibrado si 0.1 < max;|r;z;;s;| <
1 Viy 0.1 < max;|rzjis;] < 1 Vj. Estas desigualdades deben ser validas
también para y;;. En la experimentacion realizada usando el Solver de Excel,
este tipo de transformacién no resolvié el problema.

Otra transformacién de los datos con la que se prob6 fue la encontrada en
Sarkis (2006) [16]]. Primero se obtienen los promedios, como en (I0).

D i1 Tji Y Yk
n

T = ,parajzl,...,m;yk:T,parak: ey T

Luego se hace la transformacion &;; = 2 y §);; = % Vi, Vj.
., .z J
Esta transformacién no resolvié el probfema de pesos cero en las pruebas
realizadas con el Solver, pero en OSDEA [15], la herramienta computacional

usada para resolver los problemas, si se obtuvieron resultados satisfactorios.

5 Resultados

La aplicacion de los modelos (B), (6) y se hizo en cuatro corridas, como se
muestra en la figura[I] En la primera corrida se usaron los seis indicadores y en
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las otras tres se deja de considerar uno de los indicadores de salida para medir la
sensibilidad de la UA a ese indicador.

Indicadores de entrada Indicadores de salida

v v v v v v

Modelo 1 Si Si Si Si Si Si

Modelo 2 Si Si Si

Modelo 3 Si Si Si

Modelo 4 Si Si Si

Figura 1: Modelos aplicados a cada agrupacion.

Es imposible presentar los resultados para todas las UAs y todos los modelos.
Por lo tanto, se presentan primero resultados de los cuatro modelos sélo para
dos unidades académicas, las cuales presentan ineficiencia solo en uno de ellos.
Los resultados de la Tabla [2] pueden interpretarse como que estas UAs basan
su eficiencia principalmente en el indicador de salida que no se considera en el
modelo, es decir, la UA del grupo formativo 2 basa su eficiencia en el nimero de
créditos y la UA del grupo formativo 3 la basa en el indicador ndmero de plazas
docentes dedicadas a la investigacién y la accién social.

Tabla 2: Dos UAs representativas.

UA pertenece a | ¢vrs, @VRS, @PVRS; PVRS,
Grupo formativo 2 1 0.65 1 1

Grupo formativo 3 1 1 1 0.53

A continuacidn se presentan los resultados de eficiencia técnica y de escala
s6lo para el modelo 1 (por ser el que considera todos los indicadores de entrada
y salida) y para la agrupacién por proceso formativo.

En la Tabla [3] se muestran los resultados para el grupo formativo 1. Se ob-
servaque las UAs 1, 5, 7,9 y 13 son ineficientes de acuerdo al modelo VRS. Pero
de estas UAs, s6lo la 1, junto con la 6 y la 10 tienen ineficiencias de escala y las
UAs 1, 8 y 10 tienen rendimientos crecientes. Solo para este grupo se muestran
los resultados del grupo de pares (peer group) en la Tabla[d] Note que una UA
con ineficincia técnica puede tener una buena eficiencia de escala.
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326 I. CASTILLO — G. MARIN

Por otro lado, en el grupo formativo 2, Tabla [5] se puede ver que las UAs
1, 3, 6 y 12 son ineficientes de acuerdo al modelo VRS. Las UAs 3, 6, 12y 13
tienen ineficiencias de escala y la 5, 10 y 13 tienen rendimientos crecientes.

Finalmente, en el grupo formativo 3, Tabla@ son ineficientes las UAs 2, 3, 4,
5,7,10, 13 y 17. Se observa también que las UAs 4 y 12 tienen ineficiencias de
escala; mientras que la 2, 4, 10, 11 y 16 tienen rendimientos crecientes. Las UAs
5, 13y 17 operan con una escala eficiente, pero tienen ineficiencia estrictamente
técnica.

Tabla 3: Resultados para el grupo formativo 1. Modelo 1.

UA | ¢crs @vRs Zﬁ%ﬁ ¢prs | UA | ¢crs PvRs iggg ®DRS
1 0.35 0.44 0.80 0.35 8 0.93 1 0.93 0.93
2 1 1 1 1 9 0.89 0.93 0.96 0.93
3 1 1 1 1 10 0.76 1 0.76 0.76
4 1 1 1 1 11 1 1 1 1
5 0.87 0.89 0.97 0.89 12 1 1 1 1
6 0.67 1 0.67 1 13 0.65 0.66 0.98 0.65
7 0.71 0.73 0.97 0.73

Tabla 4: Grupo de pares para las UAs ineficientes del grupo formativo 1.

UA Pares )\2 )\3 )\4 )\6 )\8 )\11
1 3y4 0.06 0.94
5 12,3,4y11 0.04 0.08 0.65 0.24
7 2,4y 11 0.19 0.69 0.12
9 2,6y11 0.04 0.01 0.95
13 | 2,4,8y11 0.04 0.10 0.24 0.63
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Tabla 5: Resultados para el grupo formativo 2. Modelo 1.

UA | dors dvrs S92 ¢prs | UA | dors dvms S55 ¢prs
1 083 098 0.85 098 9 1 1 1 1
2 0.82 1 0.82 1 10 | 0.84 1 0.84 0.84
3 062 081 0.77 0.81 11 | 0.99 1 0.99 1
4 1 1 1 1 12 | 036 0.64 055 0.64
5 0.94 1 094 094 13 | 0.66 1 0.66  0.66
6 0.67 0.88 0.76  0.88 14 1 1 1 1
7 1 1 1 1 15 1 1 1 1
8 1 1 1 1

Tabla 6: Resultados para el grupo formativo 3. Modelo 1.

UA | ¢ors dvrs S92 dprs | UA | dors dvrs 5925 ¢prs
1 1 1 1 1 10 | 0.65 070 094 0.65
2 093 09 097 093 11 | 0.80 1 0.80  0.80
3 073 080 091 0.80 12 | 0.58 1 0.58 1
4 049 066 0.73 049 13 | 0.86 0.86 1 0.86
5 076  0.76 1 0.76 14 1 1 1 1
6 1 1 1 1 15 | 0.84 1 0.84 1
7 042 042 099 042 16 | 091 1 0.91 0.91
8 1 1 1 1 17 | 093  0.93 1 0.93
9 1 1 1 1
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6 Conclusiones

El uso de DEA se considera apropiado para el problema presentado. Los resulta-
dos fueron socializados con los directores de las UAs quienes mostraron interés
y apreciaron la utilidad del estudio para asistirles en la toma de decisiones y en
la mejora de la gestion de su UA. En los casos de UAs ineficientes, se les com-
partieron los resultados sobre el aumento potencial que debe tener la UA en un
indicador de salida para asi lograr ser eficiente.

Algunos de los directores hicieron sugerencias respecto del uso de algu-
nas variables adicionales o alternativas para el andlisis. El uso de DEA re-
quirié de varias iteraciones no solo para lograr las variables idéneas sino tam-
bién para determinar los diferentes modelos a usar. No hay forma de saber cudl
es el mejor, sino ofrecer a los directores las diferentes visiones para que ellos
como tomadores de decision interpreten la situacién reflejada por los distintos
modelos.
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