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Resumen

Keimel introdujo en [5], la nocién de proyectabilidad en la clase de anillos reticula-
dos y f-anillos. Aqui introducimos una nocién similar olvidando la estructura reticular
y de orden, e interpretando la perpendicularidad mediante la estructura multiplicativa
del anillo (en la clase de anillos reducidos). Esta nocién resulta coincidir con la que
define la clase de PP-anillos y se relaciona también con la compacidad del espacio de
ideales primos minimales y los anillos de Baer débil.
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Abstract

Keimel introduced the notion of proyectability in the class of lattice-ordered rings
and f-rings in [5]. Here we introduce a similar notion forgeting the lattice and ordered
structure of the ring and interpretating the orthogonality within the multiplicative
structure (in the class of reduced rings). This notion turns out to be equivalent to the
one defining the class of PP-rings and it is related to the compactness of the space of
the minimal primes ideals and to the class of weak Baer rings.
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1 Introduccion

Aqui introducimos una nocién, inspirados en la proyectabilidad en los f-anillos y que
llamamos separabilidad en la clase de anillos reducidos. Esta propiedad es evidentemente
de primer orden. Por otro lado existe en [7], una nocién que resulta evidentemente parecida
a la anterior y que determina la clase de PP-anillos. En el articulo de [7], los PP-anillos se
estudian en relacién con los anillos de funciones continuas a valores reales. En [2], la nocién
de proyectabilidad se estudia también en relaciéon con los anillos de funciones continuas a
valores reales y gracias a estos dos trabajos, se observa que las nociones coinciden en la
clase de anillos de funciones continuas a valores reales. La nocién de PP-anillo no es a
primera vista de primer orden, pues se enuncia con axiomas que involucran proyectabilidad
de médulos principales. El autor pensé que la teoria elemental de la clase de PP-anillos
podria estar vinculada con la teoria de los anillos separables. Esto resulta ser verdadero,
pero en realidad se deduce que la clase de PP-anillos es de primer orden y por tanto,
coincide con la clase de anillos separables. Esto es lo que constituye esencialmente la
segunda seccion de este trabajo.

En la tercera y ultima seccion, se estudia la representacién de los anillos separables
como anillos de secciones continuas de haces Hausdorff sobre espacios que resultan ser
compactos (y booleanos). En [9], el autor menciona bajo la éptica de los PP-anillos, que
esta representacion es posible. Sin embargo, la demostracién que aqui se da de este hecho,
nos permite realizar que precisamente la representacion se da sélo en el caso en que el
espacio de ideales primos minimales sea compacto, agregando una condicién “natural”
sobre los idempotentes. Esto nos lleva a ligar el concepto de separabilidad con los anillos
que son estudiados en [3]. La condicién “natural” en los idempotentes es en su esencia, la
condicién de Baer débil estudiada en [8].

2 Anillos separables y axiomatizacion elemental de PP-anillos

A continuacién todos los anillos serdn conmutativos y con unidad. En [7] se menciona la
nocién de PP-anillo, que pide que todo ideal principal sea un moédulo proyectivo sobre él
mismo.

Definicién 2.1 Un anillo R se dice ser un PP-anillo si para todo a € R se tiene que (a)
es un R-mddulo proyectivo.

Se puede probar el siguiente hecho, que precisa una axiomatizaciéon de segundo orden
de esta clase de anillos.

Hecho 2.2 Un anillo R es un PP-anillo si y solo si para todo a € R, existe un isomorfismo
que hace cierta la asercion siguiente: (a) ® Ann(a) = R.

Demostracién: (<): Si existe tal isomorfismo entonces (a) es el sumando de un R-
médulo libre y por tanto (a) es un R-mdédulo proyectivo.
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(=): Consideremos la siguiente sucesién:
0 — Ann(a) — R % (a) — 0,

en donde ¢: R — (a),r — ra es evidentemente un homomorfismo de R-mddulos sobreyec-
tivos. Claramente Ann(a) = ker(p) y por tanto la sucesién corta es exacta. Como el
R-médulo (a) es proyectivo, entonces la sucesion se escinde y por tanto R 2 Ann(a) @ (a).

|
Un elemento tedrico importante para estudiar la estructura elemental de la clase de
PP-anillos, es la siguiente proposicién:

Proposicion 2.3 La clase de PP-anillos es cerrada por ultraproductos.

Demostracién: Sea (A;);cr una clase de PP-anillos, D un ultrafiltro sobre el conjunto I
y A=1]l;c; Ai/D. Un elemento o € A es de la forma a = (a;)ic;/D. Como cada A; es un
PP-anillo, entonces existe un isomorfismo ¢;: A4; — Ann(a;) @ (a;), para todo ¢ € I. Por
tanto

dado por cp((a,-),-ej) = ((wi(ai))iel, ((p,-(ai))ie]> es un isomorfismo en donde se declara
que ¢;(a) = (¢i(a), p;(a)) para todo a € A4; y para todo i € I. Poniendo

P HAZ-/D — (HAnn(aﬁ/D) ) <H(a,)/D) ,
i€l iel iel
dado por medio de

¢((ai)ier/D) = ((W(ai))iel/p’ (‘vpi(“i))ieI/D)'

Se ve claramente que ¢ es un isomorfismo. Ahora observe que se tienen los dos hechos
siguientes:

Amn(a) = Ann((a)ier /D) = {b€ ey Ai/D:b-a =0}
- {(bi)ieI/D {iel:bja; =0} e D}
- {(bi)ig/D {iel:beAnn(m)}e D}
= HAnn(ai) /D:
(@) = {bellic;Ai/D: existe ¢ € [[;c; 4i/D tal que b = ca}
- {(b,-)ief/D : existe (ci)ies € [Liey As tal que {i € I : b; = cia;} € D}
- {(bi)ief/D ficl:be(m))e D}
- H(ai)/D.
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Entonces por estos dos hechos lo que tenemos es que:

P: HA,/D — Ann(a) @ («)
1€l

es un isomorfismo y por tanto deducimos que [[;.; A;/D es un PP-anillo. -

La siguiente proposicién es un primer intento de cuestionamiento sobre la naturaleza
de la clase de PP-anillos que no resulta nada patolégica.

Proposicion 2.4 La clase de PP-anillos es cerrada por isomorfismos.

Demostracion: Sea ¢: A — B un isomorfismo de anillos y supongamos que B es un
PP-anillo. Vamos a ver que A también es un PP-anillo. Sea a € A. Entonces p(a) € B.
Existe un isomorfismo ¢: B — ((a)) ; ® Annp(p(a)).

Entonces 1 o ¢: A — (go(a))B ® Anng(p(a)) es un isomorfismo. Estd claro que

(go(a))B C B y por medio de ¢! se tiene (go(a))B — (a)a, b-¢(a) — o 1b) - a un
isomorfismo. También se tiene que ¢~': Annp(p(a)) — Anna(a) es un isomorfismo en
vista de que b-¢(a) = 0siy solosi p~!(b)-a = 0. Entonces ¢ loypop: A — (a)4@Anna(a)

es un isomorfismo; lo que prueba que A es un PP-anillo. -

Por resultados conocidos en légicas de primer orden, para decidir o no si la clase de
PP-anillos es una clase elemental, bastaria por medio de la proposiciéon anterior indagar
si dicha clase es cerrada por equivalencia elemental. Esto se realizard oportunamente por
medio de las subestructuras elementales. La nocién que introducimos a continuacion, es
similar a la de PP-anillos y proviene de los anillos reticulados y en la cual, la polar y bipolar
se interpretan (en la clase de anillos reducidos) usando tnicamente la estructura de anillo
y sin tomar en cuenta la relacién de orden parcial existente en los anillos reticulados.

Definicién 2.5 Un anillo A es separable si A = Ann(a) + Ann(Ann(a)), para todo
acA.

Observe que la nociéon de separabilidad es de primer orden en el lenguaje de anillos
£ ={0,1,4,-} pues que un anillo A sea separable equivale a que:

Ak VaVb(EIcEId(b —c+dAca=0AVelae =0 — de = 0))).

Notemos también que si un anillo A es separable y reducido (i.e.: sin elementos nilpotentes
no cero) entonces A = Ann(a) & Ann(Ann(a)) para todo a € A pues si ¢ € Ann(a) N
Ann(Ann(a)) entonces ¢ = 0 y por tanto ¢ = 0.

También se tiene que (a) € Ann(Ann(a)) pues si vy € (a) entonces v = ca para algin
c € Ay~ € Ann(Ann(a)) quiere decir que yd = 0 para todo d € Ann(a), lo que es evidente
en vista de la forma que tiene . Ahora, no necesariamente (a) = Ann(Ann(a)) pues si
A =7,y tomando (2) € Ann(Ann(2)) = Ann({0}) = Z. En realidad este contracjemplo
es cierto independientemente del anillo integro que se tome. Si hubiera sido cierto que
(a) = Ann(Ann(a)), entonces todo anillo separable seria un PP-anillo. No obstante se
tiene:
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Proposicion 2.6 Sea A un anillo conmutativo con unidad y reducido. Si A es separable
entonces A es un PP-anillo.

Demostracién: Sea a € A. Lo que tenemos es que A = Ann(a) ® Ann(Ann(a)). Como
1 € A entonces 1 = ¢(a) + d(a) con c¢(a) € Ann(a) y d(a) € Ann(Ann(a)). Claramente se
tiene que (d(a)) € Ann(Ann(a)). Por otro lado si b € Ann(Ann(a)) entonces b=b-1 =
b (c(a) +d(a)) =b-c(a)+b-d(a) =0+b-d(a) =b-d(a) y por tanto b € (d(a)). Esto
nos muestra que Ann(Ann(a)) = (d(a)).

Consideremos ahora ¢: (d(a)) — (a), b-d(a) — b-a. Debemos ver que ¢ estd bien
definido, es decir; si by -d(a) = by-d(a) para algunos by, by € A entonces by-d(a)-a = be-d(a)-a
y luego by-a = by-a pues a = a-1 = a-(c(a)+d(a)) = a-c(a)+a-d(a) = 0+a-d(a) = a-d(a).
Consecuentemente ¢ estd bien definido. Evidentemente ¢ perserva la estructura de A-
médulo de (d(a)) y de (a). Claramente ¢ es sobreyectiva. Veamos ahora que ¢ es inyectiva:
sea v € (d(a)) tal que ¢(y) = 0. Se tiene que y =b-d(a) con b€ Ay b-a = 0. Esto nos
dice que b € Ann(a) y como d(a) € Ann(Ann(a)) entonces b - d(a) = 0, es decir v = 0.

Esto nos muestra que ¢ es biyectiva y por tanto existe un isomorfismo de A-mddulos
que hace Ann(Ann(a)) = (a). Por tanto A = Ann(a) & Ann(Ann(a)) = Ann(a) @ (a) y
esto quiere decir precisamente que A es un PP-anillo. -

En vista de indagar mas sobre la elementaridad de la clase de PP-anillos, mejoramos
la presentacién del hecho 2.2 a la siguiente proposicion:

Proposicion 2.7 Sea A un anillo cualquiera. Entonces son equivalentes:
(i) A es un PP-anillo,
(i1) para todo a € A, existe ¢ un isomorfismo de A-mddulos tal que A = (a) @ Ann(a),

(111) para todo a € A, se tiene que A = C @ Ann(a) y existe ¢ un isomorfismo de A-
mddulos tal que ¢: (a) — C.

Demostracién: (i) = (iii): Sea a € A. Se tiene que (a) es un A-médulo proyectivo.
Consideremos la siguiente sucesion 0 — Ann(a) — A — (a) — 0 en donde ¢: A —
(a), r — ra. Claramente ¢ es un homomorfismo de A-mdédulos que es sobreyectivo.
Evidentemente ker(p) = Ann(a) = im(7). Entonces dicha sucesién es exacta y por ser
(a) un A-médulo proyectivo, dicha sucesién se escinde. Sea s una seccién de ¢, es decir
s: (a) — A un homomorfismo de A-médulos tal que p o s = id(,). Tomando C' = im(s) se
sabe que A = Ann(a) @ C' y claramente s es inyectiva y por tanto C' es isomorfo a (a).

(iii) = (ii): Es evidente pues basta tomar ¢ el isomorfismo dado por ¥ @ idsnn(a)-

(ii) = (i): Ya fue mostrado anteriormente.

Proposiciéon 2.8 Si B es un PP-anillo y A< B entonces A es un PP-anillo.
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Demostraciéon: Sea A un anillo cualquiera y sea B un PP-anillo tal que A< B. Queremos
ver si A es también un PP-anillo. Sea a € A y entonces considerando a € B se tiene que
B = C @ Anng(a) y que existe ¢ un isomorfismo de B-médulos tal que ¢: (a)p — C.
Ahora se tiene que C = im(y) = {¢(ra) : r € B} = {r-(a) : v € B} = (¢(a))B.
Entonces B = (¢/(a)) , ® Anngp(a).

Veamos ahora que Anng(v(a)) = Annp(a). Sea r € B tal que r € Anng(¢(a)),
entonces -1 (a) = 0y esto implica que ¥(ra) = 0. Como % es inyectivo entonces ra = 0y
por tanto 7 € Anng(a). Entonces se tiene que Anng(¢(a)) C Annp(a). Ahora sea r € B
tal que r € Anng(a), es decir ra = 0. Al aplicar 1 se obtiene que 9(ra) = ¥(0) =0y
por tanto 7 - ¥ (a) = 0; es decir r € Annpg(¢(a)). Entonces Anng(a) € Anng(¢(a)) y por
tanto la igualdad.

Entonces lo que se tiene es que B = (¢(a))B ® Annp(a) y Anng(¥(a)) = Annp(a).
Esto se puede decir mediante una férmula de primer orden que es la siguiente:

B = VxEI!yEI!z(x =y+zAye (Y(a) Az—a=0AAmg(Y(a)) = AnnB(a)),
o lo que es lo mismo:
B )szEI!yEI!z(x:y—l-z/\Elw(y:w-i/)(a)) /\z-azO/\Vt(t'zﬁ(a):0<—>t'a:0)>.
En realidad esto prueba que:
B)zEIéVa;EI!yEI!z(a::y—i—z/\EIw(y:w'é)/\z'a:O/\Vt(t-5:0<—>t-a:0)>.
Ahora ya solo tenemos parametros en A y como A< B entonce se tiene que:
A}:EI(WmEI!yEI!Z(m:y—l—z/\EIw(y:w-é)Az-azOAVt(t-ézOHt-QZO)).
Tomemos § € A tal que:
A)szEI!yEI!z(:E:y+z/\5|w(y:w-5)Az'azo/\Vt(t-5:0<—>t'a:0)>.

Esto lo que quiere decir es que A = (d)4 @ Anna(a) y Anny(d) = Anny(a). Ahora se
define p: (§)a — (a)4 mediante p(rd) = ra para todo r € A. Primero veamos que p estd
bien definido pues podria ser que r10 = rod para algunos r1,79 € A. Pero en este caso
(ri —re)d = 0y por tanto 11 — 79 € Ann(d) = Ann(a); es decir rja = raa. Se prueba
similarmente que p es inyectivo. Claramente p es sobreyectivo y un homomorfismo de
A-médulos. Entonces p es un isomorfismo de A-mdédulos.

Por tanto A = C' @& Anng(a) con p: C — (a)4 un isomorfismo de A-mddulos. Como
esto es vélido para todo a € A se tiene que A es un PP-anillo. -

Es conocido que una clase de estructuras es elemental si y solo si dicha clase es cerrada
por ultraproductos y por equivalencia elemental. Debido al resultado de Keisler-Shelah
que caracteriza la equivalencia elemental de dos estructuras en relaciéon a un isomorfismo
de ultrapotencias de las estructuras originales, se tiene que la proposicién anterior junto
con la proposicién 2.3, conlleva al resultado siguiente:
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Proposicion 2.9 La clase de PP-anillos es elemental en el lenguaje de anillos. -

De hecho la demostracion de la proposicién 2.8 contiene una férmula de primer orden
que axiomatiza la clase de PP-anillos y que estd dada por

VaEIéV:nEI!yEI!z(a::y—I—z/\EIw(y:w-5)Az-aZO/\Vt(t-cS:OHt-a:O)).

Es importante mencionar el hecho evidente de que para M un R-médulo y para M; y
M5 dos R-submdédulos definibles en el lenguaje de anillos por medio de férmulas o1 (x) y
@a(z), se tiene que M = My @& My si y solo si M = VaIlyIlz(z =y + 2 A pi(y) A pa(2)).
Basta con recordar que M = My @& M, equivale a que M = M; + My y My N My = {0}.
Entonces lo anteriormente mencionado prueba que:

Proposicion 2.10 Sea A un anillo cualquiera. Entonces A es un PP-anillo si y solo si

A)zVaEI(Wa:EI!yEI!z(a::y—l—z/\EIw(y:w-é)Az-aZOAVt(t-5:0<—>t-a:0)>.

El hecho de poder exhibir y comprender mejor la estructura de los PP-anillos permite
probar el siguiente hecho:

Proposicion 2.11 Si A es un PP-anillo con unidad entonces A es separable.

Demostraciéon: Como A es un PP-anillo entonces A satisface la férmula de la proposicion
2.10. Entonces si a € A es cualquier elemento, sea 6 € A tal que A = (0) ® Ann(a) y
Ann(a) = Ann(d). Ahora escribamos 1 € A como 1 = c(a) + d(a) con c¢(a) € Ann(a) y
d(a) € (6). Entonces § | d(a) y por tanto (d(a)) C (9).

Veamos que Ann(Ann(a)) C (d(a)). Sea = € A con z € Ann(Ann(a)), es decir z-1 =0
para todo [ € A con l-a = 0. Como c(a) € Ann(a) entonces z - ¢(a) = 0 y por tanto
z=xz-1=x-(c(a) +d(a)) = cla) +z-d(a) =0+z-d(a) = z-d(a). Lo que esto estd
probando es que = € (d(a)). Esto nos permite obtener que Ann(Ann(a)) C (d(a)) C (4).

Ahora vamos a demostrar que (§) C Ann(Ann(a)). Sea x € (), es decir x = r -0
con r € A. Queremos ver que z € Ann(Ann(a)), entonces consideremos [ € A tal que
[ € Ann(a), es decir [ € Ann(d) y por tanto [ - § = 0. Ahora xz -1 = (rd) -l =1r-(dl) =
r-(10) =7-0=0. Esto lo que estd probando es que z € Ann(l) para todo | € Ann(a); es
decir x € Ann(Ann(a)).

Con esta tltima afirmacién se tiene que (§) = (d(a)) = Ann(Ann(a)) lo que a su vez
permite concluir que A = Ann(a) ® Ann(Ann(a)) para todo a € A. -

Podemos resumir las proposiciones 2.6 y 2.11 mediante el teorema siguiente:

Teorema 2.12 Si A es un anillo conmutativo, reducido y con unidad entonces A es se-
parable si y solo si A es un PP-anillo. -

Observemos que este teorema da otra caracterizacion elemental de la clase de PP-
anillos que no era del todo obvia.
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3 Anillos separables y anillos de Baer

En esta seccién, se demuestra que los anillos separables o PP-anillos se representan por
medio de secciones continuas de haces Haussdorff de anillos integros. Este resultado en si
no es original pues se menciona en [9], pero la demostracién que aqui se presenta, permite
relacionar estos anillos con la compacidad del espacio de ideales primos minimales (anillos
de Henriksen-Jerison) y con los anillos de Baer y de Baer débil.

La representacion se efectiia sobre el espacio de ideales primos minimales que ha sido
ampliamente estudiado. Tomamos como referencia el articulo [3]. Denotamos por m(A)
el conjunto de ideales primos minimales de un anillo A. A continuacién vamos a detallar
varios resultados de [3] que necesitamos en el desarrollo de la presente seccién. Se sabe que
(p:pem(A)} = ﬂpem = n(A) el conjunto de elementos nilpotentes de A. También
es cierto que un ideal prlmo p de A es minimal si y solo si para todo = € p, existe a € A\ p
tal que ax es nilpotente. En particular si A es un anillo reducido, un ideal primo p de A
es minimal si y solo si para todo x € p, existe a € A\ p tal que az = 0. Esto conlleva a
que si p es un ideal primo minimal entonces p = {J,¢ 4\, Ann(a).

Para S C A, se toma V(S) = {p € m(4) : S C p}. El conjunto de los V(a) =
{p € m(A) : a € p} para a € A es una base de cerrados para una topologia de m(A).
Para S C A si se toma Ann(S) = {a € A : a-S = 0}, en [3] logran probar en el
caso de un anillo reducido que V(Ann(a)) = m(A) \ V(a) para todo a € A. Denotamos
por D(a) = m(A)\ V(a) = {p € m(A) : a / g} para todo a € A. Entonces lo que
han probado es que {D(a) Ta € A} es una base de abiertos-cerrados para los abiertos
de m(A). Entonces m(A) es un espacio Haussdorff con una base de abiertos-cerrados.
Observe que esta topologia de m(A) es la topologia heredada de la topologia de Zariski de
Spec(A) = {p : p es un ideal primo de A}.

En [3] se dice que un anillo A satisface la condicién del anulador si para todo z,y € A
existe z € A tal que Ann(z) N Ann(y) = Ann(z). Ahi mismo se demuestra que esta
condicién es equivalente a que para todo z,y € A, existe z € A tal que V(z)NV (y) = V(2).
Siempre se tiene que V(z) U V(y) = V(zy). Los autores en [3] demuestran que para
un anillo reducido A, que el espacio m(A) sea compacto y que A satisfaga la condicién
del anulador, equivale a que el espacio m(A) es compacto y {V(a) ta € A} es una
base para los abiertos de m(A) y esto equivale también a que para todo x € A, existe
2’ € A tal que Ann(z) = Ann(Ann(z’)). Si un anillo A satisface alguna de las tres
condiciones equivalentes anteriores, nosotros diremos que el anillo A satisface la condicién
de Henriksen-Jerison o que es de Henriksen-Jerison.

La siguiente proposicién liga la seccién anterior con lo que previamente discutimos.

Proposiciéon 3.1 Sea A un anillo conmutativo, reducido y con unidad. Si A es separable
entonces A es de Henriksen-Jerison.

Demostracién: Sea a € A. Se sabe que 1 = ¢(a) + d(a) con c( ) € Ann(a) y d(a) €
Ann(Ann(a)). Bastarfa probar que Ann(Ann(c(a))) = Ann(a
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Sea o € Ann(Ann(c(a))); esto quiere decir que ay = 0 para todo y € Ann(c(a)). Como
c(a) € Ann(a) entonces a € Ann(c(a)) y esto permite concluir que aa = 0. Entonces se
tiene la inclusién Ann(Ann(c(a))) C Ann(a).

Sea ahora o € Ann(a). Tomemos y € Ann(c(a)) arbitrario, entonces y - ¢(a) = 0 lo
que permite concluir que y =y-1=1y- (c(a) +d(a)) =y-c(a) +y-d(a) =0+y-d(a) =
y - d(a). Entonces y € (d(a)) y como d(a) € Ann(Ann(c(a))) entonces se tiene que
(d(a)) € Ann(Ann(c(a))). Consecuentemente y € Ann(Ann(c(a))). Como a € Ann(a)
entonces y - « = 0. Esto quiere decir que -y = 0 para todo y € Ann(c(a)); es decir
o € Ann(Ann(c(a))). Hemos probado la inclusién Ann(a) C Ann(Ann(c(a))) y con esto
la igualdad. -

Como corolario de esta proposicién 3.1 y del teorema anteriormente mencionado de
[3], se tiene que:

Proposicion 3.2 Sea A un anillo reducido y con unidad. Si A es separable entonces
m(A) es compacto. -

La siguiente proposicion guarda en si una condicién interesante.

Proposiciéon 3.3 Sea A un anillo reducido y con unidad. Si A es separable entonces para
todo a € A existe un idempotente e € A tal que V(a) =V (e) y D(a) =V (1 —e).

Demostracién: Para a € A, existe c¢(a) € Ann(a) y d(a) € Ann(Ann(a)) tal que 1 =
c(a) +d(a). Se tiene que ¢(a) - d(a) = 0 y entonces c(a) = c¢(a) - 1 = c(a) - (c(a) + d(a)) =
c(a)?> + 0 = ¢(a)?® y también d(a) = d(a) - 1 = d(a) - (c(a) + d(a)) = 0+ d(a)? = d(a)*.
Entonces c¢(a) y d(a) son idempotentes de A.

Ahora probemos que V(a) = V(d(a)). Primero que todo, si p € m(4) es tal que
d(a) € p entonces a = a-d(a) € p. Ahora si p € m(A) es tal que a € p, como p es
minimal existe z € A\ p tal que ax = 0. Esto quiere decir que x € Ann(a) y como
d(a) € Ann(Ann(a)) entonces z - d(a) = 0 € p. Como x ¢ p entonces d(a) € p. Esto
prueba entonces que V(a) =V (d(a)).

Evidentemente D(a) = D(d(a)). Sea p € m(A) tal que a ¢ p. Entonces d(a) ¢ p
y como c(a) - d(a) = 0 € p se tiene forzosamente que c(a) € p. Ahora sea p € m(A)
tal que c(a) € p. Entonces d(a) ¢ p pues de lo contrario c¢(a) + d(a) = 1 € p que es una
contradiccién y por tanto a ¢ p. Esto prueba entonces que D(a) = V (c(a)) =V (1—d(a)).

|
Las proposiciones 3.1 y 3.3 las resumimos en lo siguiente:

Proposicion 3.4 Sea A un anillo reducido y con unidad. Si A es separable entonces
m(A) es compacto y para todo a € A existe un idempotente e € A tal que V(a) =V (e) y
D(a) =V (1 —e). -



104 JORGE I GUIER Rev.Mate. Teor. Aplic. (2006) 13(2)

Para un anillo A, sea X(A) = H—J A/p el espacio estrellado de A. Vamos a dotar
pEM(A)
a X(A) de una topologia y con este fin, introducimos la siguiente notacién. Para cada
a € A, consideremos a: m(A) — X(A) dada por a(p) = a + p para todo p € m(A). Ahora
tomemos en X(A) la topologia mas grande (0 mas débil) que hace todos los elementos de
{a:a € A} continuos. Es decir, sea U la topologia de X(A) definida por medio de:

U={0CX(A): a~1(O) es abierto en m(A), para todo a € A}

Ahora consideremos I'(m(A), X(A)) el conjunto de todas las secciones continuas de m(A)
en X(A). Es decir:

I'(m(A4),X(A)) = {s: m(A) — X(A) : s es una seccién continua }.

Recordemos que s: m(A) — X(A) es una seccion si existe t: X(A) — m(A) una funcién
tal que t o s = idx(4), 0 equivalentemente si s(p) € A/p para todo p € m(4).

Se nos hace necesario probar algunos resultados que enunciamos a continuacién:

Lema 3.5 Para cualquier anillo A, si s € I'(m(A),X(A)) entonces

[s=0] ={pem(4):s(p) =0+p}
es un abierto y cerrado de m(A).

Demostracién: Como s y 0 son continuas, entonces claramente [s = 0] es un cerrado
de m(A). Denotemos ahora por Oy = {0 +peX(A):pe m(A)} y mostremos que Oy es
un abierto de X(A). Para esto nos hace falta ver:

a'(0y) = {pem(A):alp) € O}
= {pEm(A):a—l—p:O—i-p}
= {pem(4):acp}
= Vl(a)

que es un abierto, para todo a € A. Se tiene entonces que Oy es un abierto de X(A) y
como s es continua entonces

s7H(00) = {p € m(A) : s(p) € Op} = {p e m(A) : s(p) =0+ p} =[s=0]

es un abierto de m(A). n
Lema 3.6 Sea A un anillo reducido y con unidad. Si A es de Henriksen-Jerison entonces
todo abierto-cerrado de m(A) es de la forma V(a) para algin a € A.

Demostracién: Por hipétesis se tiene que m(A) es compacto y que {V'(a) : a € A} es una
base para los abiertos de m(A). Sea O un abierto-cerrado de m(A) entonces O = | J;; V(a;)
para algunos a; € A. Como O es cerrado dentro de un compacto entonces es compacto y
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se tiene I' C T finito tal que O = |J,cpr V(a;). Por tanto O = V(a1) U---V(a,) = V()
en donde o = a; -+ -a, € A. -

La siguiente proposiciéon se enuncia de la manera mas general posible para luego ir
agregando hipdtesis y lograr el isomorfismo deseado.

Proposicion 3.7 Si A es un anillo reducido entonces

p: A — T(m(A),X(4))

a +—— Q,
es un homomorfismo de anillos inyectivo.

Demostraciéon: Es un simple cdlculo ver que ¢ es un homomorfismo de anillos. Veamos
unicamente que ¢ es inyectivo. Sea a € A tal que p(a) = a = 0. Lo que esto quiere decir
es que a(p) = 0(p) para todo p € m(A), y por tanto a + p = 0 + p para todo p € m(A).
Consecuentemente a € p para todo p € m(A); es decir a € ﬂ p = n(A) = {0} pues el
pEM(A)
anillo A es reducido. Entonces a = 0 y esto prueba la inyectividad. -
Proposicion 3.8 Sea A un anillo reducido y con unidad. Si A es un anillo de Henriksen-
Jerison y si para todo a € A existe un idempotente e € A tal que V(a) = V(e) entonces

p: A — T'(m(A),X(4))

~

a +— a,
es un isomorfismo.

Demostraciéon: Por la proposicion 3.7 lo tinico que falta probar es que ¢ es sobreyectivo.
Sea entonces s € I'(m(A4),X(A)). Claramente se tiene que m(A) = U [s=a]. Se tiene

acA
que [s = @] es un abierto-cerrado de m(A) para todoa € Apues [s =a] =[s—a=10]
y § — a es continua, para todo a € A. Por compacidad de m(A) existen ay,...,a, € A

n
tales que U[[s = d;]. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que los conjuntos
i=1
{[[s =aq;] :i= 1,...,n} son disjuntos dos a dos. Si denotamos por O; = [s = d;], lo
que se tiene es que s = a lo; U a9 0, U---Uany,, - Es decir:

ar(z) si x€ Oy,
az(x) si x € Oy

s(z) =

an(z) st x € O

Observe que si los conjuntos {O; : i = 1,...,n} no hubiesen sido disjuntos dos a dos,
entonces el hecho de hacerlos disjuntos dos a dos, corresponde a hacer una escogencia del
nombre que se le da a s en la interseccion de los O’s.
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Ahora por el lema 3.6, para cada i = 1,...,n existe b; € A tal que O; = V(b;).
Ademsds por la hipdtesis adicional sobre el anillo A, para cada i = 1,...,n existe e; € A
un idempotente tal que O; = V(e;). Tomando f; = 1 — e; el idempotente opuesto a e;, se
tiene que O; = D(f;) para todo i = 1,...,n. Ahora tomemos el elemento a = > | a; f; =
a1 fi +asfo+ -+ anfn € Ay mostremos que s = a.

Sea p € m(A) cualquiera. Por tanto existe i € {1,...,n} talquepe[s=d;] =0, =
V(b)) =Vl(ei) =D(fi) yp ¢ [s = d;] = 0; =V(b;) =V(e;) = D(f;) para todo j # i.
Esto quiere decir que f; ¢ py f; € p para todo j # i. Entonces fi+p #0y fj+p =0
para todo j # i. Como f;+ p es un idempotente no cero en A/p un anillo integro entonces
fi+p =1+ p. Entonces:

Zazfz :Zdzfi(p) :di(p) :3(p)7

i=1

y esto para cualquier p € m(A4). Queda entonces demostrado que s = a y la sobreyectividad
de ¢.

Como corolario tenemos lo siguiente: "
Corolario 3.9 Sea A un anillo reducido y con unidad. Si A es separable entonces:
¢: A — TI'(m(A4),X(A))
a +— a,
es un isomorfismo de anillos.
Demostracién: Basta usar las proposiciones 3.1, 3.3 y 3.8. -

Este corolario puede decirse usando la terminologia de productos booleanos de la si-
guiente manera: si A es un anillo reducido y con unidad que ademds es separable entonces
A es un producto booleano de anillos integros. Ahora, si se tuviera A un producto booleano
de anillos integros (es decir, un anillo A que sea isomorfo a las secciones continuas de un
espacio booleano en un espacio estrellado de anillos integros) entonces se puede probar
facilmente que A es separable pues para a,b € A, se tiene que [a = 0] y [a # 0] son
abiertos cerrados del espacio booleano y tomando ¢ = by ,_o, U0y o v d = Oy, _; Ubp
uno se da cuenta que ¢ € Ann(a) y d € Ann(Ann(a)) ademés de que b = ¢+ d. Entonces
esto permite ver a grosso modo, que los anillos separables son los tinicos que se representan
como secciones continuas de haces Hausdorff de anillos integros sobre espacios booleanos.

La proposicién siguiente relaciona de otra manera los anillos separables y los de
Henriksen-Jerison, agregando algunas condiciones sobre los idempotentes. Luego vere-
mos que estas condiciones sobre los idempotentes son conocidas.

Proposicion 3.10 Sea A un anillo reducido y con unidad. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) A es separable,
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(ii) A es de Henriksen-Jerison y para todo a € A existe e € A un idempotente tal que
V(a) =V(e),

(iii) m(A) es compacto y para todo a € A existe e € A un idempotente tal que V(a) =

Ve).

Demostracién: (i) = (iii): Se tiene gracias a la proposicién 3.4.

(iii) = (ii): Basta ver unicamente que para todo a,b € A existe ¢ € A tal que V(a)NV (b) =
V(c). Esto se debe a que V(e) NV (f) = V(e+ f —ef) en el caso en que e, f € A son
idempotentes. La inclusién V(e) NV (f) C V(e+ f —ef) es evidente. Veamos la inclusién
Vie+ f—ef) CV(e)NV(f): seap € V(e+ f —ef), entonces e + f —ef € py por
tanto e-(e+ f—ef) €py f-(e+ f—ef) € p. Calculando uno se da cuenta de que
e-(e+f—ef)=e+ef —®f =e+ef —ef = ey similarmente f - (e + f —ef) =
fe+fP—ef?=fe+f—ef=f; porloquee,f¢cpyportantop e V(e)NV(f).

(ii) = (i): Gracias a la proposicién 3.8 se tiene que A es isomorfo a F( (A),X(A)) que
es separable por el argumento del parrafo que antecede esta proposicion. -

La propiedad sobre la existencia de los idempotentes en la proposicién 3.10 se relaciona
con los anillos que a continuacién describimos. Un anillo A es de Baer si para todo ideal
I de A existe un idempotente e € A tal que (0: I) = Ann(I) = (e). Se dice ademds que
un anillo A es de Baer débil si para todo a € A existe un idempotente e € A tal que
(0:a) = Ann(a) = (e). Claramente se tiene que todo anillo de Baer es un anillo de Baer
débil. En [8], el autor corrige la demostracién de un resultado de [4], que establece que
un anillo A es de Baer si y solo si las componentes irreducibles de Spec(A) son disjuntas
y m(A) es un espacio de Stone. Otro resultado en este sentido es de [6] y establece que un
anillo A es de Baer débil si y solo si existe una retraccién continua de Spec(A) en m(A).
En [8] se menciona el hecho de que la compacidad de m(A) para un anillo de A de Baer
débil se obtiene por el resultado de [6].

El teorema 2.7 de [3] nos dice que si A es un anillo reducido entonces:

Ann(S) = m {p ip € V(Ann(S))}
para cualquier parte S de A. Entonces:
Ann(a ﬂ{p pGVAnn } ﬂ{p pe¢Via } ﬂ{p a¢p} ﬂp
a¢p

Ya estamos en medida de enunciar y probar el ligamen entre nuestra condicién sobre
los idempotentes y los anillos de tipo Baer:

Proposicion 3.11 Sea A un anillo reducido con unidad. Entonces A es un anillo de Baer
débil si y solo si para todo a € A, existe un idempotente e € A tal que V(a) = V(e).

Demostracién: (=) Sea a € A cualquiera. Por la condicién de Baer débil se tiene un
idempotente e € A tal que Ann(a) = (e). Entonces V (Ann(a)) = V((e)) = V(e). Como
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A es reducido entonces m(A) \ V(a) = V(e) y por tanto V(a) = m(A) \ V(e) = V(f) en
donde f =1 — e € A que sigue siendo un idempotente.

(<) Sea a € A arbitrario. Entonces existe e € A un idempotente tal que V(a) = V(e).
Entonces m(A4) \ V(a) = m(A) \ V(e), es decir que V (Ann(a)) = V(Ann(e)). Entonces:

Ann(a) = ﬂ {p:peV(Ann(a))} = ﬂ {p:p e V(Ann(e))} = Ann(e).

Ahora poniendo f = 1—e € A que también es un idempotente, veamos que Ann(e) = (f).
Sea x € A tal que x € Ann(e). Entonces z-e =0y portantox =z-1=xz-(e+ f) =
x-et+x-f=0+x-f=ux-f. Estomuestra que z € (f). Sea ahora z € (f), entonces
x = «- f para algin o € A. Por tanto x - e = (af)e = a(fe) = a -0 = 0. Entonces
x € Ann(e). Esto prueba finalmente que Ann(a) = (f). -

La proposicion 3.10 junto con el resultado de la proposicién 3.11 nos permite probar:

Teorema 3.12 Sea A un anillo reducido y con unidad. FEntonces son A es un anillo
separable si y solo si A es un anillo de Baer débil.

Demostracién: (=) Sea A un anillo separable. Entonces por la proposicién 3.10 se tiene
que para todo a € A existe e € A un idempotente tal que V' (a) = V(e). Por la proposicién
3.11 se deduce que A es un anillo de Baer débil.

(<) Si A es un anillo de Baer débil. Entonces se sabe que m(A) es compacto. Por la
proposicién 3.11 se tiene que para todo a € A, existe e € A un idempotente tal que V' (a) =
V(e). Entonces se satisface la condicién (ii) de la proposicién 3.10 que es equivalente a
que el anillo A sea separable. -

Lo que hemos visto entonces es que la clase de anillos separables o de PP-anillos coin-
cide también con la clase de anillos de Baer débil. Se aprecia también por la proposicién
3.10, que esta clase es una subclase de los anillos de Henriksen-Jerison. El autor de-
sconoce si esta subclase es impropia o si por el contrario todo anillo de Henriksen-Jerison
es separable o de Baer débil o PP-anillo.
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