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Resumen

En este trabajo se demuestra la condicién suficiente de rigidez de una superficie
4-dimensional pegada en el espacio 6-dimensional euclideo. Esta superficie representa
en si, el producto de Riemann de dos superficies, cada una de las cuales se encuentra
en el espacio 3-dimensional euclideo y una de ellas es una superficie pegada.
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Abstract

In this work the sufficient condition of rigidity of a stuck 4-dimensional surface in
the Euclidean 6-dimensional space is demonstrated. This surface represents in himself,
the product of Riemann of two surfaces, each one of which it is in the Euclidean 3-
dimensional space and one of them is a stuck surface
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1 Introduccion

En el trabajo [1] se demostré que si las superficies S; y So pertenecen a la clase C2 y
son regulares, entonces de su rigidez en el espacio E™ y E™2 respectivamente surge la
rigidez de la superficie S en el espacio B2, En el trabajo [4] la suavidad se redujo
hasta la clase C2. Desde luego surge la pregunta sobre la validez de este resultado en el
caso cuando las superficies S1 y S2 no son regulares. En este trabajo demostraremos el
teorema sobre la rigidez de la superficie S en el caso cuando una de las superficies S, So
es pegada a trozos regulares.

El articulo estd organizado de la siguiente manera; en la siguiente seccion se describe
como construir una superficie pegada, en la seccion 1.2 se dan las féormulas de Gauss
y Veyngarten para superficies regulares, las condiciones de yuxtaposicion para superficies
pegadas multidimensionales se presentan en la seccion 1.3, en la 1.4 se construye un ejemplo
de una superficie pegada tetradimensional en ES y se formula el teorema y finalmente en
la seccion 1.5 se detalla la demostracion de dicho teorema.

2 Deformaciones isométricas infinitesimales de una clase de
superficies pegadas.

2.1 Construccién de una superficie pegada.

Consideremos las variedades suaves, X+, X, orientables, de Hausdorf clase C, que
satisfacen el segundo axioma de numerabilidad de dimensiones n™ y n™, con fronteras
dX* y X~ (las cuales pueden ser vacias) y las subvariedades I't, '~ k-dimensionales,
con 1 < k < n*, clase C™ de las variedades X y X~ respectivamente, tales que existe
C>-difeomorfismo ¢: I't — T~ (no se excluye el caso cuando I'* N 9X* # @). El
difeomorfismo ¢ lo llamaremos difeomorfismo de pegado. Sean S+, S~ superficies en el
espacio euclideo m-dimensional E™, definidas por las C?-aplicaciones rt: Xt — E™,
r—: X~ — E™, que satisfacen la condicién

rf(z) =r (p(z)) (1)

para todo punto z € I't. El conjunto S = ST |JS~ lo llamaremos superficie, pegada
por las superficies F© y F~ a lo largo de la superficie v = r*(I'"). La superficie v la
llamaremos superficie de pegado.

2.2 Férmulas de Gauss y Veyngarten para superficies regulares

Consideremos la variedad I', suave k-dimensional, & > 1, de Hausdorf, orientable, que
satisface el segundo axioma de numerabilidad y el espacio euclideo E™, m-dimensional.
Sea r: I' — E™, una C2-inmersién, I(r) la métrica en T' inducida por esta inmersién.

En el entorno de cada punto en T', estd definido un C'-correper local 7 = (Ti)f;l, en el

’ . . k - . .
cual, la métrica I(r) tiene forma normal: I(r) = >3, 7* ® 7". Con ¢} vamos a repre-
sentar las formas de relacién de correper 7, univocamente definidas por las condiciones

drt = Zj;:ﬁj A gb;-, gb;- = —¢], donde 4,5 =1,....,k, d es el signo del diferencial externo.
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Representando con & = (§i)f:1 al reper local, que es dual al correper 7 y suponiendo que
e; = &;(r) para el diferencial de la inmersién r, podemos escribir:

k
dr =Y rle;, i=1,... .k (2)
=1

El campo e; forma un C'-reper local de la fibracién tangencial de la superficie r(I') en el
espacio E™.

Sea v = (v,)?_;, p = m — k, un reper local ortonormal de la fibracién normal de
la superficie r(I'). En cada punto = del dominio del correper 7, el conjunto de vectores
ei(z),...,ex(z),1(z),...,vp(x) forman una base ortonormal del espacio E™. El desarro-
llo de los diferenciales de;, dv, en esta base, nos lleva hacia las formulas de Gauss y de
Veyngarten: ‘

de; = ¢lej + wlv,,
(3)

dv, = —wie; + »hv,.

Aqui w¢ son 1-formas, continuas, llamadas formas de inmersién, »5 son 1-formas, conti-
nuas, llamadas formas de torsién de la superficie r(I'), i = 1,...,k, o,p=1,...,p. Para
las formas de inmersién y torsion, son validas las siguientes igualdades:

wf A" =0,
(4)
Ho = —,.
2.3 Condicion de yuxtaposiciéon para superficies pegadas multidimen-
sionales

Consideremos las deformaciones infinitesimales isométricas, de las superficies ST y S~
del punto 2.1, con campos de deformaciones isométricas dr™ y dr~ respectivamente, que
satisfacen la siguiente condicién:

o™ (p(x)) = or" (). ()

Para todo punto x € I't. Al par ér = (6r*,6r~) lo vamos a llamar el campo de deforma-
ciones isométricas de la superficie pegada S. El campo de deformaciones infinitesimales
isométricas dr, lo llamaremos trivial si para él, ort = Q- r" +w,or” = Q- r + w,
donde 2 es un bivector constante del cuadrado externo /\2 E™ del espacio E™, w es un
vector arbitrario del espacio E™, el punto representa el producto interno de un bivector
por un vector. La superficie pegada S se llama rigida, si todo campo de deformaciones
infinitesimales isométricas de S es trivial.

Representemos con VT y V™ a los campos de rotacién de las superficies ST y S~
respectivamente. Ellos univocamente definen las deformaciones infinitesimales isométricas
de estas superficies con las siguientes igualdades:

dor* = V*E . dr*, (6)
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De las condiciones de pegado (1) y (5), surge que en la variedad I'", tienen lugar las
igualdades drt(z) = dr~(¢(z)) y dért(x) = dér~(¢(z)). De aqui y de (6) tenemos:

(VI (2) = V7 (p(x))) - dr(z) =0, (7)

donde r(z) = r*(z) para todo punto x en I'".
De las ecuaciones (2) y (7), llegamos a la igualdad:

(V@) =V (¢())) -&; = 0.
De tal forma, la diferencia V¥ — V~ = VT (z) — V= (¢(z)) la podemos escribir:

1
V-V~ = §ATJ[I/7—, Vol (8)
donde [v;, V5] € A? E™ y las funciones A7 satisfacen la condicién A™ = —A°". Derivando
(8), en 't obtenemos:
1
d‘FJrVJr -d V= §dAT" [Vr Vo] + A% [dvy, vr]. 9)

Se sabe que el diferencial del campo de rotacién se puede representar también de la forma:

+ _ +0o
d‘F‘FV = (50.) O“I“F

donde (ei)gil y (V;t)mfni son los reperes tangencial y normal de las superficies F'*,

o=1
5wig|r+ son las variaciones de las formas de inmersién de las superficies F'¥, restringidas
enTt o=1,...,m—n*, a=1,...,n". Ver[2, 3].

Utilizando en (9) las férmulas de Veyngarten y las expresiones para al|F N V*, vamos a
tener:

1
6w+g\r+ [e;‘, V;_] - 55%+;|F+ [1/7‘_"’1/;']—
_ I B -
—dw Z|F+ e, , v, ]+ 55% ;‘H [v: ,yp] = (10)

1
= EdAT‘T [Vr, Vo] — AT WS (e, vr] + AT 50 [vg, 1]

Multipliquemos la iltima igualdad en forma escalar por el bivector [e;, v¢]. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que los primeros k campos del reper ortonormal de la
fibracién tangencial de ST y S, coinciden con los campos ey, ..., e; del reper ortonormal
de la fibracién tangencial de la superficie . Tomando en cuenta que [V, v}1] - [e,, ve] =0,
[ei,vr] - [eg, ve] = dindre, lef, V] - [ey,ve] = dp,(v, 1), donde &;; son los simbolos de
Kronecker, (*,%) es producto escalar en E™, la igualdad (10) la podemos escribir de la
siguiente forma:

5w+2|r+ (I//J\r, ve) — 5w_f”r+(1/p_, ve) = —Aafw;‘],
(11)
n=1...,k &E=1...,m—k.
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Ahora multipliquemos a (10) de forma escalar por el bivector [v,,v,]. Después de las
transformaciones obtenemos la igualdad:

bty (e va) (v ) = (€5, ) (v va)) -

—0w™ (€. va) (v ) = (€5, 1) (v, va)) =
(12)

(V;rvya)(ijyp) +5%7;‘F+(VT7 Va)(”a’”ﬁ) -

e
5% U|F+

:dAaﬁJrAﬂngf—Am%{;, a,p=1,....m—k.

Las ecuaciones (11) y (12) las llamaremos las condiciones de yuxtaposicién en la superficie
de pegado 7.

2.4 Rigidez de una superficie pegada

Construiremos un ejemplo de una superficie pegada tetradimensional en ES. Sea M* y
M~ regiones en la variedad bidimensional M tal que M = Mt UM~y M+tNM~ =L,
donde L es una subvariedad suave de la variedad M. Representemos con E; al espacio
euclideo tridimensional y definimos a C?-inmersiones r{ : M* — E3, r7: M~ — E3, que
satisfacen la siguiente condicién r] (z) = rj (z) para todo punto z € L. Las imégenes
Ff = (M) y F; = r{ (M) se llaman superficies, localizadas en Ej} y su unién Fy =
FFUF] es lasuperficie, obtenida al pegar a F;" y F|” alo largo de la curvay = r{ (L). Sea
Y una variedad bidimensional y ro: Y — E3 su C?-inmersién en el espacio tridimensional
euclideo E3, que tiene como imagen a F» = ry(Y), la cual representa a una superficie
regular en 3.

Usando notaciones del punto 2.1, sean 't = T'" =T =L xY, X* = M" xY,
X~ =M~ xY. En calidad de difeomorfismo de pegado, tomemos la aplicacion identidad
id: T — I'. Sean rt: XT — ES r~: X~ — ES C2inmersiones. Estas inmersiones
satisfacen la siguiente condicién r*(x) = r~(x) para todo punto x € I'. Las imdgenes
Ft =rt(X*T)y F~ = r (X7) se llaman superficies tetradimensionales, localizadas en
ES. La unién de éstas F = F U F~ es una superficie, pegada por F¥ y F~ alo largo de
la superficie tridimensional S = r*(T").

Para la superficie F', es valido el siguiente teorema

Teorema 2.1 Si las superficies Fy y Fy son rigidas en los espacios E3 y E3 respectiva-
mente, entonces F es rigida en el espacio ES.

2.5 Demostracion.

2.5.1. En cada punto de las superficies Ffr y F| en E3, estdn definidos los reperes
tangencial y normal. Representemos con e (ul,u?), ef (u!,u?) y e (u',u?), e; (ul,u?)
los reperes tangenciales de las superficies respectivamente y con v; (ul, v?) y vy (ul,u?) los

reperes normales, donde u!, u? son coordenadas locales en la variedad M.
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Con e (ul), vi(ul), va(ul) vamos a representar a los reperes tangencial y normal de
la linea de pegado v, con ez(u®,u?), es(u®,u*), v3(u3,u?) a los reperes tangencial y
normal de la superficie F5 en Eg, donde u?, u* son coordenadas locales en la variedad Y.

Los vectores e (u!,u?), ef (ul,u?), es(u,u?), es(ud, u?), vi(ul,u?), v3(ud,u)y
e; (ul,u?), e (ul,u?), es(ud,ut), es(u® ut), vy (ul,u?), forman los reperes tangen-

ciales y normales de las superficies F* y F~ en ES respectivamente, los vectores ej(u'),
3 3 3

ez(ud,ut), eq(ud,ut), vi(ul), vo(u'), v3(u?,u*) son los reperes tangencial y normal de
la superficie de pegado S C ES.

En adelante vamos suponer que en v , e (ul)=e] (ul,u?)= ey (ul,u?).

Consideremos las deformaciones infinitesimales isométricas de la superficie Fy en Ej.
Escribiremos las condiciones de yuxtaposicién (11) y (12) en la linea de pegado ~:

1 _1 _ ~
5w+1|L(qu,u1) — 0wy, (1 yv) = —A%w?
1 _1 _ ~
5w+1|L(VfLaV2) —dw ™y, (v ,12) = — A2yl
1
dwhy), (e, v2) (v v2) — (e3, v2) (v, 1))~
~1 - - - - ~
—dw Q\L((eQ ) (v, 1) — (ey,10)(vy ,v1)) = dA2
De las condiciones de rigidez de la superficie F} en E} surge, que 5wiiL =0, 5w+%‘L =0,
A2 =0 2.
2.5.2 Consideremos las deformaciones infinitesimales isométricas de la superficie F' en

ES. Las condiciones de yuxtaposicién en la superficie de pegado S se verdn de la siguiente
formas:

1) (5w+1|r(1/f, V1) — (5w’1|r(1/1_, v) = —A%w?
2) (5w+1lr(1/f, Vo) — (5w’1lr(1/1_, vy) = — A2
3) dwti —dwTi = —ABw} — A2

4) 5w+§|r(yf, Vi) — 5w‘§|r(yf, v) = — A3
5) 5w+§|r(yf, vy) — 5w‘§|r(yf, vy) = —A3%W3

2 _2
6) (5w+2|r - 6(4) 2‘1‘ =0

1 1, -
7) 5w+3|r(1/f,1/1) — 0wy (v ) = —A31w3
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8) 6w+§‘r(1/fr, V) — 6w‘§‘r(1/f, vg) = —A3%w3
9) 5w+§‘r - 5w‘§|r =0

10) dwty ((eF, 1) (v ) — (e, v2) (v, 11))—
—ow ), ((eg,v2) (v 1) — (e, v2) (v 1)) = dA™?

2 2,
11) 5w+2\rl(e§r,7/1) —dw Q\Fl(% V)=
_5%+2‘F(1/f, v1) + 5%’2‘F(V1_, v1) = dA®

2 _2 —
12) 5w+2\p(e;—71/2) — 0w Q\F(GQ 71/2)_

_5%+§\F(Vfr, Vo) + 5%_§‘F(1/f, vy) = dA%,

Aqui las ecuaciones 1 — 9 son obtenidas de la condicién (11) y las ecuaciones 10 — 12 de
la (12).

Observemos que la primera, segunda y novena condiciones de yuxtaposicién en S C ES,
coinciden con las condiciones de yuxtaposicén en v C E3. Por lo tanto, 5wihr = 0,
5wi§|r =0, A2 = 0. Aprovechando las ecuaciones cuarta y quinta y las condiciones de
yuxtaposicién en «y, vamos tener: A3lw3 = 0, 432w3 = 0, de donde surge que A% = A% =
0. De aqui y de la ecuacién (8) en S, obtenemos que V© = V.

2.5.3. Todos los conceptos de este punto se daran para las superficies Ffr CE}y
F+ c ES. Los resultados obtenidos para ellas seran validos también para las superficies
F[ C E} F~ C ES.

Escribiremos el principal sistema de las deformaciones infinitesimales para las superfi-
cies Fi", F?, F™. Para F;" vamos tener:

1) sotiAnaty+at Aoty =0,
2) déwtl = ¢T3 At (13)
3) déwth = ¢ty Adotl,
4) AT 2 AsntL =0,
El sistema de ecuaciones para la superficie F5 tendra la formas:
1 5@§?{\w§jw§/\35w§ =0,

déw3 = ¢3 N 0@3,
T3N3 4+ T A 63 = 0.

LR
~— — — —

Teniendo en cuenta que las formas de inmersion y las formas de conexién de las superficies
F1+ y F? coinciden con las formas de inmersién y formas de conexién de la superficie F'+,
el principal sistema de deformaciones infinitesimales isométricas para la superficie F'*, lo
escribiremos de la siguiente forma:
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1) 5w+%/\w+§+w+i/\5w+é =0,
2)  dwti Awd 4wt Adwty =0,
3)  dwt AWl +wh) Adwty =0,
4) 5w+§ A ws + uﬂ% A &u*}} =0,
5)  dwthAwi+whyAdwy =0,
6) &u*él/\wi’ —i—;ﬁg A {w*i =0,
7) d5w+ = ¢+1 VAN 5w+2,
8) d5w+§ = qb‘% A &u*ﬁ,
9)  dowty =@ Adwty +wiAdxty, (15)
10) déwty = ¢3 Adwhy +wd A st
11) déwt? = ¢+ Aswts + wh] Adat?
12) d&ﬁ% = qb‘% A &u*ﬁ + uﬂé A 5%‘“?,
13) d5w+§ = ¢35 A 5w+i,
14) d(SUeri = ‘7%31 A 5w;3, X X X
15) 7 Adwt + 7T AdwTy + T3 A SwTs + 7 A SwTy, =0,
16) 7T AWt + 72 A dwts + 73 Adwhs + 74 A dwt] =0,
17) dé%‘% = 5w+é A wi + Swty A wi+
Fw ] Adwt? 4wy Adwts.
2.5.3.A. Consideremos las ecuaciones 2) — 5) de este sistema. Multipliquemos las

ecuaciones 2) y 4) de forma externa por w3. En resumen obtenemos:
w3 AwTTASwtE =0
3 1 3— Y
w3 AwTy Adwts =0
3 2 3=U
, 1 S
De aqui surge que la forma dw™ 5, se puede representar en forma de combinacién lineal:

1 1
dwhy = AwTy + pws,

1 1
bt = awth + fud,

donde A, i, o, B son algunas funciones.
Restando una ecuacién de otra, vamos a tener:

)\eri - oszr; + (p — ﬂ)uﬁg = 0.

De la independencia lineal de las formas, que forman parte de esta ecuacion, surge que
A=0,a=0, u= 0y laforma 5w+§, se escribe de la siguiente manera:

+1_ 3
dw'y = pws.

De forma analdgica, usamos los mismos criterios de la 2) y 3) para la forma &u*‘i’ obte-
niendo:

+3 +1
dw 1= pPW 1,
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y de las 3), 5) y 4), 5) para las formas dw') y dwT5 encontramos:
Swty = &w,

3 1
5w+2 = 7w+27

donde p, £,y son algunas funciones.
Sustituyendo las expresiones obtenidas en las ecuaciones 2), 3), 4), llegamos a las
igualdades:
(p+ mwti Awd =0,

(p+&wtr Awi =0,
(v + pwta Awd =0,

de aqui surge que p =y = —,u, f
De tal forma, para 5w+3, dw™, 5w+1 SwT tenemos:

bty = s,
5w+? = _Hw—i_i
(16)
oty = o,
5w+§ = —uw+1

La variacién de las formas de inmersion de este tipo, corresponden a la variacion de
las deformaciones infinitesimales isométricas triviales de la superficie F* C E® (ver [4],
pag. 76)
2.5.3.B. Sustituyendo (16), en las ecuaciones 15) y 16) del sistema (15), utilizando
(4) obtenemos:
1A 5w+% +72A 5w+% =0,

A SwTs + TN SwTS = 0.

Observemos que estas ecuaciones, en conjunto con las ecuaciones 1), 6), 7), 8), 13),
14) del sistema (15), coinciden con las ecuaciones de los sistemas (13) y (14). En vista de
la condicién del teorema las superficies Fy y F son rigidas en Ef y E3 respectivamente,
entonces las soluciones de los sistemas (13) y (14), corresponden a las de las deformaciones
infinitesimales isométricas triviales de las superficies Fy y Fj, o sea, son nulas [3]. Por
consiguiente, dwt] = dw ™y = dwTs = dwTs = 0.

2.5.2.C. Consideremos las ecuaciones 11) y 12) de sistema (15). Usando (16), llegamos
a las igualdades:

—dp Awt] — pdwt] = ¢ty A pwty — wty A St

—dpu Awth — pdwty = —¢Ty A pwT) — why A STy,
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De aqui, con la utilizaciéon de las ecuaciones de Peterson-Codazzi obtenemos:

(dp + 6573) AwT} =0

(17)
(dp + 8573) AwTy = 0.
De tal manera, la forma dy + 6%+§ se puede representar asi:
dp + 5%+§ = awﬂ, (18)

donde a es alguna funcién. Sustituyendo esta expresion en la segunda igualdad de (17),
aprovechando la ecuacién de Gauss, vamos a tener:

aKrt? A = 0,

De aqui surge que a = 0.
Para 05 de la (18), obtenemos:

Este tipo de 5%+:1,, corresponde al de las deformaciones infinitesimales isométricas triviales
de la superficie F'* (ver [3]).

De tal manera que en las superficies F* y F~, existen s6lo campos de deformaciones
isométricas triviales, o sea, campos del tipo or" = Q" .r+wt yor- =Q" -r+w™. En
el punto 2.5.2 se demostré que VT = V~ en la superficie de pegado S. De esto y de la
(6), surge que VT =V~ = QT = Q™. De la condicién ér*(z) = ér~(z) en I, obtenemos
del mismo modo que w™ = w™ y esto significa la trivialidad del campo de deformaciones
isométricas en la superficie F=FT U F~.
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