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Resumen
La finalidad del presente trabajo consiste en esbozar un paralelo entre las ecua-
ciones de la Fisica Matemaética y problemas generados en otra rama del conocimiento
que bien podria llamarse de la Biologia Matematica. El trabajo se divide en 2 partes;
en la primera se discute un problema del comportamiento de una poblacién disemi-
nada en una cierta area, y en la segunda se intenta desarrollar métodos numéricos en
las integrales continuales, solucién de problemas de dicho tipo.
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Abstract
The main goal of the present work is to show a paralellism between the equations
in Physics and Mathematics, and some problems generated in another branch which
could be called Mathematical Biology. The article is divided in two parts; in the first
one we discuss a behavior problem of a population disseminated in a certain area,
and in the second part we try to develop numerical methods in continuous integrals,
solution of problems of that type.
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1. Algunos problemas de genética de poblaciones

1.1. El modelo mas simple de genética de poblaciones relacionado con
ecuaciones estocasticas

Se discutiran algunos aspectos matematicos del fenémeno de la deriva génica [1], [2],
bajo la condicién de que la poblacién considerada migra a lo largo de una regién continua.
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Se considera una poblacién formada por N individuos que se aparean al azar (panmixia).
Se pondré atencién en algin rasgo controlado por un sélo gene, no relacionado con el
sexo, y que posee 2 alelos (a y A), en competencia. Se supondra que

{pn
gn=1—py

son las frecuencias relativas con las que aparecen los alelos a y A, en la n-ésima generacién.

Con el fin de simplificar el modelo se considera que las generaciones no se traslapan y
el tamano de la poblacién es constante e igual a N y puesto que no se consideran efectos
de seleccién fenotipica puede considerarse a la poblaciéon gametoploide (esto es, formada
s6lo de gametos).

Se sabe que bajo apareamiento puro al azar el contenido genotipico de la poblacién
no cambia, es decir p,11 = pn, sin embargo, por lo finito de la poblacion, la formacién
de la siguiente generacién, resultard ser aleatoria. Bajo estas condiciones, si se considera
a p, como la probabilidad de que aparezca el alelo a en el correspondiente experimento,
entonces

Pn+1 = Pn + wgm (1)
donde {gn },c s la sucesion de variables aleatorias independientes y normalizadas (Eg, =
0y Eg2 = 1). El caso de un niimero grande de generaciones se acostumbra tomar en calidad
de unidad de tiempo al necesario para la aparicién de N generaciones.

Si se toma un proceso aleatorio w (t) con incrementos independientes, con At = % v

Aw (t) = g,V AL (2)

para un N suficientemente grande, entonces a manera de aproximacion continua a la
ecuacién en diferencias (1) se puede obtener la ecuacion diferencial estocdstica de Ito:

dg () = V& () [1 = & (B)]dw (t) . (3)

Entonces las probabilidades de transicion correspondientes al proceso estocastico w
satisfacen la ecuacién de difusién

ou  y(1—y)o%u
E:%a—y? 0<y<1) (4)

cuya solucién es conocida y hay trabajos como [3], donde se discute el problema de la
tendencia de la poblacién a ser una poblacién homocigética.

1.2. Un modelo menos simple

Se considera ahora una poblacién desconcentrada y dispersa en algunos puntos, entre
los cuales son permisibles las migraciones. Se discutira la variante mas simple, cuando
dichos puntos se encuentran a lo largo de una recta y el intercambio de migrantes ocurre
entre los puntos vecinos més cercanos en iguales proporciones de manera que el tamafio



170 a. GOMEZ

de la poblacion en cada punto se conserva constante. Con la notacién adecuada se llega
a la ecuacién en diferencias correspondiente y se puede transitar a tiempos continuos.
Tomando como segmento elemental de tiempo a una generacién, se obtiene otra ecuacion
estocastica:

€ [1 — &kl

> dwy,

dé = o (Epr1 — 265 + &p—1) dt + N, (5)

y su correspondiente ecuacién para las probabilidades de transiciéon

Y (1 — yi) 0%u ou
—2 6
j{j N By 2-+(xj{j Yer = 20+ Yt 5 (6)

(Uéykél)

Se considera el modelo continuo, respecto al tiempo, como a la variable de posicién.
Supéngase ademds que [ =“distancia entre puntos vecinos”, v = % =“densidad lineal
de poblacién”, y 3 = al?. El andlogo continuo de la ecuacién (5) sera la nueva ecuacién
estocastica:

26 (t, o x)[1— x
dé (t,z) = ﬁia %:(Etz’ )dt + \/§ ¢,2) [Vl(:p)ﬁ (¢, 2) dw (t,z), (7)

(O<z<b0<E<1)

con las condiciones a la frontera naturales, que significarian la ausencia de flujo de genes
a través de la frontera:

9E (¢,0) _ 9E(t,b) _
or Oz 0 (8)

Aqui w es una funcién aleatoria de 2 variables w = w (t, x), la cual respecto de t tiene
incrementos independientes, mientras que respecto a x tiene valores independientes. Con
base en las peculiaridades de la normalizacién (w (¢, ) es una aproximacién continua de la
magnitud %) esta funcién resulta no ser usual, sino generalizada (esto es, una distribucion

en el sentido de Schwartz). Todo esto muestra que w (¢, x) puede ser considerada como un
proceso aleatorio de Wiener infinito dimensional, correspondiente a un espacio de Hilbert
H = L?(0,b), pero concentrado en cierto espacio més amplio constituido por funciones
generalizadas.

Sin embargo la solucién £ de la ecuacién estocdstica (7) deberd ser una funcién usual
de 2 variables £ = £ (t, z), entre otras debido a su interpretacién bioldgica. Si se toma

\/f (t’ l‘) [1 B f (t’ l‘)] dw (t, x) Tgt f (t, x) dt (9)

v(z)

de (7) se obtiene una ecuacién de difusién no homogénea, con las condiciones a la frontera:

% = B5s + f
{32@,0) g&(tb) 0 (10)

ox T oz
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cuya solucion puede representarse como

b t b
¢ (t,x) :/F(t,a:,z)g(o,z)dz—k//F(t—T,x,z)f(T,z)dsz (11)
0 00

donde T' (¢, z, 2) es la funcidn de Green del Problema (10), o con la notacién original
b t b
E(tyx) = /F(t,x,z){(o,z)dz—i-//F(t—T,a:,z)>< (12)
0 00

X \/5 (7,2) E/l(;)f (7,2)] d-w (1, 2)dz

donde a su vez d,w (7, z) requiere de cierta formalizacién. Esto lleva a la necesidad de ser
mads precisos y plantearse la ecuacién estocéstica (7) como:

d¢ = A&dt + B (€) dw, (13)

mientras que la ecuacién integral (12) queda de la forma

t

£(t) = ety + / A B (¢ (7)) du (7). (14)

0

Se puede considerar a esta ecuacién integral (12) prioritaria, con base en que posee
sélo operadores acotados.

Desde el punto de vista estrictamente matematico se le puede dar la vuelta a tales
dificultades, mientras que para la distribucién de probabilidades se deduce la ecuacién
inversa de Kolmogorov, la cual representa una ecuacién en derivadas variacionales:

b
ou 1 [s(y(x) 6u
/ v(z) oy (x)?

ou
oy (z)

ot 2
0

b
dz + ﬁ/y” (z) dz. (15)
0

Aqui el problema consiste en fundamentar el paso al limitecuando é — 0, el cual llevaria
a la ecuacién de la distribucién del proceso buscado & (t, z):

b
du 1 [y(l-y) &u

ou
oy ()

dx. (16)

b
5 dx + ﬂ/y” ()
0

0

Sin embargo en este paso se necesita una discusién complementaria del sentido biolégico
del suavizamiento descrito, que cambia el caricter del comportamiento de los procesos
estudiados en los puntos £ =0 y £ = 1, que juegan un papel particularmente importante
al estudiar el problema de la tendencia a una poblacién a la homocigdtica.
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2. Aplicaciéon de la integraciéon funcional a modelos ecologi-
cos

Al estudiar la dindmica de una poblacién bajo distintas condiciones se presta para estu-
diar ecuaciones diferenciales no lineales suficientemente complicadas. Al agregarle efectos
como el relacionado con la migracién, estas ecuaciones como vimos en la primera parte
se convierten en ecuaciones semejantes a ciertas ecuaciones de la Fisica Matematica. Es-
tamos estudiando la manera de abordar topicos relacionados con el tratamiento numérico
de tales tipos de ecuaciones.

Esto lleva a la idea de aplicar en ciertos casos los mismos métodos numéricos semejantes
a los que aplican los fisicos. Se puede ilustrar tal aplicacién a ecuaciones lineales, a no
lineales y a sistemas de ecuaciones.
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