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Resumen

Este tratado sigue el siguiente esquema: se presenta, primero el vec-
tor score y la matriz de información de los modelos logísticoy saturado
multinomial con tres posibles niveles de respuesta a partirde la primera y
segunda derivada de la función de verosimilitud respecto a los parámetros
de los modelos; las relaciones entre el vector score y la matriz de informa-
ción; la estandarización multivariante de las variables deentrada de cada
modelo; las respectivas distribuciones asintóticas; las pruebas de compara-
ción y selección de modelos que abarcan para la variable politómica con
tres niveles los modelos logístico y saturado, logístico y submodelo, logís-
tico con el modelo nulo, y logístico con el submodelo de una variable
explicativa menos.

Palabras clave: modelo logístico; logit multinomial; vector score; matriz de
información de Fisher; distribuciones asintóticas; pruebas de hipótesis.

Abstract

This approach follows the following scheme: first, the vector score and
the information matrix from the logistics models and saturated multinomi-
als with three possible response levels starting from the first and second
derivative of the function of likelihood with respect to theparameters of
the models; the relationship between the vector score and the informa-
tion matrix; the multivariant standardization of the entryvariables of each
model; the respective asymptotic distributions; proof of comparisons and
model selections that include the polytomic variable with three levels, lo-
gistic logistical and saturated models, logistical and submodel, logistical
with null model, and logistical with the submodel of a less explanatory
variable.

Keywords: logistic model; logit multinomial; vector score; Fisher´s information
matrix; asymptotic distributions; hypothesis testing.

Mathematics Subject Classification:62E20.

1 Introducción

En Llinás [6] se examinó el modelo de regresión logística en donde la variable
de respuesta es dicotómica. En ese trabajo se demostró la existencia y unicidad
de las estimaciones de máxima verosimilitud (ML) de este modelo. Además,
basada en la teoría asintótica de estas ML-estimaciones y del vector score,se en-
contraron aproximaciones para las diferentes desviaciones−2 logL, dondeL es
la función de verosimilitud. Con ayuda de estas aproximaciones, se obtuvieron
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estadísticos para diferentes pruebas de hipótesis, cada una con distribución chi-
cuadrada. La teoría asintótica fue desarrollada para el caso de variables aleato-
rias independientes, pero no idénticamente distribuidas. En ese trabajo se hizo
siempre la distinción entre datos agrupados y no agrupados.

Siguiendo esta metodología, Llinás [7] estudió el modelo logístico multino-
mial para el caso en el que la variable de interés puede tomar uno de tres valores
posibles. Se describieron modelos relacionados como el nulo, completo y satu-
rado. Para cada modelo, se presentó y demostró teoremas de estimación para los
correspondientes parámetros.

Teniendo en cuenta los resultados encontrados en [7] y basados de igual ma-
nera en la metodología empleada en [6], en este trabajo se demuestra la existen-
cia y unicidad de las ML-estimaciones del modelo multinomial para el caso en
el que la variable de interés puede tomar uno de tres valores posibles. También
se utiliza las distribuciones asintóticas de estas ML-estimaciones y del vector
score para encontrar aproximaciones para las diferentes desviaciones−2 logL,
las cuales son útiles para obtener estadísticos para diferentes pruebas de hipóte-
sis, cada una con distribucón chi-cuadrada. La teoría asintótica se desarrolla tam-
bién para el caso de variables aleatorias independientes, pero no identicamente
distribuidas, se hace siempre la distinción entre datos agrupados y no agrupados,
dando los detalles que no son encontrados en la corriente literatura (por ejemplo,
[1], [2] y [4]).

Este artículo está organizado en seis secciones, en las cuales se presenta
un análisis teórico detallado sobre los modelos logísticos multinomial (donde
la variable de respuesta toma sólo un valor de tres posibles) describiendo los
supuestos básicos, propiedades y características que tienen dichos modelos y
presentando y demostrando los resultados más importantes que se conocenso-
bre las estimaciones de sus parámetros, distribuciones asintóticas y pruebas de
comparación de modelos, dando los detalles que, así reunidos, no se encuentran
comúnmente en la literatura.

2 Modelo logístico multinomial para tres niveles

En esta sección presentaremos los resultados más importantes introducidos en
Llinás [7]. Las demostraciones de los teoremas presentados en esta sección, se
pueden encontrar en ese trabajo.
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2.1 Modelo básico

La variable de interésY puede asumir tres niveles:0, 1 ó2. Para cadar = 0, 1, 2,
seapr := P (Y = r) la probabilidad de queY tome el valorr. Definamos:

Uri =

{
1, si Yi = r;
0, de otra forma,

donder = 0, 1, 2 y i = 1, . . . , n. Observe queUri ∼ B(1, pri). Fijando
y = (y1, · · · , yn)T , obtenemos el logaritmo de la función de verosimilitud en
el parámetro2n-dimensionalp = (p01, p11, . . . , p0n, p1n)

T :

L(p) =
n∑

i=1

[u0i ln p0i + u1i ln p1i + (1− u0i − u1i) ln(1− p0i − p1i)]. (1)

2.2 El modelo completo

El modelo completoes caracterizado por el supuesto de que todospri (con
r = 0, 1, 2 y i = 1, . . . , n) son considerados como parámetros.

Teorema 2.1 En el modelo completo, las ML-estimaciones depri sonp̂ri = Uri

con valoreŝpri = uri parar = 0, 1, 2 y i = 1, . . . , n. Además,Lc := L(y) = 0.

2.3 El modelo nulo

El modelo nuloes caracterizado por el supuesto de que para cadar = 0, 1, 2,
todos lospri (i = 1, · · · , n) son considerados iguales; es decir, se tienen dos
parámetrosp0 y p1. En este caso, (1) será:

L(p) = n[u0 ln p0 + u1 ln p1 + (1− u0 − u1) ln(1− p0 − p1)]. (2)

Teorema 2.2 En el modelo nulo, la ML-estimación depr esp̂r = U r con valor
p̂r = ur. Además,Lo := L(p̂) < 0 si y sólo si0 < u0 + u1 < 1.

2.4 El modelo saturado y supuestos

El modelo saturado está caracterizado por los supuestos 1 y 2 presentados en
la sección 5 de Llinás [7]. Teniendo en cuenta las notacionesnj , Zrj , zrj , prj
introducidas en ese trabajo, en el modelo saturado el logaritmo de la funciónde
máxima verosimilitud será

L(p) =
J∑

j=1

[z0j ln p0j + z1j ln p1j + (nj − z0j − z1j) ln(1− p0j − p1j)] . (3)
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Teorema 2.3 En el modelo saturado, las ML-estimaciones deprj son p̃rj =
Zrj

nj
, con valores̃prj =

zrj
nj

,paraj = 1, · · · , J y r = 0, 1, 2. Además,

L(p̃) =
J∑

j=1

nj [p̃0j ln p̃0j + p̃1j ln p̃1j + (1− p̃0j − p̃1j) ln(1− p̃0j − p̃1j)]. (4)

También se cumple:Ls := L(p̃) < 0 para0 < p̃rj < 1.

2.5 El modelo logístico y supuestos

Se hacen los supuestos 1 y 2 de la sección 2.4, donde adicionalmente se supone
que la matriz de diseño

C =




1 x11 · · · xK1

1 x12 · · · xK2
...

...
...

1 x1J · · · xKJ




tiene rango completoRg(C) = 1 + K ≤ J . Aquí, xkj es como se explicó en
el supuesto 1 del modelo saturado (véase Llinás [7]). Para llegar a un modelo
logístico se toma como referencia una de las categorías de la variable depen-
dienteY , sin pérdida de generalidad tome la referencia como el nivel 2 y se hace
el supuesto adicional:

3. g0j(xj) = ln

(
p0j
p2j

)
= δ0 + β10x1j + · · ·+ βK0xKj (5)

g1j(xj) = ln

(
p1j
p2j

)
= δ1 + β11x1j + · · ·+ βK1xKj (6)

dondexj := (1, x1j , . . . , xKj)
T . Sea

α = (β0, β1)
T = (δ0, β10, · · · , βK0, δ1, β11, · · · , βK1)

T

el vector de los2(1+K) parámetros en el modelo. Nótese que el supuesto sobre
Rg(C) = 1 + K, hace identificable al parámetroα. Para una observaciónxj
en la poblaciónj y para cadar, la probabilidadprj se calcula de la siguiente
manera:

prj =
exp{gr(xj)}
2∑

s=0
exp{gs(xj)}

. (7)
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SiA(xj) :=
2∑

s=0
exp{gs(xj)}, el logaritmo de la función de verosimilitud se

puede escribir en función deα como:

L(α) =
J∑

j=1

[Z0jg0(xj) + (nj − Z0j − Z2j)g1(xj)− nj ln (A(xj))] . (8)

3 Score e información para el modelo saturado

En esta sección se presentan resultados asintóticos tanto para el vector score
como para la matriz de información en el modelo saturado, resaltando el he-
cho de se tiene el caso de variables independientes pero no idénticamente dis-
tribuidas, dando los detalles que, así reunidos no se encuentran en la literatura.
Estos resultados son importantes para las pruebas de comparación que sedescri-
birán en la sección 6.

Teorema 3.1 Seannj , prj y p como se explicó en la sección 5 de Llinás [7] y
vrj := prj(1 − prj). Además, seanS(p), ℑ̃∗ y Z∗ como en el apéndice A.1.
Supóngase que existelim

nj→∞
nj

nvrj
= 1

σ2
rj

> 0 para todoj = 1, 2, . . . J y todo

r = 0, 1. Entonces para el modelo saturado, se cumplen (cuandon → ∞) y
paraJ fijo:

(a) 1
nS(p)

a
= 1

nS
∗(p), dondeS∗(p) = ℑ̃(p̃ − p), siendop̃ la Ml-estimación

dep en el modelo saturado.

(b) 1
n

(
−∂2L

∂p2

)
a
= 1

n ℑ̃∗. Es decir, para todoj = 1, 2, . . . , J y todor, r′ = 0, 1

se tiene que
1

n

∂2L
∂pr′j∂prj

− 1

n
E

(
∂2L

∂pr′j∂prj

)
P→ 0.

(c) Z∗ d→ N2J(0, I).

(d) 1√
n
S(p)

d→ N2J(0, Ξ̃) siendoΞ̃ = lim
n→∞

(
ℑ̃
n

)
.

Aquí,
a
= significa equivalencia asintótica;

P→; convergencia en probabilidad;
d→, convergencia en distribución;N2J , la distribución normal2J-dimensional

e I, la matriz identidad2J-dimensional.
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Demostración.

(a) Dado queZrj = nj p̃rj ; r = 0, 1; se tiene queS(p) es el vector

(
n1(p̃01 − p01)

v01
, · · · , nJ(p̃0J − p0J)

v0J
,
n1(p̃11 − p11)

v11
, · · · , nJ (p̃1J − p1J)

v1J

)T

.

Se deduce queS(p) = [diag(ℑ̃)](p̃− p). SeaS∗(p) := ℑ̃(p̃− p).
Entonces,

S(p)− S∗(p)

n
=




n1

nv01v11
p01p11(p̃11 − p11)

...
nJ

nv0Jv1J
p0Jp1J(p̃1J − p1J)

n1

nv01v11
p01p11(p̃01 − p01)

...
nJ

nv0Jv1J
p0Jp1J(p̃0J − p0J)




.

Para unj fijo se tiene,

lim
nj→∞

njp0jp1j
nv0jv1j

(p̃rj − prj) =
1

σ2
0j

p0jp1j
v1j

lim
nj→∞

(
Zrj

nj
− prj

)
P→ 0.

Luego, 1nS(p)
a
= 1

nS
∗(p).

(b) Teniendo en cuenta A.1c, tenemos:

1

n

(
− ∂2L
∂pr′j∂prj

)
− 1

n
E

(
− ∂2L
∂pr′j∂prj

)
=

= ± 1

n

[(
Zrj

nj
− prj

)
nj

nvrj

(1− 2prj)

vrj

]
.

Ahora, se sabe que
(
Zrj

nj
− prj

)
p→ 0 si nj → ∞ por la ley débil de los

grandes números y quenj

vrj

(1−2prj)
vrj

nj→∞−→ 1
σ2
rj

(1−2prj)
vrj

.

Entonces,
(
Zrj

nj
− prj

)
nj

nvrj

(1−2prj)
vrj

p→ 0.
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(c) Como las variablesZrj convergen a la distribución normal por el teorema

central del límite. Luego,Z
d→ N2J(m,V ) cuandonj → ∞, donde

V =




n1v01 · · · 0 −n1p01p11 · · · 0
...

. . .
...

...
. ..

...
0 · · · nJv0J 0 · · · −nJp0Jp1J

−n1p01p11 · · · 0 n1v11 · · · 0
...

. . .
...

...
. ..

...
0 · · · −nJp0Jp1J 0 · · · nJv1J




.

Entonces,

Z∗ = ℑ̃−1/2(V ∗)−1(Z −m) ∼ N2J(0, I).

Por lo tanto, paraJ fijo, Z∗ d→ N2J(0, I) cuandon → ∞.

(d) Considerando el teorema A.1d, se tiene que(1/
√
n)S(p) =

(
ℑ̃
n

)1/2
Z∗.

Además, por el supuesto
(
ℑ̃
n

)1/2 cs→ Ξ̃1/2, donde
cs→ significa convergen-

cia casi segura. Por lo tanto,
(
ℑ̃
n

)1/2 P→ Ξ̃1/2. Luego, por el teorema 2.1.2

de Richard [8], se cumple que1√
n
S(p)

d→ N2J(0, Ξ̃).

4 Score e información para el modelo logístico

Análogo a la sección anterior, en ésta se presentan resultados asintóticostanto
para el vector score como para la matriz de información en el modelo logístico,
resaltando también el hecho de se tiene el caso de variables independientes pero
no idénticamente distribuidas, dando los detalles que, así reunidos no se encuen-
tran en la literatura. Estos resultados también son importantes para las pruebas
de comparación que se describirán en la sección 6.

Teorema 4.1 Seannj y prj como se explicó en la sección 5 de Llinás [7] y
vrj := prj(1 − prj). Además, seanS(α) y ℑ como en el apéndice A.2.
Considerando los supuestos de los modelos saturado y logístico se tiene:

(a) La matrizℑ es de rango completo,Rg (ℑ) = 2 (1 +K), y definida
positiva.
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(b) Supóngase quelim
nj→∞

nj

nvrj
=

1

σ2
rj

> 0 existe. Entonces existe una matriz

Ξ, definida positiva y de tamaño2 (1 +K)× 2 (1 +K) tal que

1√
n
S (α)

d−→ N2(1+K) (0,Ξ) , n → ∞, J fijo.

Aquí,
d→ significa convergencia en distribución yN2J , la distribución normal

2J-dimensional.

Demostración.

(a) Teniendo en cuenta queRg (C) = 1+K, queℑ es cuadrada de2(1+K)
y queRg

(
ATA

)
= Rg (A), tenemos

Rg (ℑ) = Rg
[((

I2 ⊗ CT
)
V

1
2

)(
V

1
2 (I2 ⊗ C)

)]
= 2 (1 +K) .

Aquí, ⊗ es el símbolo para el producto Kronecker de matrices eI2, la
matriz identidad de orden 2. Esto indica queℑ es de rango completo
2 (1 +K). Ahora se debe probar queℑ es definida positiva. Seau 6= 0
cualquier vector columna de2(1 +K). Entonces,

uTℑu = uT
[(
I2 ⊗ CT

)
V (I2 ⊗ C)

]
u

=
(
V

1
2 (I2 ⊗ C)u

)T (
V

1
2 (I2 ⊗ C)u

)

peroV
1
2 (I2 ⊗ C)u es un vector columna de2J . Por lo tanto, para todo

u 6= 0, se cumple queuTℑu ≥ 0. Pero,uTℑu = 0 si y solo si se cumple
queV

1
2 (I2 ⊗ C)u = 0. Ahora,

• Parar = r′ los componentesnjvrj > 0, vrj = prj (1− prj).

• Parar 6= r′, los componentes−njprjpr′j < 0.

Luego,u = 0. Entonces,∀u 6= 0, uTℑu > 0. Por tanto,ℑ es definida
positiva.

(b) Seaλ := (λ0, · · · , λ2K+1)
T cualquier vector de números reales. Se desea

probar que

λT

(
1√
n
S (α)

)
=

1√
n

n∑

i=1

λTSi (α)

tiene distribución asintótica normal unidimensional, dondeSi(α) es el
vector score de la observacióni. En efecto,
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• Primero, tenemos que

E
(
λTSi (α)

)
= λTE (Si (α)) = λT (0) = 0.

• La matriz de informaciónℑi (para una observaciónYi en la población
j) correspondiente al modelo logístico viene dada por

ℑi = Cov
(
(Si)(α)

)
= E{Si(α) [Si(α)]

T } = C∗vrj

dondevrj = V (Uri) y

C∗ =




x20j . . . x0jxkj x20j . . . x0jxkj
...

.. .
...

...
. . .

...
xkjx0j . . . x2kj xkjx0j . . . x2kj
x20j . . . x0jxkj x20j . . . x0jxkj

...
.. .

...
...

. . .
...

xkjx0j . . . x2kj xkjx0j . . . x2kj




.

Ahora, se sabe queℑi es definida positiva∀i enj. Por lo tanto,

V
(
λTSi (α)

)
= λTCov (Si (α))λ = λTℑiλ > 0.

Es claro queV = V ∗ℑ̃V ∗ dondeV ∗ es como en el teorema A.1d.

Ahora, 1
nℑ =

[(
I2 ⊗ CT

)
V ∗] ℑ̃

n [V ∗ (I2 ⊗ C)]. Por consiguiente,

por el teorema 3.3.1b de Tilano [9], se tiene que1
n ℑ̃ −→

n−→∞
Ξ̃.

Entonces,1nℑ −→
n−→∞

[(
I2 ⊗ CT

)
V ∗] Ξ̃ [V ∗ (I2 ⊗ C)]. Ahora, sea

Ξ :=
[(
I2 ⊗ CT

)
V ∗] Ξ̃ [V ∗ (I2 ⊗ C)]. Luego, con todo lo anterior,

se obtiene que1nℑ −→
n−→∞

Ξ y Rg (Ξ) = 2 (1 +K).

Ahora se debe probar que1√
n
S (α)

d−→ N2(k+1) (0,Ξ) , n → ∞, J fijo.

Para el caso no agrupado , esta matriz cumple1
Jℑ (α)

J→∞−→ Ξ. Con-
siderando lo anterior y sabiendo queΞ es definida positiva se tiene

1

n

n∑

i=1

V
(
λTSi (α)

)
= λT 1

n
ℑλ −→

n→∞
λTΞλ > 0.

Además se cumple la condición de Lindberg, es decir,

∀ε > 0,
1

n

n∑

i=1

EλTSi(α)

([
λTSi (α)

]2 · 1{[λTSi(α)]
2>ε2n}

)
−→
n→∞

0.
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Por el teorema 1.1.3 de Llinás [5] se tiene

λT

(
1√
n
S (α)

)
d−→ N1

(
0, λTΞλ

)
.

Por consiguiente, al aplicar el teorema central del límite multivariado (teo-
rema 1.1.4 de Llinás [5]) se concluye que:

1√
n
S (α)

d−→ N2(1+K) (0,Ξ) , n → ∞, paraJ fijo.

5 Estimación de parámetros logísticos

5.1 Existencia y cálculos de parámetros logísticos

En esta sección se presenta y demuestra el teorema de existencia de las ML-
estimaciones de los parámetros logísticos, explicando brevemente el método ite-
rativo que se utiliza para calcularlas: el método de Newton-Raphson.

Teorema 5.1 (teorema de existencia) SeaZ como en la sección 5 de Llinás [7],
m := E(Z) y V := Cov(Z). Entonces, las ML-estimacionesα̂ deα existen,
son únicas y son calculadas según la siguiente fórmula de recursión

α̂(0) = 0

α̂(t+1) = α̂(t) +
[
(I2 ⊗ CT )V̂ (t)(I2 ⊗ C)

]−1
(I2 ⊗ CT )(Z − m̂(t)).

Además asintóticamente tenemos:

√
n(α̂− α)

a
= Cov−1

(
1√
n
· ∂L
∂α

)
·
(

1√
n
· ∂L
∂α

)

=
√
n
[
(I2 ⊗ CT )V (I2 ⊗ C)

]−1
(I2 ⊗ CT )(Z −m).

Aquí,
a
= significa equivalencia asintótica,⊗ es el símbolo para el producto

Kronecker de matrices eI2, la matriz identidad de orden 2.

Demostración. Se sabe que∂
2L

∂α2 = −ℑ es una matriz de rango completo
2(1 +K).
Entonces existen únicamente las ML-estimacionesα̂ como soluciones de las
2(1 + K) ecuacionesS(α) := ∂L

∂α = (I2 ⊗ CT )(Z − m) = 0 (véase teo-

rema A.1a), por lo que debe cumplirse que∂L(α̂)
∂α = 0.

Para unk = 0, . . . ,K fijo,
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∂L
∂βrk

=

J∑

j=1

xkj(Zrj − njprj) =

J∑

j=1

xkj

(
Zrj − nj

egr(xj)

1 + eg0(xj) + eg1(xj)

)
.

Usando la aproximación de Taylor, siα1 es un punto que está entreα y α̂, en-
tonces,

∂L(α)
∂(α)

=
∂L(α̂)
∂α

+
∂2L(α1)

∂α2
(α− α̂).

Considerando que∂L(α̂)∂(α) = 0, luego, teniendo en cuenta el teorema A.1, esta
expresión puede escribirse como:

α̂− α =

(−∂2L(α1)

∂α2

)−1
∂L(α)
∂α

=
[
(I2 ⊗ CT )V1(I2 ⊗ C)

]−1
(I2 ⊗ CT )(Z −m)

siendoV1 = V (α1). Comoα1 es un punto del segmento de línea que une aα y
α̂ entonces,

α1 = tα̂+ (1− t)α t ∈ [0, 1].

Bajo el supuesto de quêα es fuertemente consistente paraα, es decir,̂α
c.s−→ α,

cuandon → ∞. Por componentes se tiene queα1
c.s−→ α. Entonces, es válido

queα1
p−→ α, n → ∞ (propiedad de convergencia) por componentes. Ahora,

√
n(α̂− α) =

[
(I2 ⊗ CT )

1

n
V1(I2 ⊗ C)

]−1

· 1√
n
(I2 ⊗ CT )(Z −m).

Comoα1
p−→ α, entonces

[
(I2 ⊗ CT )

1

n
V1(I2 ⊗ C)

]−1

· 1
n
(I2 ⊗ CT )(Z −m)

︸ ︷︷ ︸√
n(α̂−α)

a
=

[
(I2 ⊗ CT )

1

n
V (I2 ⊗ C)

]−1 1√
n
(I2 ⊗ CT )(Z −m).

︸ ︷︷ ︸
√
n[(I2⊗CT )V (I2⊗C)]−1·(I2⊗CT )(Z−m)

Es decir,

α̂(t+1) = α̂(t) +
[
(I2 ⊗ CT )V (t)(I2 ⊗ C)

]−1
(I2 ⊗ CT )(Z − m̂(t)).
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5.2 Distribuciones asintóticamente normales y chi-cuadradas

En esta sección, se presentan y demuestran teoremas asintóticos (normalesy
chi-cuadradas) que se necesitarán en la sección 6 para realizar pruebas de com-
paración.

Distribuciones asintóticamente normales

Teorema 5.2 Supóngase quelim
nj→∞

nj

nvrj
= 1

σ2
rj

> 0 existe. Entonces, existe una

matrizΞ̃ definida positiva tal que
√
n(p̃− p)

d−→ N2J(0, Ξ̃
−1), n → ∞, J fijo,

siendop̃ la estimación dep en el modelo saturado y

Ξ̃ =




1

σ2

01

0 · · · 0 − p01p11

σ2

01
v11

0 · · · 0

0 1

σ2

02

· · · 0 0 − p02p12

σ2

02
v12

· · · 0

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · 1

σ2

0J

0 0 · · · − p0Jp1J

σ2

0J
v1J

− p01p11

σ2

01
v11

0 · · · 0 1

σ2

11

0 · · · 0

0 − p02p12

σ2

02
v12

· · · 0 0 1

σ2

12

· · · 0

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · − p0Jp1J

σ2

0J
v1J

0 0 · · · 1

σ2

1J




.

Demostración. Se sabe que1nS(p)
a
= 1

n ℑ̃(p̃ − p). Entonces,1n ℑ̃(p̃ − p)
a
=

1
n ℑ̃1/2Z∗. Por lo tanto,

√
n(p̃−p)

a
=
( ℑ̃
n

)−1/2
Z∗. Ahora por hipótesis, tenemos

que
( ℑ̃
n

)−1/2
Z∗ n→∞−→ Ξ̃−1/2Z∗. Además,Z∗ d−→ N2J(0, I). Entonces, se tiene

que Ξ̃−1/2Z∗ d−→ N2J(0, Ξ̃
−1), cuandon → ∞, y J es fijo. Aplicando el

teorema 2.2.1.c. de Tilano [9] resulta
√
n(p̃− p)

d−→ N2J(0, Ξ̃
−1).

Teorema 5.3 Para los datos no agrupados (se supone que1
Jℑ tenga un límiteΞ

definida positiva cuandoJ → ∞) son válidas las siguientes afirmaciones para
J → ∞:

(a) SiX∗ := ℑ−1/2(I2 ⊗ CT )(U −m), entonces,X∗ d−→ N2(1+K)(0, I),
J → ∞.

(b)
√
J(α̂− α)

d−→ N2(1+K)(0,Ξ
−1).

(c) ℑ1/2(α̂− α)
d−→ N2(1+K)(0, I), J −→ ∞.
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(d) β̂rk−βrk√
V̂ (β̂rk)

d−→ N1(0, 1); k = 0, . . . ,K; r = 0, 1; βr0 = δr.

Demostración.

(a) Es claro que para el caso particular de datos no agrupados en dondenj =
1, para todoj y J = n, se tiene que:

X∗ = ℑ−1/2S(α) =

(
1

J
ℑ
)−1/2

· S(α)√
J

.

Se sabe que
(
1
nℑ
) n→∞−→ Ξ. En este caso,n = J . Entonces se cumple que

(
1
Jℑ
)−1/2 J→∞−→ Ξ−1/2.

Se sabe por la observación análoga del teorema 3.8.2 de Llinás [5] que

1√
J
S(α)

d−→ N2(1+K)(0,Ξ), cuandoJ → ∞.

Por lo tanto, por los teoremas T.1.1.1b y 1.3.1 de Llinás [5], se tiene
(
1

J
ℑ
)−1/2S(α)√

J

d−→ N2(k+1)(0, I), J → ∞.

(b) Se sabe por el teorema 5.1 que
√
n(α̂−α)

a
= Cov−1

(
1√
n
· ∂L∂α
)
·
(

1√
n
∂L
∂α

)
.

ComoJ = n, entonces,
√
J(α̂− α)

a
= J cov−1

(
∂L
∂α

)
1√
J
S(α).

Por los teoremas 3.1b., T.1.1.1b.,c. y T.1.3.1 de Llinás [5], se tiene que√
J(α̂− α)

d−→ N2(k+1)(0,Ξ
−1), cuandoJ → ∞.

(c) Se sabe por el inciso (a) que:

ℑ−1/2(I2 ⊗ CT )(U −m)
d−→ N2(1+k)(0, I), J → ∞.

Por el teorema 5.1
√
J(α̂ − α)

a
=

√
J(ℑ)−1(I2 ⊗ CT )(Z − m). Por lo

tanto,ℑ1/2(α̂ − α)
a
= ℑ−1/2(I2 ⊗ CT )(Z −m)

]
. Por el teorema 1.1.1c

de Llinás [5] se cumple queℑ1/2(α̂ − α)
d−→ N2(1+K)(0, I), cuando

J → ∞.

(d) Al aplicar el hecho de que el vector aleatorio de las estimaciones2(1+K)
de los parámetros del modelo sigue una distribución normal multivariada

se verifica que cada marginal de la formaβ̂rk−βrk√
V̂ (β̂rk)

estandarizada sigue

también una distribución univariadaN1(0, 1).
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Teorema 5.4 Supóngase quelim
nj→∞

nj

nvrj
=

1

σ2
rj

> 0 existe. Entonces asintóti-

camente se tiene:

(a) (α̂− α)TCov−1(α̂)(α̂− α)
d−→ χ2

2(1+K), cuandon → ∞.

(b) Para cada subparámetro de dimensións < 2(1 +K)

(γ̂ − γ)T Ĉov
−1

(γ̂)(γ̂ − γ)
d−→ χ2(s), n → ∞

siendoĈov(γ̂) la matriz de covarianzas estimada deγ̂.

(c) En particular:

(
β̂rk − βrk

)2

V̂ (β̂rk)

d−→ χ2(1); k = 0, 1, · · · ,K; r = 0, 1;

βr0 = δr, n → ∞.

Demostración.

(a) Por el teorema 5.3b. para el caso de datos no agrupados se tiene que la
matriz de covarianzas asintótica de

√
nα̂ esΞ−1. Por lo tanto, de los

teoremas 1.2.1b de Llinás [5] y 5.3b, se cumple que:

A := Ĉov
−1/2

(
√
nα̂)[

√
n(α̂− α)]

d−→ N2(1+K)(0, I), n → ∞.

De este modo,ATA = (α̂− α)T Ĉov
−1

(α̂)(α̂− α) converge en distribu-
ción aχ2

2(K+1) cuandon → ∞.

(b) Comoγ es un subparámetro deα de dimensións, se sigue que

(γ̂ − γ)T Ĉov
−1

(γ̂)(γ̂ − γ)
d−→ χ2(s).

(c) Del mismo modo, al particularizar 5.4 b, se sigue que:

(
β̂rk − βrk

)2

V̂ (β̂rk)

d−→ χ2(1), n → ∞.
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6 Pruebas de comparación de modelos y selección de
modelos

Con base en la teoría asintótica para las ML-estimaciones y el vector score,
en esta sección, se encuentran aproximaciones para las diferentes deviaciones
−2L(θ̂). A partir de ellas, se obtienen estadísticas para distintas pruebas de com-
paración de modelos (Logístico vs Saturado, Submodelo vs Logístico y Nulo vs
Logístico), con distribución asintótica chi-cuadrada. Estas pruebas de hipóte-
sis sirven como criterios para escoger uno o varios submodelos de un modelo
logístico sin perder información estadísticamente significativa.

6.1 Comparación de un modelo logístico con el modelo saturado
correspondiente

Teorema 6.1 Supóngase quelim
nj→∞

ni

nvrj
= 1

σ2
rj

> 0 existe. Entonces, se cumple

que2 [L (p̃)− L (p)]
a
=
(
∂L
∂p

)T
ℑ̃−1

(
∂L
∂p

)
, dondep̃ es la ML-estimación dep

en el modelo saturado.

Demostración.Por la aproximación de Taylor, para cualquier par de puntosp̃ y
p, existe unp1, que está entre ellos, tal que:

L (p) = L (p̃) +

[
∂L (p̃)

∂p

]T
(p− p̃) +

1

2
(p− p̃)T

∂2L (p1)

∂p2
(p− p̃) ,

pero ∂L(p̃)
∂p = 0 porque la ML-estimacióñp es una solución del sistema de ecua-

ciones∂L(p)∂p = 0. Por consiguiente se tiene que

2 [L (p̃)− L (p)] = (p̃− p)T
(−∂2L (p1)

∂p2
(p̃− p)

)

a
=

[
ℑ̃−1∂L

∂p

]T (−∂2L (p1)

∂p2

)[
ℑ̃−1∂L

∂p

]
,

y por el teorema A.1c de Tilano [9] y la no singularidad deℑ̃,

2 [L (p̃)− L (p)]
a
=

(
∂L
∂p

)T

ℑ̃−1

(
−∂2L (p1)

∂p2

)
ℑ̃−1

(
∂L
∂p

)
.

Por ley fuerte de los grandes números,p̃rj =
Zrj

nj

c.s.→ prj , nj → ∞, para

cadar = 0, 1 y j = 1, 2, · · · , J . Dado que lim
nj→∞

nj

nvrj
= 1

σ2
rj

> 0 existe, se
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tiene que:p̃
c.s.→ p, n → ∞ por componentes. Esto implica quep1

c.s.−→ p y por
tanto,p1

p−→ p, n → ∞ por componentes, por consiguiente, para cadar = 0, 1

y j = 1, 2, · · · , J se tiene1n

(
−∂2L(pr1)

∂p2rj

)
− 1

n

(
−∂2L(pr)

∂p2rj

)
p→ 0; n −→ ∞, J

fijo. Esto implica que1n

(
−∂2L(p1)

∂p2

)
a
= 1

n

(
−∂2L(p)

∂p2

)
a
= 1

n ℑ̃∗, por el teorema

3.1a de Tilano [9]. Entonces,2 [L (p̃)− L (p)]
a
=
(
∂L
∂p

)T
ℑ̃−1

(
∂L
∂p

)
ya que

ℑ̃−1ℑ̃∗ℑ̃−1 a
= ℑ̃−1.

Teorema 6.2 Para los casos de datos no agrupados y agrupados, es válido que:

2 [L (α̂)− L (α)]
a
=

(
∂L
∂α

)T

Cov−1

(
∂L
∂α

)
· ∂L
∂α

dondeα̂ es una ML-estimación consistente deα en el modelo logístico.

Demostración.Se sabe por la aproximación de Taylor que para cualquier par de
puntosα̂ y α, existe unα2 entre ellos, tal que

L (α) = L (α̂) +

[
∂L(α̂)
∂α

]T
(α− α̂) +

1

2
(α− α̂)T · ∂

2L (α2)

∂α2
· (α− α̂) .

Pero, como∂L(α̂)∂α = 0 por serα̂ la ML-estimación que satisface∂L∂α = 0, se
obtiene :

2 [L (α̂)− L (α)] = (α̂− α)T
(
−∂2L (α2)

∂α2

)
· (α̂− α) .

Comoα2 es un punto del segmento de línea que uneα y α̂, entonces ,

α2 = tα̂+ (1− t)α t∈ [0, 1].

Bajo el supuesto quêα es fuertemente consistente paraα, es decir,α̂
c.s→ α,

cuandon → ∞ por componentes. Se tiene queα2
c.s−→ α, n → ∞ por com-

ponentes. Por tanto, por el teorema A.1c.1
n

(
−∂2L(α2)

∂α2

)
a
= 1

n

(
−∂2L(α)

∂α2

)
=

1
nℑ (α). Luego,2 [L (α̂)− L (α)]

a
=

√
n (α̂− α)T · ℑ(α)

n

√
n (α̂− α). Apli-

cando el teorema 5.1 se tiene que:

2 [L (α̂)− L (α)]
a
=

(
∂L
∂α

)T

· Cov−1

(
∂L
∂α

)
· ∂L
∂α

.
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Teorema 6.3 La LR-estadística de prueba (según el método de cocientes de fun-
ciones de verosimilitud) para la hipótesis:
H0: El modelo logístico es válido con todas las variables explicativas
X1, · · · , XK

H1 : El Modelo saturado correspondiente es válido con susJ poblaciones.
Es equivalente a la llamada desviación que tiene el modelo logístico del modelo

saturado,D∗(M) = 2 log
(

L(p̃)
L(α̂)

)
= 2 [L (p̃)− L (α̂)], con las siguientes ca-

racterística:D∗ (M)
d→ χ2 [2J − 2 (1 +K)], bajoH0, cuandon → ∞ y J es

fijo.

Demostración.En el teorema A.3b.c. se demostró queI2J −P2J es una proyec-
ción con rango2J−2 (1 +K). Por consiguiente, existe una matriz ortogonalU
dem× 2J tal queI2J −P2J = UTU, conm = 2J − 2 (1 +K) . Considerando
lo anterior y los teoremas A.1b. de Tilano [9] y 1.3.1 de Llinás [5], se tiene que

UZ∗ d−→ Nm (0, I) , n → ∞, J fijo. Por consiguiente, por el teorema 1.3.2 de

Llinás [5], se tiene que(UZ∗)T (UZ∗)
d−→ χ2

m, cuandon → ∞ y paraJ fijo.

6.2 Comparación de un modelo logístico con algún sub-modelo.

El siguiente teorema muestra la prueba de comparación de un modelo logístico
con un submodelo. Si, en el trabajo práctico, se ha llegado a un submodelo del
modelo logístico inicial mediante un proceso de eliminación de variables ex-
plicativas, entonces, se espera que la prueba dada en este teorema no rechaceHo

(p-valor alto). Se espera esto para poder reemplazar el modelo inicial por el sub-
modelo. En caso contrario, la reducción significaría una pérdida de información
estadísticamente significativa. Para la prueba se tendrán en cuenta los teoremas
A.4 y A.5.

Teorema 6.4 La LR- estadística de prueba para la situación señalada en el teo-
rema A.4 es equivalente a la estadística

D∗ (L) := 2 log

(
L (α̂)

L (α̂0)

)
= 2 [L (α̂)− L (α̂0)]

con las siguientes características:

(a) D∗ (L)
a
= (X∗)T

(
I2(1+K) − P2(1+K)

)
(X∗), bajoH0.

(b) D∗ (L)
d−→ χ2

2(K−K̃)
, bajoH0, J −→ ∞.

(c) γ̂TCov−1(γ̂) γ̂
d−→ χ2

2(K−K̃)
, bajoH0, J −→ ∞.
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Demostración.

(a) Análogamente el teorema 6.2 se tiene que

2 [L (α)− L (α̂0)]
a
=

(
∂L
∂α0

)T

Cov−1

(
∂L
∂α0

)
·
(

∂L
∂α0

)
.

Por tanto,D∗ (L) = 2 [L (α̂)− L (α̂0)]. Bajo H0 vale queL (α) =
L (α0), entonces

D∗ (L) =

= 2 [L (α̂)− L (α)− L (α̂0) + L (α0)]

a
=

(
∂L
∂α

)T

Cov−1

(
∂L
∂α

)
·
(
∂L
∂α

)
−
(

∂L
∂α0

)T

Cov−1

(
∂L
∂α0

)
·
(

∂L
∂α0

)

a
=

(
∂L
∂α

)T

Cov−1

(
∂L
∂α

)
·
(
∂L
∂α

)
−
(
T0

∂L
∂α

)T (
TT T

)−1
T0

(
∂L
∂α

)

=

(
∂L
∂α

)T {
ℑ−1 −

(
Tℑ− 1

2

)T (
TT T

)−1
Tℑ− 1

2

}(
∂L
∂α

)
.

Ahora, por el teorema A.5, se tiene que

D∗ (L) =

(
∂L
∂α

)T {
ℑ−1 −ℑ− 1

2P2(1+k)ℑ− 1
2

}(∂L
∂α

)

=

(
∂L
∂α

)T

ℑ− 1
2

︸ ︷︷ ︸
(X∗)T

(
I2(1+k) − P2(1+k)

)
ℑ− 1

2

(
∂L
∂α

)

︸ ︷︷ ︸
X∗

.

(b) Puesto queRg
(
I2(1+k) − P2(1+k)

)
= 2(1+k̃), la matrizI−P es cuadrada,

semi-definida positiva|I − P | = 0 (≥ 0), entonces existe una matriz
ortogonalUm×1 tal queI−P = UUT , conm = 2(k− k̃). De (a) y el teo-
rema 1.3.1 de [2],UX∗ −→ Nm(0, I) bajoH0, J −→ ∞,m = 2(k− k̃).

Luego por el teorema 1.3.2 de [2],D∗ (L) = (UX∗)T (UX)
d−→ χ2(m),

bajoH0, J −→ ∞.

(c) Se sabe queγ es un sub parámetro deα con dimensión2(k−k̃). Entonces,

por el teorema 5.4b.(γ̂ − γ)T Cov−1(γ̂)(γ̂ − γ)
d−→ χ2

2(k−k̃)
, J −→ ∞.

Ahora, bajoH0: γ = 0, el términoγ desaparece, con lo que se cumple

queγ̂TCov−1(γ̂)γ̂
d−→ χ2

2(k−k̃)
.
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Comparación de un modelo logístico con el modelo nulo

Teorema 6.5 Para la hipótesis
H0: El modelo logístico vale (sólo con el intercepto).
H1 : El modelo logístico vale conX1, · · · , XK .
Se puede tomar alternativamente, una de las estadísticas de prueba siguientes:

(a) 2 log
(

L(α̂)
L(α̂0)

)
= 2

[
L (α̂)− L

(
δ̂0

)]
d−→ χ2 (2K) bajoH0, J −→ ∞,

dondeδ̂0 = logit
(
Y
)

es la estimación deδ en el modelo nulo.

(b) β̂TCov−1
(
β̂
)
β̂

d−→ χ2 (2K) , bajoH0, J −→ ∞.

Demostración.

(a) Es un caso particular del teorema 6.4 conK̃ = 0.

(b) β es un subparámetro deα con dimensión2K por el teorema 5.4b. se
tiene

(
β̂ − β

)T
Cov−1

(
β̂
)(

β̂ − β
)

d−→ χ2 (2K) , J −→ ∞.

BajoH0 : β = 0, esta expresión queda reducida y queda demostrado.

Comparación de un modelo logístico con un submodelo que tiene una
variable explicativa menos

Teorema 6.6 Para la hipótesis

H0: El submodelo vale conX1, · · · , XK sin unXk.
H1 : El Modelo logístico vale conX1, · · · , XK .

Se puede tomar, alternativamente, una de las dos estadísticas de prueba
siguientes:

(a) 2 log
(

L(α̂)
L(α̂0)

)
= 2 [L (α̂)− L (α̂0)]

d−→ χ2 (1) bajoH0, J → ∞ donde

α̂0 es la estimación bajoH0

(b)
(β̂k)

2

V̂ (β̂k)
=

(
β̂k

SE(β̂k)

)2
d−→ χ2 (1) , bajoH0, J → ∞.
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Demostración.

(a) Es un caso particular del teorema 6.4b conK̃ = K−1. Es decirk−k̂ = 1.

(b) Del teorema 5.4c. se tiene que para cadak = 0, 1, · · · ,K
(
β̂k − βk

)2

V̂
(
β̂k

) d−→ χ2 (1) , J → ∞.

Al considerarH0 : βk = 0 se reduce a
(β̂k)

2

V̂ (β̂k)
d−→ χ2 (1) , J → ∞ con

lo que queda demostrado.

7 Conclusiones

En primera instancia, el desarrollo de este trabajo permitió dar nuevos funda-
mentos teóricos a los modelos logísticos en el caso particular de tres niveles y
la metodología para generalizar los resultados cuando la variable respuesta toma
un único valor deR posibles.

En general, se obtuvo un conjunto de pruebas de hipótesis y un análisis deta-
llado de las pruebas de comparación y selección de modelos. Para esto, sevolvió
a definir el vector score y la matriz de información para los modelos logísticos
y saturados heredando propiedades similares a los modelos con variable de res-
puesta dicotómica.

En el caso del modelo saturado existió la necesidad de recurrir a estimadores
asintóticos y se tuvo que expresar los resultados, ya conocidos, en unos términos
diferentes.
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A Apéndice

El siguiente teorema presenta propiedades matriciales tanto para el vector score
como para la matriz de información en el modelo saturado.

Teorema A.1 Teniendo en cuenta las notacionesnj , Zrj , zrj , prj , Z, p (intro-
ducidas en la sección 5 de Llinás [7]),vrj := prj(1− prj) y m := E(Z), en el
modelo saturado se cumple que:

(a) El vector (aleatorio) score de la muestra es

S(p) :=
∂L
∂p

=




Z01−n1p01
v01
...

Z0J−nJp0J
v0J

Z11−n1p11
v11
...

Z1J−nJp1J
v1J




2J×1

.

Importante aclarar que enL = L(p) se consideran las variables aleato-
riasUi en lugar de los valoresui. Además,E(S(p)) = 0.
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(b) La matriz de información de la muestra esℑ(p) := Cov(S(p)), de tamaño
2J × 2J y está dada por




n1/v01 · · · 0 −n1p01p11
v01v11

· · · 0

0 · · · 0 0 · · · 0
...

.. .
...

...
.. .

...
0 · · · nJ/v0J 0 · · · −nJp0Jp1J

v0Jv1J
−n1p01p11

v01v11
· · · 0 n1/v11 · · · 0

0 · · · 0 0 · · · 0
...

.. .
...

...
.. .

...
0 · · · −nJp0Jp1J

v0Jv1J
0 · · · nJ/v1J




la cual es semi-definida positiva. Para mayor simplicidad, seaℑ̃ := ℑ(p).

(c) E(−∂2L
∂p2

) = −ℑ̃∗, donde

ℑ̃∗ :=




n1
v01

0 . . . 0 − n1
v11

0 . . . 0

0 n2
v02

. . . 0 0 − n2
v12

. . . 0
... 0

. ..
...

... 0
.. .

...
0 0 . . . nJ

v0J
0 0 . . . − nJ

v1J
− n1

v01
0 . . . 0 n1

v11
0 . . . 0

0 − n2
v02

. . . 0 0 n2
v12

. . . 0
... 0

. ..
...

... 0
.. .

...
0 0 . . . − nJ

v0J
0 0 . . . nJ

v1J




.

(d) SeaZ∗ := ℑ̃−1/2(V ∗)−1(Z −m), siendo

V ∗ := diag {v01, · · · , v0J , v11, · · · , v1J} .

Entonces,S(p) = (ℑ̃1/2)Z∗ ó, que es equivalente,Z∗ = (ℑ̃)−1/2S(p).

Demostración. Sólo debemos aplicar resultados básicos del cálculo y del ál-
gebra lineal y, obviamente, de la estadística (véase por ejemplo, Jiménez [3]y
Richard [8]).

Análogo al teorema anterior, el teorema siguiente presenta propiedades ma-
triciales tanto para el vector score como para la matriz de información en el
modelo logístico.
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Teorema A.2 Teniendo en cuenta las notacionesZ, C, m y α, introducidas
anteriormente, en un modelo logístico se cumple:

(a) El vector aleatorio score de la muestra esS(α) := ∂L
∂α = (I2 ⊗CT )(Z −

m) un vector columna de tamaño2(1+K). Además,E(S(α)) = 0. Aquí,
⊗ es el símbolo para el producto Kronecker de matrices.

(b) La matriz de información de la muestra viene dada por la expresiónℑ(α) :=
Cov(S(α)) = (I2⊗CT )V (I2⊗C), matriz de tamaño2(1+K)×2(1+K).
Se denotaℑ := ℑ(α). Aquí,I2 es la matriz identidad de orden 2.

(c)
∂L
∂α

=
(
I2 ⊗ CT

)
V ∗ℑ̃1/2Z∗, vector columna de tamaño2 (1 + k). Aquí,

ℑ̃, V ∗ yZ∗ son como en el teorema A.1.

(d) E
(
∂2L
∂α2

)
= ∂2L

∂α2 = −ℑ.

Demostración.Sólo se debe aplicar resultados básicos del cálculo y del álgebra
lineal y, obviamente, de la estadística (véase por ejemplo, Jiménez [3] y Richard
[8]).

Teorema A.3 Son válidas las siguientes proposiciones:

(a) La matrizP2J := T̃ T ·
(
T̃ · T̃ T

)−1
· T̃ de tamaño2J × 2J es una

proyección (en el sentido que es simétrica e independiente), siendoT̃ :=(
I2 ⊗ CT

)
V ∗ℑ̃1/2 una matriz de2 (1 +K)× 2J.

(b) La matrizI2J −P2J es una proyección, dondeI2J es la matriz idéntica de
tamaño2J × 2J.

(c) Rg (I2J − P2J) = 2J − 2 (1 +K) .

Demostración.Sólo se debe aplicar resultados básicos del cálculo y del álgebra
lineal.

Teorema A.4 Para la situación de hacer la hipótesis:
H0: Un sub-modelo logístico vale conX1, · · · , XK̃

.

H1 : El Modelo logístico vale conX1, · · · , XK , K̃ < K.
Son válidas las siguientes afirmaciones:
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(a) T0 :=
∂α

∂α0
es una matriz de2(1 + K̃)× 2 (1 +K) de la forma:

∂α

∂α0
=




1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

2(1+K̃)

0 · · · 0
...

. ..
...

0 · · · 0








︸ ︷︷ ︸

2 (1 +K)

2(K−K̃)

.

Por tanto, ∂L
∂α0

= T0 · ∂L
∂α .

(b) Cov
(

∂L
∂α0

)
= TT Tes una matriz cuadrada de tamaño2

(
1 + K̃

)
, siendo

T := T0ℑ
1
2 una matriz de2

(
1 + K̃

)
× 2 (1 +K) , α el vector de los

2 (1 +K) parámetros en el modelo logístico yα0 el vectorα restringido
bajoH0 : βr,1+k̃

= β
r,2+k̃

= · · · = βr,K = 0, r = 0, 1.

Demostración.Sólo debemos considerar la regla de la cadena y el teorema 5.1.

Teorema A.5 Para la situación señalada en el teorema A.4, son válidas las
siguientes proposiciones:

(a) La matrizP2(1+K) := T T
(
TT T

)−1
T de tamaño2 (1 +K)×2 (1 +K) ,

es una proyección con rango2
(
1 + K̃

)
, siendoT = T0ℑ

1
2 .

(b) La matrizI2(1+K)−P2(1+K) es una proyección, dondeI
2(1+K)

es la matriz
idéntica de tamaño2 (1 +K)× 2 (1 +K).

(c) Rg
(
I2(1+k) − P2(1+K)

)
= 2

(
K − K̃

)
.

Demostración.Sólo se debe aplicar resultados básicos del cálculo y del álgebra
lineal.
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