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174 H. LLINAS —M. ARTETA —J. TILANO

Resumen

Este tratado sigue el siguiente esquema: se presenta,rpraheec-
tor score y la matriz de informacién de los modelos logisficaturado
multinomial con tres posibles niveles de respuesta a hatia primera y
segunda derivada de la funcién de verosimilitud respeats pardmetros
de los modelos; las relaciones entre el vector score y lazminforma-
cién; la estandarizacion multivariante de las variablesrteada de cada
modelo; las respectivas distribuciones asintéticas;haslas de compara-
cion y seleccion de modelos que abarcan para la variablgpmitia con
tres niveles los modelos logistico y saturado, logisticobnsodelo, logis-
tico con el modelo nulo, y logistico con el submodelo de urgaiste
explicativa menos.

Palabras clave: modelo logistico; logit multinomial; vector score; matriz de
informacion de Fisher; distribuciones asintéticas; pruebas de hipotesis.

Abstract

This approach follows the following scheme: first, the vestmre and
the information matrix from the logistics models and satealanultinomi-
als with three possible response levels starting from tisé dind second
derivative of the function of likelihood with respect to tharameters of
the models; the relationship between the vector score amdnfbrma-
tion matrix; the multivariant standardization of the entariables of each
model; the respective asymptotic distributions; proof aihparisons and
model selections that include the polytomic variable witree levels, lo-
gistic logistical and saturated models, logistical andnsodel, logistical
with null model, and logistical with the submodel of a lesplexatory
variable.

Keywords: logistic model; logit multinomial; vector score; Fisher’s information
matrix; asymptotic distributions; hypothesis testing.

Mathematics Subject Classification:62E20.

1 Introduccioén

En Llinas [6] se examind el modelo de regresion logistica en donde la variable
de respuesta es dicotdbmica. En ese trabajo se demostro la existencia ydunicida
de las estimaciones de maxima verosimilitud (ML) de este modelo. Ademas,
basada en la teoria asintética de estas ML-estimaciones y del vectorsecene,
contraron aproximaciones para las diferentes desviacieBésg L, dondel es

la funcion de verosimilitud. Con ayuda de estas aproximaciones, se obtuvier
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EL MODELO DE REGRESION LOGISTICA PARA EL CASQ. 175

estadisticos para diferentes pruebas de hipétesis, cada una con astrithi-
cuadrada. La teoria asintética fue desarrollada para el caso delesuaddnto-
rias independientes, pero no idénticamente distribuidas. En ese trabapo se h
siempre la distincién entre datos agrupados y no agrupados.

Siguiendo esta metodologia, Llinas [7] estudio el modelo logistico multino-
mial para el caso en el que la variable de interés puede tomar uno delbres va
posibles. Se describieron modelos relacionados como el nulo, complete y satu
rado. Para cada modelo, se presentd y demostro teoremas de estimaiés par
correspondientes parametros.

Teniendo en cuenta los resultados encontradds en [7] y basadosiimagu
nera en la metodologia empleadalen [6], en este trabajo se demuestra la existen
cia y unicidad de las ML-estimaciones del modelo multinomial para el caso en
el que la variable de interés puede tomar uno de tres valores posiblesiéfiamb
se utiliza las distribuciones asintéticas de estas ML-estimaciones y del vector
score para encontrar aproximaciones para las diferentes desviacidhes L,
las cuales son (tiles para obtener estadisticos para diferentes pradijpstd-
sis, cada una con distribucon chi-cuadrada. La teoria asintdtica seoflagam-
bién para el caso de variables aleatorias independientes, pero noddenite
distribuidas, se hace siempre la distincién entre datos agrupados y padgsy
dando los detalles que no son encontrados en la corriente literaturdgippie

[@l, 2y [2]).

Este articulo esta organizado en seis secciones, en las cuales s¢apresen
un andlisis tedrico detallado sobre los modelos logisticos multinomial (donde
la variable de respuesta toma solo un valor de tres posibles) describiendo lo
supuestos basicos, propiedades y caracteristicas que tienen dichelesnod
presentando y demostrando los resultados mas importantes que se camocen
bre las estimaciones de sus parametros, distribuciones asintéticas yspdeeba
comparacion de modelos, dando los detalles que, asi reunidos, naisateac
comunmente en la literatura.

2 Modelo logistico multinomial para tres niveles

En esta seccion presentaremos los resultados mas importantes introdacidos e
Llinas [7]. Las demostraciones de los teoremas presentados en esba seec
pueden encontrar en ese trabajo.
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176 H. LLINAS —M. ARTETA —J. TILANO

2.1 Modelo basico

La variable de interég puede asumir tres nivele8; 1 6 2. Paracada = 0, 1, 2,
seap, := P(Y = r) la probabilidad de qu¥& tome el valor-. Definamos:

U. — 1, siY;=r;
"1 0, deotraforma,

donder = 0,1,2y i = 1,...,n. Observe qud/,; ~ B(1,p,;). Fijando
y = (y1,--- ,yn)", obtenemos el logaritmo de la funcién de verosimilitud en
el parametr@n-dimensionap = (po1, P11, - - - , Pon, P1n) " -
n
L(p) = Z[U/Oi In po; + w1 Inpr; + (1 — woi — uis) In(1 — poi — p1i)]. (1)
=1

2.2 El'modelo completo

El modelo completes caracterizado por el supuesto de que tggogcon
r=20,1,2yi=1,...,n) son considerados como parametros.

Teorema 2.1 En el modelo completo, las ML-estimacioneggesonp,; = U,;
con valore9,; = u,; parar =0,1,2yi =1,...,n. Ademas,. := L(y) = 0.

2.3 Elmodelo nulo

El modelo nuloes caracterizado por el supuesto de que para cadd), 1, 2,
todos losp,; (¢ = 1,--- ,n) son considerados iguales; es decir, se tienen dos
parametrogg y p1. En este casd 1) sera:

,C(p) = n[ﬂo hlp[) + u1 lnp1 + (1 — Ug — ﬂl) ln(l — Po —pl)]. (2)

Teorema 2.2 En el modelo nulo, la ML-estimacion ge esp, = U, con valor
pr = u,. AdemasL, := L(p) < 0siy solo si0 < uy +u; < 1.

2.4 Elmodelo saturado y supuestos

El modelo saturado esta caracterizado por los supuestos 1y 2 preseatad
la seccion 5 de Llinas [7]. Teniendo en cuenta las notaciengef,;, z,;, prj
introducidas en ese trabajo, en el modelo saturado el logaritmo de la fudecién
maxima verosimilitud seré
J
L(p) =Y 205 npoj + 215 p1; + (nj — 205 — 215) In(1 = po; — p1;)]. (3)
j=1

Rev.Mate.Teor.ApliqISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 23(1): ¥187, January 2016



EL MODELO DE REGRESION LOGISTICA PARA EL CASQ. 177

Teorema 2.3 En el modelo saturado, las ML-estimacionesyge sonp,; =
Zri con valoress,; = 2 paraj =1,---,Jyr =0,1,2. Ademas,
J

nj

J
L(P) =Y _njlo; Inoj + prjInprj + (1 — po; — p1;) In(1 — foj — p1j)]- (4)
i=1

También se cumple, := L(p) < 0 para0 < p,j < 1.

2.5 El modelo logistico y supuestos

Se hacen los supuestos 1y 2 de la sedcidn 2.4, donde adicionalmenterse sup
gue la matriz de disefo

1z - oz

1 z12 -+ zTk2
c=1 . .

1z -+ xky

tiene rango complet®g(C) = 1 + K < J. Aqui, z; €s como se explico en

el supuesto 1 del modelo saturado (véase LlinAas [7]). Para llegar a delano
logistico se toma como referencia una de las categorias de la variable depen-
dienteY’, sin pérdida de generalidad tome la referencia como el nivel 2 y se hace
el supuesto adicional:

3. goj(z;) = In (i?) = 00 + B0z + - + BroTK; (5)
J
gij(z;) = In (;;;) =01+ Buzy; + - + BriTk; (6)
J
dondez; := (1,z1;,...,7x;)’. Sea

a = (Bo, B1)" = (0, Bro, "+ » Bros 01, P11, -+, Br1) T

el vector de l0€(1 + K') parametros en el modelo. Nétese que el supuesto sobre
Rg(C) = 1+ K, hace identificable al parametto Para una observaciary
en la poblacionj y para cadar, la probabilidadp,; se calcula de la siguiente
manera:
prj _ 2exp{g7" (l'])} ) (7)
> exp{gs(z;)}

s=0
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178 H. LLINAS —M. ARTETA —J. TILANO

2
SiA(xj) := ) exp{gs(x;)}, el logaritmo de la funcion de verosimilitud se

s=0
puede escribir en funcién decomo:

J
=Y [Zojgo(xj) + (nj = Zoj = Zoj)gn () — njln (A()))].  (8)
7=1

3 Score e informacién para el modelo saturado

En esta seccidén se presentan resultados asintéticos tanto para el gector s
como para la matriz de informacién en el modelo saturado, resaltando el he-
cho de se tiene el caso de variables independientes pero no idénticamsente d
tribuidas, dando los detalles que, asi reunidos no se encuentran eralad#er
Estos resultados son importantes para las pruebas de comparaciorigserse
biran en la seccion 6.

Teorema 3.1 Seann;, p,; Y p cOmo se explicd en la seccion 5 de Llinas [7] y

vrj = prj(1 — prj). Ademas, seaf(p), S* y Z* como en el apéndide A.1.

Supdngase que existéim # = 1 > 0paratodoj = 1,2,...J y todo
nj—oo "Vrj g

rj

r = 0,1. Entonces para el modelo saturado, se cumplen (cuande o) y
para J fijo:

(@ 1S(p) £ L5*(p), dondeS*(p) = I(p — p), siendop la Ml-estimacion
dep en el modelo saturado.

a

(b) L ( 821:> = 1§+ Esdecir, paratodg = 1,2, ..., J y todor,r’ = 0,1
se tiene que
1 2 2
1 L 1, <35> 2,
n aprfjaprj n ap'r’japrj

©) Z* % Ny (0, 1).

(d) =5(p) % Moy (0, ) siendo= = lim (%)

n—oo

, . . . . . ,.. P . -
Aqui,< significa equivalencia asintéticas; convergencia en probabilidad;
d . o o . .
—, convergencia en distribuciénys s, la distribucion normakR.J-dimensional
e I, la matriz identidad2J-dimensional.
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Demostracion.

(a) Dado queZ,; = n;p,;; r = 0, 1; se tiene ques(p) es el vector

) ) ) ) )

_ _ . . T
(711(]901 —po1)  ns(Pos —pos) (P —pu)  ny(Pu —pu))
Vo1 VoJ V11 U1J

Se deduce qus(p) = [diag(3)](p — p). SeaS*(p) := I(p — p).
Entonces,

_ ny . _
pmpn(pn - pn)

nvo1v11

ny ~
7P0Jplj(p1J - le)
S(p) — S*(p) nosuLy

n nl

Po1p11(Po1 — po1)
nvo1v11

nJj

———posp1.(Pos — PoJ)
L MVoJjv1Jg

Para unj fijo se tiene,

. MiPojP1j < 1 pojp1j . Zrj P
lim 2= (5, —py) = ———2 lim <m - prj) = 0.
nj—>oo ’I’LUOj’Ulj 0‘0]. Ulj le-}OO

Luego,1S(p) = £5*(p).

(b) Teniendo en cuenta A.1c, tenemos:

() (525 )-
n \  Opy;Opr; n Opy1jOpy;

1 Zyj i (1 —2py;
— [( rj prj) n; ( pm)] '
n ng NUyj Urj

Ahora, se sabe qué%" — ij) 2 0si n; — oo por la ley débil de los

(1—2prj) %57 1 (1-2prj)
Vrj 0’1%]- i '

grandes nimeros y quf}%

Urj

Entonces(i’f _prj> 2y (%) P,

NUpj  Upj
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180 H. LLINAS —M. ARTETA —J. TILANO

(c) Como las variableg,; convergen a la distribucion normal por el teorema
i d
central del limite. LuegaZ — N3;(m, V') cuandon; — oo, donde

n1vo1 e 0 —N1Po1P11 - 0
V= 0 e njvp.J 0 ©r =N JPoJP1J
—nipoiPi1 - 0 niviy e 0
0 “or =M jPoJIP1J 0 e njv1y
Entonces,

75 =SV THZ —m) ~ Nay(0,1).

Por lo tanto, pard fijo, Z* LY N5;(0,T) cuandon — oc.

N 1/2
(d) Considerando el teorerha A.1d, se tiene ug/n)S(p) = (%) Z*.
&\ 1/2 ¢s = s
Ademas, por el supues(%) =& =12, donde=3 significa convergen-
. . 3\ 1/2
cia casi segura. Porlotantéﬁ) 5 a2, Luego, por el teorema 2.1.2

de Richard([8], se cumple qu%S(p 4 Noy(0,E). n

4 Score e informacion para el modelo logistico

Andlogo a la seccién anterior, en ésta se presentan resultados asirtticos
para el vector score como para la matriz de informacion en el modelo logistico,
resaltando también el hecho de se tiene el caso de variables indepenp@nte

no idénticamente distribuidas, dando los detalles que, asi reunidos nusgaen

tran en la literatura. Estos resultados también son importantes para lassprueba
de comparacion que se describirdn en la seccion 6.

Teorema 4.1 Seann; y p,; como se explico en la seccion 5 de Llinas [7] y
vrj = pri(1 — pr;). Ademas, seay(«) y & como en el apéndice_A.2.
Considerando los supuestos de los modelos saturado y logistico se tiene:

(a) La matriz es de rango completakg (¥) = 2(1+ K), y definida
positiva.
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EL MODELO DE REGRESION LOGISTICA PARA EL CASQ. 181

, . n; 1 . . .
(b) Supongase qudim — = — > 0 existe. Entonces existe una matriz
nj—>oo n’l},r.j g-<.

rj
£, definida positiva y de tamafid(1 + K) x 2 (1 + K) tal que
1

NG

S () 5 Noix) (0,2), n — o0, J fijo.

, d . p . . . ., . . .,
Aqui, — significa convergencia en distribucionV,, la distribucién normal
2J-dimensional.

Demostracion.

(a) Teniendo en cuenta qu®y (C) = 1+ K, queS es cuadrada d&1 + K)
y queRg (AT A) = Rg (A), tenemos

Ry (3) = Ry [((12 ® C7T) v%) (v% (L ® C))} —2(1+K).

Aqui, ® es el simbolo para el producto Kronecker de matricds, da
matriz identidad de orden 2. Esto indica qitees de rango completo
2 (1 + K). Ahora se debe probar g@ees definida positiva. Sea # 0
cualquier vector columna d¥1 + K). Entonces,

W'Su = W [(LeCh)V(LeC)u
1 T/ 1
= (Vvieoy) (Vi)
peroV% (I ® C)u es un vector columna d&/. Por lo tanto, para todo

u # 0, se cumple quea”’ Su > 0. Pero,u’ Su = 0 siy solo si se cumple
queV% (I ® C)u = 0. Ahora,

e Parar =’ los componentes;v,; > 0, vyj = pyrj (1 — prj).

e Parar # 1/, los componentesn;p,;p,; < 0.

Luego,u = 0. Entoncesyu # 0, u’'Su > 0. Por tanto 3 es definida
positiva.

(b) Sea\ := (Ao, -- ,)\QKH)T cualquier vector de numeros reales. Se desea
probar que

A (\/155(@0 - \}ﬁ;ﬂsi (@)

tiene distribucion asintética normal unidimensional, doiex) es el
vector score de la observacianen efecto,
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182 H. LLINAS —M. ARTETA —J. TILANO

e Primero, tenemos que
E(\'S; (@) =\ E (S (a)) = AT (0) = 0.

e Lamatriz de informaciofs; (para una observacidn en la poblacion
j) correspondiente al modelo logistico viene dada por

S = Cov((Si)(a)) = F{Si(a) [Si(a)]T} = C" vy

dondev,; = V(Uy;) Yy

2 2
w()j <o X0 TRy ij A
s 2 e 2
o — kaQLUQ] ce xkj xkal‘oj ce xk:j
xoj s LOjTkj (L'Oj cer X5 Ty
T 2 T 2
TijToj --- xkj TrjToj .- - J:kj

Ahora, se sabe qu&; es definida positivai en;j. Por lo tanto,
V (ATS; (@) = AT Cov (S; (a)) A = XT3\ > 0.
Es claro que/ = VSV dondeV* es como en el teorena A.1d.
Ahora, 1S = [(I, ® CT) V*] 2 [V* (I, ® C)]. Por consiguiente,
por el teorema 3.3.1b de Tiland/[9], se tiene gy& — Z.
n—-—ao0
Entonces 1S — [(Ib®CT)V*| Z[V* (I, ® C)]. Ahora, sea

=:= [(l,® CT) V*] E[V* (I ® C)]. Luego, con todo lo anterior,
se obtiene que — EYRg(E)=2(1+K).

[

Ahora se debe probarqt{%s () 4, Nog1) (0,E), n — o0, J fijo.

: J =
Para el caso no agrupado , esta matriz curdge(a) —% =. Con-

siderando lo anterior y sabiendo ges definida positiva se tiene

1 & 1
=3V (ATS;(a)) = AT=%X — ATEA>0.
n i1 n n—oo

Ademas se cumple la condicion de Lindberg, es decir,

1< 2
Ve >0, n;EM&(a) ([ATSi ()] '1{[ATSi(a>]2>52n}> o

n—oo
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Por el teorema 1.1.3 de Llinds [5] se tiene

AT <\/155 (a)) 45 N1 (0,ATEN) .

Por consiguiente, al aplicar el teorema central del limite multivariado (teo-
rema 1.1.4 de Llinas [5]) se concluye que:
1
Vn

S (a) -% Nyi1x (0,E), n— oo, paraJ fijo. m

5 Estimacion de parametros logisticos

5.1 Existenciay calculos de parametros logisticos

En esta seccion se presenta y demuestra el teorema de existencia de las ML-
estimaciones de los parametros logisticos, explicando brevemente el método ite-
rativo que se utiliza para calcularlas: el método de Newton-Raphson.

Teorema 5.1 (teorema de existencia) S&acomo en la seccion 5 de Llinds [7],
m = E(Z)yV := Cov(Z). Entonces, las ML-estimacionésde « existen,
son Unicas y son calculadas segun la siguiente formula de recursién

a9 =0
&t =) 1 (Lo CTYVO (L e C)] (Lo CT)(Z —m®).

Ademas asintéticamente tenemos:

) o . (1 ocC 1 oc
Vn(é —a) = Cov 1<\/ﬁ'8a> : (ﬁ@a)
— V(e CT)V (I ® C) (I @ C")(Z —m).

Aqui, < significa equivalencia asintética es el simbolo para el producto
Kronecker de matrices B, la matriz identidad de orden 2.

Demostracién. Se sabe qu% = —$ es una matriz de rango completo
21+ K).

Entonces existen Unicamente las ML-estimaciofiesomo soluciones de las
2(1 + K) ecuacionesS(a) = %£ = (I, ® C*)(Z — m) = 0 (véase teo-
rema’A.l1a), por lo que debe cumplirse cﬂ%ﬁ‘—) = 0.

Paraunk =0,..., K fijo,
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184 H. LLINAS —M. ARTETA —J. TILANO

Y J e9r(@3)
DB = Zxkzj(ZT‘j — Njprj) = z;xkrj Zyj —nj 1+ e90(@) + eon(zy) |
]:

J=1

Usando la aproximacion de Taylor,@j es un punto que esta enttey o, en-
tonces,

OL(0) _ 9L(@) , G*L(cn)

d(a)  Oa da? (= 4).

Considerando qugé% = 0, luego, teniendo en cuenta el teoremal A.1, esta
expresion puede escribirse como:

o <—82£(a1)>_1 aL()
a—a= a2 Do
= [(Le CWVi(L®C)] " (e CT)(Z - m)

siendoV; = V(«;). Comoa; es un punto del segmento de linea que uneya
& entonces,

ag=ta+(1—t)a  te][0,1].
Bajo el supuesto de quees fuertemente consistente pataes deciriy — a,
cuandon — co. Por componentes se tiene que —» «. Entonces, es valido
quea; — o, n — oo (propiedad de convergencia) por componentes. Ahora,

-1
Ve —a) = [(12 o) Vi e c>] 19 CTYZ = m).

Comoa; -2 a, entonces

-1
[(IQ@CT);W(I2®C):| '%(IQ@CT)(Z—TI’L)

Via—a)

-1
< {(12 ® CT)%V(IQ ® C)] \/15([2 ® CTY(Z —m).

Vil(L2@CT)V (1®C)] - (12@CT)(Z—m)

Es decir,

~1
) = a0 4 (e CTWVOLeO)| (e cT)(Z-m"). -
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EL MODELO DE REGRESION LOGISTICA PARA EL CASQ. 185

5.2 Distribuciones asintéticamente normales y chi-cuadidas

En esta seccién, se presentan y demuestran teoremas asintéticos (ngrmales
chi-cuadradas) que se necesitaran en la seccién 6 para realizaagpdescom-
paracion.

Distribuciones asintdéticamente normales

Teorema 5.2 Supongase qudim —i- = (}2 > 0 existe. Entonces, existe una

. nuv.
n;—00 T Tj

matriz= definida positiva tal que/n(j — p) —= Nz (0,Z71), n — oo, J fijo,
siendop la estimacion de en el modelo saturado y

1 0 0 — boip11 0 0
901 1 90111
0 = s 0 0 —g(’f%
02 02Y12
0 0 1 0 0 ... —Dbgspis
- 901 90sY1J
— PgiP11 0 .. 0 712 0 0
951011 911 1
0 02,v12 0 0 o2, 0
0 0 . —bosp1s 0 0 €1
Togv1T 91y

Demostracion. Se sabe qué S(p) = 13(5 — p). Entonces:S(5 — p)

13127+, Porlo tantoy/n(p —p) = (%)_1/22*. Ahora por hipétesis, tenemos
que(3) 12 zx "2 2-1/2 7%, AdemasZ* —» Ny (0, T). Entonces, se tiene
que=-12z2* %5 A% (0,E71), cuandon — oo, y J es fijo. Aplicando el
teorema 2.2.1.c. de Tilanol[9] resuli@(p — p) —=> Nay(0,Z71). m

a

Teorema 5.3 Para los datos no agrupados (se supone é@etenga un limites
definida positiva cuandd — oo) son validas las siguientes afirmaciones para
J — o0:

(@) SiX* =S V2(I,® CT)(U — m), entoncesX* —5 Ny (0, 1),
J — o0.

(b) V(@ = a) 5 Nor 100,57,

(©) SY2(a — ) 5 Ny x)(0,1), J — oo
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(d)

Bribri Ly N (0,1);k=0,...,K; 7 =0,1; B0 = 0.
\/m 1(7 )7 ) ) T 7757“0 T

Demostracion.

(@)

(b)

(©)

(d)

Es claro que para el caso particular de datos no agrupados @éevdos
1, paratodgj y J = n, se tiene que:

1.0\ V2 S(a)
X* =37129(a) = (C\) F—=
& () 73 Nai
n—oo —

Se sabe qu(a%%) — E=. En este casoy = J. Entonces se cumple que
(39)7* =2y =12,
Se sabe por la observacion anéloga del teorema 3.8.2 de Llinas [5] que
1
NE;

Por lo tanto, por los teoremas T.1.1.1b y 1.3.1 de Llihas [5], se tiene

S(a@) 4, No14+)(0,Z), cuando] — oo.

1 1/25’((1) d
_ N7 .
(JJ) Nai ,/\/'Q(k+1)(071)u]_>oo

Se sabe por el teoremals.1 que(a—a) < Cov™? (ﬁgg) : <\}ﬁg§> .

oL
— A ° -1 1
Como.J = n, entoncesy/J (& — o) = .J cov <3a> ﬁS(a).

Por los teoremas_3.1b., T.1.1.1b.,c. y T.1.3.1 de Llihas [5], se tiene que
V(& = a) -5 Nygry1)(0,271), cuando/ — oo,

Se sabe por el inciso (a) que:
SV2(1y @ CTY(U —m) —55 Nogy 4 (0,1), J — oo

Por el teorem@Bl1/J(a — a) = VJ(I) (I, ® C")(Z — m). Por lo

tanto, 3/2(a& — @) £ S7Y2(I, ® CT)(Z — m)]. Por el teorema 1.1.1c
de Llinas [5] se cumple qu&'/2(a — a) -% Noa4k)(0, 1), cuando
J — o0.

Al aplicar el hecho de que el vector aleatorio de las estimacizfies K)
de los parametros del modelo sigue una distribucion normal multivariada

se verifica que cada marginal de la forn%et@ estandarizada sigue

67‘]6

también una distribucion univariadé, (0,1). m
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Teorema 5.4 Supongase qudim e - —- > 0 existe. Entonces asintoti-

nj—>oonvrj Urj

camente se tiene:
(8) (@— )T Cov™!(@)(@ — a) -5 X%, x> Cuandon — cc.
(b) Para cada subparametro de dimensior 2(1 + K)
~ 1 d
F—=7"Cov " F)F -7 —=x*(s), n—o0

siendoC/&;(ﬁ) la matriz de covarianzas estimada gle

~ 2
. </8rk - 67‘]{?) d
(c) En particular: ~——~—72 = x?(1); k = 0,1,--- ,K; r = 0,1,
V(/Brk:)
Bro = 6, n — 00.

Demostracion.

(a) Por el teorema 5.3b. para el caso de datos no agrupados se telee qu
matriz de covarianzas asintética ¢é1a es =-1. Por lo tanto, de los
teoremas 1.2.1b de Llinds [5[y 5.3b, se cumple que:

A= Cov " (Vad)Va(@ — a)] <5 Nogyse (0,1), 1 — ox.

——1 . .
De este modod” A = (@ — a)TCov  (@)(a — «) converge en distribu-
cion an(KH) cuandon — co.

(b) Comory es un subparametro dede dimensiors, se sigue que
~ 1 d
F=7)"Cov  F)A =) == x*(s).

(c) Del mismo modo, al particularizar 5.4 b, se sigue que:

</§rkz - ﬁrk)Q J

2
‘7(5%) — x“(1),n = 00. m
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6 Pruebas de comparacion de modelos y seleccion de
modelos

Con base en la teoria asintotica para las ML-estimaciones y el vector score,
en esta seccion, se encuentran aproximaciones para las difererisasotes
—2£(é). A partir de ellas, se obtienen estadisticas para distintas pruebas de com-
paracion de modelos (Logistico vs Saturado, Submodelo vs Logistico y Bulo v
Logistico), con distribucion asintética chi-cuadrada. Estas pruebagpdee-h

sis sirven como criterios para escoger uno o varios submodelos de ufomode

logistico sin perder informacion estadisticamente significativa.

6.1 Comparacion de un modelo logistico con el modelo saturad
correspondiente

Teorema 6.1 Supongase quédim " = 1 > 0 existe. Entonces, se cumple
n]’%

00 UTj 07"
a (oc\" 3 oL J iMacia
que2[L (p) — L (p)] = (8—p> gt (871))’ dondep es la ML-estimacion dg
en el modelo saturado.

Demostracion. Por la aproximacion de Taylor, para cualquier par de puptos
p, existe urpy, que esta entre ellos, tal que:

Lo fecwlt L &P,
L(p)=L(p)+ {ap (p—p)+§(p—p)Tsz(p—p),
peroag—;ﬁ) = 0 porque la ML-estimaciép es una solucién del sistema de ecua-
ciones%ﬁf’) = 0. Por consiguiente se tiene que

2L (5) - £ (p)] = (5 — )" (‘““’) @—p))

Op>?
a gfl% r —agﬁ(pl) gfl%
op op? opl’

y por el teorem&Allc de Tilanbl[9] y la no singularidad3le

Zpi C.S.

n”jj — DPrj, Mj — 00, para

cadar = 0,1y j = 1,2,---,J. Dado que lim -~ = - > 0 existe, se
n;—00""TT] g

rj

Por ley fuerte de los grandes nimerps;, =
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tiene que; =3 p, n — oo por componentes. Esto implica que <> p y por
tanto,p; — p, n — oo POr componentes, por consiguiente, para caga0, 1

. . 9L (pr 9 L(pr
yj=12,---,J setenel —%ﬂ_l) ~1 —6(21;)>£>0;n—>oo“]
fijo. Esto implica quet (—%) =1 ( anp( )> £ 13+ por el teorema
B.da de Tilano[[9]. Ent L) -L) 2 (28) 51 (o

a de Tilanol[9]. Entonce&,[L (p) — L (p)] = <8—p> & (87)) ya que

~—T1 % ~— a ~_
SIS =3l m

Teorema 6.2 Para los casos de datos no agrupados y agrupados, es valido que:

2£(8) = £(a)] = (gﬁ)Toovl <g§> .gi

dondea es una ML-estimacion consistenteaden el modelo logistico.

Demostracion. Se sabe por la aproximacién de Taylor que para cualquier par de
puntosa y «, existe ums entre ellos, tal que

E(a)—ﬁ(&)—i—[ (a—a).

a1t 2L (a
T T

Pero, como‘%() = 0 por sera la ML-estimacion que satisfacss = 0, se

obtiene :

0a?

2
202(@) - L)) = @ - o) (<2552 G- a).
Comoas es un punto del segmento de linea que wye, entonces ,
ay =ta+ (1 —t)ate[0,1].

Bajo el supuesto qué es fuertemente consistente paraes decira = a,
cuandon — oo por componentes. Se tiene qugz =% a,n — oo por com-

ponentes. Por tanto, por el teorefalA. 11c< o L) a2)) =1 (—823@(2a)) =

13 (a). Luego,2[£(@) - L()] £ va(@—a)' - 22 /m(@—a). Apli-
cando el teorenfa 3.1 se tiene que:

e () o ()2
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Teorema 6.3 La LR-estadistica de prueba (segun el método de cocientes de fun-
ciones de verosimilitud) para la hipétesis:

Hy: El modelo logistico es valido con todas las variables explicativas
X1, , Xk

H; : El Modelo saturado correspondiente es valido con $ymblaciones.

Es equivalente a la llamada desviacion que tiene el modelo logistico del modelo

saturado,D*(M) = 2log (%) = 2[L(p) — L (a)], con las siguientes ca-

racteristica: D* (M) 4 x?[2J — 2 (1 + K)], bajo Hy, cuandon — coy J €s
fijo.

Demostraciéon.En el teoremB Al3b.c. se demostré que— P,y es una proyec-
cion conrang@J — 2 (1 + K). Por consiguiente, existe una matriz ortogdrial

dem x 2J tal quely; — Py = UTU, conm = 2J — 2 (1 + K) . Considerando
lo anterior y los teoremas A.1b. de Tilarid [9] y 1.3.1 de Llinds [5], se tiene que

vz -4 N (0,1),n — oo, J fijo. Por consiguiente, por el teorema 1.3.2 de

Llinas [5], se tiene quéU Z*)T (U Z*) N x2,, cuandon — ooy paraJ fijo.
|

6.2 Comparaciéon de un modelo logistico con algun sub-modelo

El siguiente teorema muestra la prueba de comparacion de un modelo logistico
con un submodelo. Si, en el trabajo practico, se ha llegado a un submedelo d
modelo logistico inicial mediante un proceso de eliminacién de variables ex-
plicativas, entonces, se espera que la prueba dada en este teoretizanel,
(p-valor alto). Se espera esto para poder reemplazar el modelo inicill -
modelo. En caso contrario, la reduccion significaria una pérdida deriatidn
estadisticamente significativa. Para la prueba se tendran en cuentadosagor
AdyAS.

Teorema 6.4 La LR- estadistica de prueba para la situacion sefialada en el teo-
remalA.4 es equivalente a la estadistica

L (a) ) ~ —
—— | =2|L(a) — L («
L) ~ L@ - £ (@)
con las siguientes caracteristicas:

(@) D* (L) = (X*)" (Layx) — Payx)) (X*), bajo Ho.

D* (L) == 210g<

(b) D* (L) -% XS(K—I?)’ bajo Hy, J —» oo.

~ 1y~ d .
(c) ATCov=1(7)7 —>X;(K71~(),bajOH0, J — .
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Demostracion.

(a) Analogamente el teorerhal6.2 se tiene que

_a (0L\" (0L oL
2teie) - £@1 2 () o (5c) ()
Por tanto,D* (L) = 2[L(a) — L (ag)]. Bajo Hp vale queL (a) =
L (ap), entonces

II=

~—

) o (1) () (25 e (25) ()
Y e (2)

oL oL\ -1, (L
o)~ (05,) T (5)

II=
AN TN N
QD‘QJQJ

e
~

Ahora, por el teoremia Al5, se tiene que

i} ocN\T 1 1y (0L
D*(L) = (8a> {871 =973 P97 ) (a)

AN 1 (L
= (m) S72 (I = Pa(iany) 972 (aa>'
——— —_———

(x*)T X

(b) Puesto quékg (12(1+k) - P2(1+k)) = 2(1+k), lamatrizI — P es cuadrada,
semi-definida positival — P| = 0 (> 0), entonces existe una matriz
ortogonall/,,,«1 tal quel — P = UU”, conm = 2(k—k). De (a) y el teo-
remal.3.1de 2]/ X* — N,,(0,I) bajoHy, J — oo,m = 2(k — k).
Luego por el teorema 1.3.2 de [ (L) = (UX*)T(UX) -% v2(m),
bajoHy, J — oo.

(c) Se sabe quees un sub parametro decon dimensic’)r?(k—l}). Entonces,
por el teorem&B14k7 — )" Cov1(F)(HF — 7) % Xg(k—l})’ J — .
Ahora, bajoHy: v = 0, el términovy desaparece, con lo que se cumple
ques” Cov™ ()7 = X2, ;- ®
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Comparacién de un modelo logistico con el modelo nulo

Teorema 6.5 Para la hipotesis

Hy: El modelo logistico vale (s6lo con el intercepto).

H, : El modelo logistico vale coXy, - -+ , Xk.

Se puede tomar alternativamente, una de las estadisticas de pruebaguien

(@) 2log (f(ﬁj%) — 2 [c @) - L (5})} 4 \2(2K) bajo Hy, J —» oo,

~

donded, = logit (Y) es la estimacién dé&en el modelo nulo.
(b) BT Covt (B) 5% 2 (2K) , bajo Hy, J — oc.

Demostracion.
(a) Es un caso particular del teorema 6.4 ¢0r- 0.

(b) 3 es un subparametro decon dimensior2 K por el teoremé 5l4b. se
tiene

~ T LA d
(B—ﬁ) Cov™? (5) (5—5) 5 22K, J — oo
Bajo Hy : 8 = 0, esta expresion queda reducida y queda demostrado.
Comparacion de un modelo logistico con un submodelo que tieuna

variable explicativa menos

Teorema 6.6 Para la hipo6tesis

Hy:  Elsubmodelo vale coXy, - -+ , Xk Sin unX,.
H, : ElModelo logistico vale coiX, - - - , Xg.
Se puede tomar, alternativamente, una de las dos estadisticas de prueba
siguientes:

(@) 2log (f&g) = 2[£(&) — £ (60)] % X2 (1) bajoHy, J — oo donde

G es la estimacion bajél

(3)’ 5\
(b) V(kﬁk) = (SEB(kﬁk)> 5 x%(1), bajoHy, J — oco.
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Demostracion.
(a) Esun caso particular del teoremd 6.4b for- K —1. Es decitk—k = 1.
(b) Del teorema5l4c. se tiene que para cada0, 1, -- , K

(Bk—ﬁk>2 PR
V(ﬁ,g)—}X(l)’ J — oo.

i . 8 — (5)° d, o
Al considerarHy : f; = 0 se reduce W — x“ (1), J — ococon
lo que queda demostrada.

7 Conclusiones

En primera instancia, el desarrollo de este trabajo permitié dar nuevoa-fund
mentos tedricos a los modelos logisticos en el caso particular de tres niveles y
la metodologia para generalizar los resultados cuando la variable resfmuea
un Unico valor dek posibles.

En general, se obtuvo un conjunto de pruebas de hipétesis y un anadksis de
llado de las pruebas de comparacién y seleccion de modelos. Para gstoise
a definir el vector score y la matriz de informacién para los modelos logisticos
y saturados heredando propiedades similares a los modelos con vaeiabke d
puesta dicotémica.

En el caso del modelo saturado existio la necesidad de recurrir a estenador
asintéticos y se tuvo que expresar los resultados, ya conocidos, éaminos
diferentes.
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A Apeéndice

El siguiente teorema presenta propiedades matriciales tanto para el weceor s
como para la matriz de informacién en el modelo saturado.

Teorema A.1 Teniendo en cuenta las notaciones Z,;, z,;, prj, Z, p (intro-
ducidas en la seccion 5 de LIin&s [7],; := p,;(1 — pyj) ym := E(Z), en el
modelo saturado se cumple que:

(a) El vector (aleatorio) score de la muestra es

Zo1—n1po1
01
Z0J—n.JPoJ
S(p) == oL _ o
ap Z11—n1p11
v11
Z1J—nJjp1J
v1g 2Jx1

Importante aclarar que e = L(p) se consideran las variables aleato-
rias U; en lugar de los valores;. AdemasF(S(p)) = 0.
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(b) Lamatriz de informacion de la muestra®®) := Cov(S(p)), de tamafio
2J x 2J y esta dada por

i n1po1p
/o 0| -mmm 0
0 0 0 0
__nJjpoJpPiJj
= I? 7 nJ/UO‘] 0 V0.JV1.]
__nipoipii
V01011 0 nl/vn 0
0 0 0 0
__nJjpoJpiJ
L 0 VoJv1J 0 n‘]/vl‘]

la cual es semi-definida positiva. Para mayor simplicidad, 3ea: S(p).

(c) E(—%) = —$*, donde

[ w0 ... 0 |- 0 ... 0
01 no v11 no
0 2.0 0 = ... 0
E 0 : 0 :
n n
%*:: 21 0 ﬁ 7?1 0 _ﬁ
— (312 0 o i ... 0
0 -2 0 0 =0
: 0 . : : 0 :
0 0 ... =L 0 0 ot

(d) Seaz* := S V/2(V*)~1(Z — m), siendo
V* .= diag{vo1, -+ ,v07,011," " ,V1J} .
EntoncesS(p) = (31/2)Z* 6, que es equivalente* = (3)~1/25(p).
Demostracion. Sélo debemos aplicar resultados basicos del calculo y del al-

gebra lineal y, obviamente, de la estadistica (véase por ejemplo, Jiménez [3]

Richard [8]).m
Anélogo al teorema anterior, el teorema siguiente presenta propiedades ma
triciales tanto para el vector score como para la matriz de informacion en el

modelo logistico.
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Teorema A.2 Teniendo en cuenta las notaciongs C, m y «, introducidas
anteriormente, en un modelo logistico se cumple:

(a) Elvector aleatorio score de la muestra.ggy) := g—é =(ILeoT)(Z -
m) un vector columna de tamaf201 + K'). AdemasE (S(«)) = 0. Aqui,
® es el simbolo para el producto Kronecker de matrices.

(b) La matriz de informacion de la muestra viene dada por la expresion :=
Cov(S(a)) = (IL@CT)V(I2®0C), matriz de tamaf@(1+K) x2(1+K).
Se denot&y := I(«). Aqui, I, es la matriz identidad de orden 2.

() % = (I, ® CT) V*31/2Z*, vector columna de tamafi(1 + k). Aqui,

S, V*y Z* son como en el teoreria A. 1.
2 2
M) B (5:5) =55 = -5

Demostracion. Soélo se debe aplicar resultados basicos del calculo y del &lgebra
lineal y, obviamente, de la estadistica (véase por ejemplo, Jiménez [3] ydRicha
[8]). m

Teorema A.3 Son validas las siguientes proposiciones:

~ ~ ~ -1 ~
(@) La matrizPy; = T7 - (T'TT> - T de tamafio2J x 2J es una
proyeccion (en el sentido que es simétrica e independiente), siéndo
(I, ® CT) V*$1/2 una matriz de2 (1 + K) x 2.J.

(b) La matrizl,; — P>y €s una proyeccion, donde; es la matriz idéntica de
tamano2J x 2J.

(€) Rg(Iag — Poy) =2J —2(1+ K).

Demostracion. Soélo se debe aplicar resultados basicos del calculo y del &lgebra
lineal.m

Teorema A.4 Para la situacion de hacer la hipotesis:
Hy: Un sub-modelo logistico vale coXiy, - - - , X .

H, : El Modelo logistico vale coX, - -+ , Xk, K < K.
Son validas las siguientes afirmaciones:
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(@ To := ;;904 es una matriz de(1 + K) x 2 (1 + K) de la forma:
Qo

5 1 -« 0l 0 --- 0
le}
— = Lo, : Lo, : 2(1 .
o=l E o i ] 20K
O --- 110 --- 0
2(1+f{) 2(K—I?)

oL _ oL
Por tanto, 55 = Tp - 35 -

(b) Cov (%) = TT"es una matriz cuadrada de tamafmél + f() , siendo

T := TyS? una matriz de2 (1 + f{) x 2(1+ K), a el vector de los
2 (1 + K) pardmetros en el modelo logisticaw el vectora restringido
bajOHo : ﬁr71+g = BT,Q—&-E == BT,K =0,r= O, 1.

Demostracién.Solo debemos considerar la regla de la cadena y el tedreima 5.1.
[ ]

Teorema A.5 Para la situacion sefialada en el teoremalA.4, son validas las
siguientes proposiciones:

() LamatrizPy ) :=T" (TTT)‘1 T detamafi@ (1 + K)x2 (1 + K),
es una proyeccion con rangb(l + I~(> , siendoT" = TO%%.

(b) Lamatrizly ) —Po14 i) €S Una proyeccion, dondg, . es la matriz
idéntica de tamafi@ (1 + K) x 2 (1 + K).

(©) Ry (Ira4k) — Po1+k)) =2 (K - —f()

Demostracion. Soélo se debe aplicar resultados basicos del calculo y del &lgebra
lineal.m
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