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Resumen

Suponiendo que las observaciones provienen de una distribucién
normal se obtuvo la distribucion de la estadistica de prueba de la
razén de verosimilitud cuando existe un cambio en los pardmetros del
modelo en un tiempo desconocido, también se encontré el estimador
de maxima verosimilitud del punto de cambio en el tiempo.
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Abstract

Assuming that the observations are from normal distribution we
obtain de distribution of the maximum likelihood ratio test if there
is a change in the parameters at an unknown time and we find the
maximum likehood estimators of the time change too.

Keywords: Structural changes, change point, linear model, maximum
likelihood estimators, test.

Mathematics Subject Classification: 62E15, 62F03, 62F10.

1 Introduccion

El concepto cambio estructural no tiene una definiciéon tnica puesto que
depende del entorno en el cual se utilice. Antonio Hidalgo (2007) [5] en su
tesis doctoral muestra las siguientes definiciones:

e “Un cambio en la estructura productiva.”

e “Un proceso mediante el cual nuevas formas de instituciones surgen
a partir de un marco institucional.”

e “Un proceso secuencial por medio del cual distintas estructuras eco-
némicas (produccién, comercio internacional, utilizacién de los facto-
res,...) de un pais subdesarrollado se van transformando hasta que
el sector industrial desplaza a la agricultura como centro de gravedad
de la actividad econdémica.”

e “La modificacién de un sistema de ecuaciones, en el cual se refleja el
equilibrio general de un sistema econémico.”

e “Aquella alteracién o modificaciéon de los pardmetros en un modelo
de regresién.”

Aunque el significado de este concepto se entiende de manera diferente por
distintos autores; las definiciones anteriores buscan un mismo objetivo el
cual es: decidir si un cambio ha ocurrido en el periodo de observacién y
en caso que este se hubiera dado, se buscara determinar cuando ocurrio.
Entonces, surge la pregunta de cémo detectar el punto en el cual se presenta
el cambio estructural.

Uno de los métodos que se ha utilizado para probar si ha ocurrido un
cambio estructural es conocido como la Prueba Chow.

En palabras de Alfonso Névales Cinca (1997) [8]: “el test Chow se
utiliza cuando el investigador sospecha que el modelo al que responde una
parte de la prueba es diferente al que sigue el resto de la muestra.” Es decir,
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CAMBIO ESTRUCTURAL EN EL MODELO DE REGRESION LINEAL 161

esta prueba parte del hecho de que se conoce en qué momento sucede el
cambio estructural, es decir, se supone que se puede dividir una muestra de
tamano n en dos submuestras independientes una de la otra de tamano nq

y ng respectivamente, n = ni+ne, en donde el error de ambas submuestras

presenta una distribucién normal con media cero y varianza o2.

El modelo de regresién asociado a la existencia de cambio estructural
es:

Yi = Po+ iz + faxoi + -+ BpTpi + & i=1-,m
yi = By+Biryy+ Barai+ o+ By te  i=ni+ 1, n

con 3; # f3f para alguna i = 1,2,3,...,p, y € ~ N(0,0?) por lo que las
hipdtesis de prueba asociadas a este modelo son

Ho = (Bo.B1B2,---8p) = (85,61, 82, - - Bp)
Hy : (Bo.B1:.B2,---Bp) # (85,81, 825 - - Bp)-

La estadistica de la prueba Chow esta dada por

(SCE — (SCEw, + 5CEz,))/(p+1) 1,
(SCE1p, + SCEop,)/(n—2(p+1)) P+l n—2p—2

b, =

y la regién critica o regién de rechazo de Hy es Fr. > Fiy, pt1, n—2p—2-

La caracteristica principal de la prueba Chow es que se conoce el mo-
mento en que ocurre el posible cambio, pero qué pasa cuando se sospecha
que hubo un cambio, pero se desconoce en que momento ocurrid. Esto
es, se desconoce cual es el valor de nq, inclusive se desconoce si nq esta en
la regién de observacion, 1 < ny; < n; en este caso las hipdtesis de prueba
son:

Hy:ni>n contra Hip:ni <n.

Bajo el supuesto que la hipdtesis nula es cierta, el modelo seguido por las
observaciones en la region de observacién es

Yi = Bo + Brw1i + Bowai + - + Bpxpi + &

para toda ¢ = 1, 2, ..., n, esto es, no existe un punto de cambio en la
regiéon de observacién.
Y bajo el supuesto que la hipdtesis nula sea falsa, el modelo es

Bo + Biz1i + Poxoi + -+ + Bpxpi +ei st i<y
Y, =
Bs + Biwiy + Bowai + -+ Bhapi + e st i >m

con ny < ny f; # ; para algin j entre 0 y p, esto significa que se
manifesté un cambio en la regién de observacion.

Rev.Mate. Teor. Aplic. (ISSN 1409-2433) Vol. 17(2): 159-178, July 2010



162 B.R. PEREZ — M.G. GARCiA

Este problema ha sido abordado por diferentes autores, los que han
publicado diversas estadisticas de prueba, entre las que se pueden men-
cionar las siguientes:

Sen y Srivastava (1975) [9] propusieron las siguientes tres estadisticas
de prueba para el modelo de localizacién, Y = [y + ¢, y encontraron su
potencia para la hipotesis alternativa mediante el método de Monte Carlo,

Yn—r B ?7’
S = 1<m<ax_1
o \/(% + n£r> (21‘21(}/1 - YT)2 + Z?:r-‘,—l(yvi - Yn—r)z)
P = Z::'L:_ll i(Yiy1 —Y) P = Z?:_].l i(Yiz1 —Y)
\/m 21211(3/241—)/2‘)2
N-1 ERTo s
donde

S - 1
V=2 Vi oy Yog=o—0 ) Y
1=1

Beckman y Cook (1979) [3] utilizan el estadistico de prueba, F' =
max(F,,) para p+1 < n; < n —p— 1, para el modelo lineal de loca-
lizacién, Y = By + 61X + ¢, donde

(SCE — (SCElnl + SCE2n1))/(p + 1)
(SCE1n, + SCEq,)/(n —2(p + 1))

F,, =

Worsley (1983) [11], para un modelo de regresién lineal con k variables
explicativas, bajo las hipotesis, Hg : § = 0 contra Hy : § # 0, donde
0 = B — B%, proponen la siguiente estadistica,

= max Us/p
B = e o G fn )

con

U, = 5;621;15]“ o = B — B,’;, E,;l = Varianza bajo H)
@ = Suma de Cuadrados del Error bajo Hy
Horvath y Shao (1993) [6] consideran un modelo de regresién lineal

con una variable explicativa. Estos autores utilizan la prueba Hy: ni > n
contra Hi : 1 < nj < ny la estadistica de prueba que proponen es,

7= {0 Amg G- o)

d<k<n—d | o
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CAMBIO ESTRUCTURAL EN EL MODELO DE REGRESION LINEAL 163

donde Hy = (XFXp)™' + (X*X7)™!, H_' es la varianza total del
modelo.

Antoch y Huscové (2001) [1] consideraron el modelo de localizacién y
propusieron la estadistica de prueba,

T, = max { i
y rechazan la hipétesis nula si se halla en el 5% mads alto de los valores de

1<k<n k(n —k)s?

donde R indica que el calculo se hace sobre todas las posibles permuta-
ciones de los datos muestrales, estos autores encontraron que

k
Z(YRZ - Yn)

i=1

k
Z(YRZ - Yn)

T (R) = max { i n
i=1

1<k<n n—k)s?

1 1
P(y/2loglog nTy1(R) < y+2log logn—§ log log logn—§ logm| X1,...,Xp)

— exp{—2exp{—y}}, casi seguramente.

Antoch, Gregoire y Jaruscova (2004) [2] generalizaron la propuesta de
Antoch y Huscova [1] al modelo lineal con p variables independientes.

Vito Muggeo (2003) [7] abord6 el problema de estimacién del punto de
cambio estructural; él menciona que la técnica de maxima verosimilitud es
inaplicable en el problema por el hecho de que el logaritmo de la funcién
de verosimilitud no es diferenciable en el punto de cambio. Este autor con-
sider6 un modelo no lineal para modelar la tendencia en todo el intervalo
de observacion y propuso estimar a n; aplicando una simple técnica de
linealizacion.

En este trabajo se formula la misma prueba de hipdtesis pero en re-
gresién multiple, se obtuvo la estadistica de prueba por el método del
cociente de verosimilitud y se encontré la distribucion exacta de esta es-
tadistica de prueba. También se encuentra el estimador de méaxima ve-
rosimilitud del tiempo en que ocurre el cambio, ain cuando la funcién
de verosimilitud no es derivable en el punto de cambio. Se presentan los
resultados de un estudio de simulaciéon con el que se explora el sesgo y
la eficiencia de este estimador. El trabajo consta de 5 secciones, en la
primera se da una introduccién, y se presentan algunos resultados publi-
cados sobre el tema por diferentes autores, en la secciéon 2 se formula la
prueba de hipdtesis, se obtiene la estadistica de prueba y la regién critica,
en la seccién 3 se obtiene el estimador del tiempo en que ocurre el cam-
bio y mediante el método de Monte Carlo se exploran sus propiedades de
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164 B.R. PEREZ — M.G. GARCiA

insesgamiento y eficiencia, en la seccién 4 se aplica lo desarrollado en un
ejemplo con datos econémicos y en la seccion 5 se da la discusion y las
conclusiones.

2 La prueba de hipotesis

2.1 Formulacién del problema

SeaY; vy X1, Xio,..., X4, 1=1,2,3,...,n, una muestra aleatoria de la
variable respuesta Y observada en las variables explicativas X1, Xo,..., X,
las cuales se relacionan mediante el modelo,

Bo+ >0 XijBj+ei=XB+e st i<m

Y= ; " . ®
By + 251 XiiB; tei=X; B +e& st i>m

con f3; # ; al menos para una j, 0 < j < p. Donde g; ~ N(0,02). Al
ndmero n; lo denominaremos “el punto de cambio estructural”.!
Las hipdtesis a probar son:

Hy: ny>n contra Hj: ni<n. (2)

Teorema 2.1 Sea Y; X;1,Xj2,..., X5, = 1,2,3,...,n una muestra
aleatoria que satisface la relacion (1), entonces la region critica para la
prueba (2) obtenida mediante el cociente de verosimilitud estd dada por:

min
m

{SCElm + SC’Egm} o 3

SCE

donde SCFE es la suma de cuadrados del error de la regresion con toda la
muestra; SCE1,, es la suma de cuadrados del error con los primeros m
datos y SCFEay, es la suma de cuadrados del error de la regresion con los
restantes datos.

Demostracion. El cociente de verosimilitud estda dado por

max L, <\
max Ly, —

! En realidad el cambio puede haber ocurrido en cualquier punto del intervalo cerrado
[n1,n1 + 1], pero para efectos de este trabajo colocaremos el cambio en ns.
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CAMBIO ESTRUCTURAL EN EL MODELO DE REGRESION LINEAL 165

Para el numerador se tiene que 2
1 — L (Y-XB)T(Y-Xp)
L = _ 202 (
max L, Hﬁli}X )"0 e

(27T)—n/2 nn/2 e—n/2
(Y = XBT(Y = X2

Y para el denominador 3

max Ly, =
= max # 6_20%[(Yl_Xlﬁl)T(Yl_X161)+(Y2—X262)T(Y2—Xzﬁg)]
B1,B2,0,m (27)/ 2™
(27T)—n/2 nn/2 e—n/2
= Inax

(Y1 = X1 B0)T (Y1 — X161) + (Yo — XofBo)T (Yo — Xof3)|"/2

De donde se tiene que

max Ly, \ /" B
(maxLH1> a
_ i (Y1 — X160)T (V1 — Xlgl) + (Y2 — ){232)T(Y2 — Xo/3)
m (Y - XB)T(Y — XB)
< A%

Esta expresion se puede escribir también como,
min

SCE

Esta expresion solo tiene sentido cuando p+1 < m <n—p—1 debido
a que no se puede realizar una regresién lineal con menos observaciones
que parametros.

Para tener la regién de rechazo de tamano « se debe encontrar la
funcién de densidad de la variable aleatoria min,, {%}, esto
se hace con el siguiente teorema.

m

}g)\*. |

Teorema 2.2 Bajo el supuesto que la hipotesis nula es cierta, para la
estadistica de prueba min,, {%}, existe un vector aleatorio
W ~ N(0, 0%I,—p_1), tal que

. { SCE1m + SCEyy, } { WTQ,Ww }
min =1—max{ ———

SCE WTw

m

2Y es el vector de las observaciones de la variable respuesta, X es la matriz de
variables explicativas.

3Y1 y Y» son vectores de dimensién m y n — m respectivamente, tales que Y7 =
(YT, Y5') vy X1 y Xo son las matrices de dimensién m x (p+1) y (n —m) x (p + 1),
tales que X7 = (X{, X7).
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166 B.R. PEREZ — M.G. GARCiA

con

Xy (X{ X)) 'XY | 0
_ pT 1 1 1 1
Qn =P ()

donde PP'=1,-X(X"X)"'xT y P'P=1, ,..

Demostracién. Si Y ~ N(Xf3,021,), se tiene que SCE/o? = YT (I,, —
X(XTX)"1XT)Y/o? ~ X?L—p—l; de la misma manera se tiene que
SCE\m/o® = YT(Inp1 — Xi(XTX)T'XT)Y/0? ~ X2, 1 ¥
SCEQm/O'2 = YT(In_m_p_l — X2(X2TX2)_1X2T)Y/O'2 ~ X?L—m—p—l'

Dado que (I, — X(XTX)~'XT) es una matriz idempotente, simétrica
y positiva definida de rango n — p — 1, entonces existe una matriz P de
tamano n x (n —p — 1) tal que

PPl =1, - X(X"X)"'xT y P'P=1,,,

por lo que SCE = YTPPTY donde W = PTY ~ N(PTXpB,02PTP), y
dado que

0=XT(I, - X(XTX)"'x")P = (XT"P)(P"X)= PTX =0,
entonces,
SCE=WTW con W =PTY ~ N(0,6°I, 1)

Ahora, obsérvese que

SCFE1,, + SCE>, =
v < L — X0 (XT X)) ' XT | 0 > v
0 | In—m — Xo(X3 Xo) ' X7

= w'z,w,

entonces, la matriz Z,, satisface la ecuacién

X (XT X)) 'XY | 0 )
Zy =1, 1 — PT 1 1 P.
ot ( 0 | Xo(XT Xo)1XT
Por lo que,
SCE1m + SCEom =WTW —WTQ,,W
donde
Xl(XTXl)_lXT ‘ 0 >
m =P ! - p.
“ < 0 (KT X0) T
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Con lo que se sigue que

. SCEyy, + SCEyy, wTQ,w
min =1—max

——.

Para encontrar el valor de A* se requiere tener la funcién de densidad

T .7 . 1.
de max,, % Para encontrar la funcién de densidad se utiliza el

resultado del siguiente teorema.

Teorema 2.3 Sea el wector VI = (Vi,...,Va_p o) tal que
Vi = Wi/\/z?:_f_l W2, entonces la funcion de densidad conjunta de V

(]
bajo el supuesto que Hy es cierta, es igual a

I'((n—p—1)/2) . T
stvtv <1
fV(Ula v, ... 7Un—p—2) — 2(m)(n=p=1)/2(1—¢Tv)1/2°
0, en otro caso.

Demostracién. La funcién de densidad conjunta del vector W = PTY
bajo el supuesto que la hipdtesis nula es cierta es

_ T 2
eww/2a

fW(w17 'UJQ, v 7wn—p—1) - (27-‘-)(71—]7—1)/20-11—]?—1 .
Por definicién se tiene que para j =1, 2, ....,n—p—2
n—p—1
v]2- w? = wj2-, (4)
=1

al resolver esta ecuacion para wjz- cuando j = 1, se obtiene

De esta manera, la ecuacién cuando j = 2 es igual a

9 mn—p—1

Vg 2 2
g w; = Wy,

1 —v? ¢

1 ;-9

(2
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168 B.R. PEREZ — M.G. GARCiA

y resolviendo para w% se obtiene

2 n—p—1
2 _ U2 2
w2_1—1}2—v2 sz’
1 2 ;=3
donde
n—p—1 n—p—1 n—p—1
E w? = ! E w? = ! wa + E w?
L1 —? IR G !
i=1 L= 1 i=3
n—p—1
1 LA
_ w?
2 2 § : i
1—wvy—v; P
Al seguir el procedimiento hasta j = n — p — 2, finalmente se obtiene:
n—p—1 2 2
wg . wn—p—l o wn—p—l
§ : i = 2 2 1 _. T,
prt 1—v1—...—vn_p_2 1—vto
s : 2 wy 1,2
Reemplazando este resultado en la ecuacioén (2.1) se tiene w; = "% vs.

El siguiente paso es encontrar el jacobiano de esta transformacién. Las
derivadas parciales de la transformacién son:

8wj |wn—p—1| ‘w"—p—l‘vjz' .

0v; VI—vTy (1 —oTv)3/2 =J= p

ow; |Wn—p—1|vjv; L

_— = 1 <1 <n—p-—2
ov; (1 —vTv)3/2 SiFjs P

y el jacobiano es

1 T

R

—p—2
J: ( |wn_p_1| >n P
V1—vTy
El determinante de la matriz I + 1_11)TU’UUT puede ser obtenido como
el producto de sus valores propios. Los vectores propios de la matriz I +

1_11)vauvT son v y cualquier vector z ortogonal a v. El valor propio asociado

a v es 1_—11)Tv,yaque

1 T vl 1
(I+1—UTUUU )UZU+1—UTUU: T— Ty’

v el valor propio asociado a z ortogonal a v es uno debido a que

1

o
( +1—UTUU

vz = 2,
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por lo tanto

—p—2
1 7 1 [wn—p—1
‘I L L s P /= (1 —vTo)n=p)/2°

Sustituyendo este término en la funcién de densidad de W se obtiene

fV,Wn7p71 (Ula V2, 7vn—p—27 wn—p—l) -
2
n—p-2| —portts
’ n—p—l’ e 20°(1-viv)

(277)(”—17—1)/20'”—17—1(1 — UTU)(n—p)/Q ’

Entonces, la funciéon de densidad del vector V es

2
Wn—p—1

ffooo |’LUZ:£:%| e_ 20’2(171;T'U) dwn—p—l

277)(”‘?‘1)/2gn—P—1(1 — UTU)(”—I))/2 ’

fv(’Ul,’Ug, e ,’Un_p_g) = (

Esta integral puede resolverse usando el cambio de variable
2
w.

U= #—1)7}1{0)7
frvi, v, Upp2) =
2(n_p_3)/2 = n—p—1)/2)—1_—v
- (271')(”_1)_1)/2(1 _ 'UT'U)l/2 /_OO "U‘(( p—1)/2) e Vdv
1 0o et
- 2(71')("—17—1)/2(1 _ 'UT'U)l/2 /0 "U‘(( p—1)/2) e Vdv
_ I'((n—p—1)/2)
2(71')(71—17—1)/2(1 _ UTU)1/27
Por tanto,
I((n—p=1)/2) .
fV(U17U27 e ,Un_p_g) = { 2(7r)(n7p71)/2(1_vTv)1/2, sivtv<l1 -
0, en otro caso.

Teorema 2.4 FEl valor de \* en la expresion (2.1) para el nivel de signi-
ficancia o satisface la ecuacion

2
P [<maXLH0> /m < )\*] _
max L,
=1 —/ fv(Ul,’Ug,... ,'Un_p_Q)d'Uld'UQ ...d'Un_p_Q
Ay

= «
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170 B.R. PEREZ — M.G. GARCiA

con Ays = {v € R" P2 | TQpiiu< 1= ulQup1u<1—X},y
I'((n—p—1)/2) . T
stvtv <1
fV(Ula Vg, ... 7Un—p—2) — 2(m)(n=p=1)/2(1—0Tv)1/2"
0, en otro caso.

. » .7 /. T .
Demostracién. La region critica max,, % > 1 — \* es equivalente
a max,, ul Qpnu > 1— \* con u; = w;/||w|| para i=1,2,...,n—p—2
Y Up—p-1= \/1 — u% — u% — ... — up—_p—2; entonces

P <mawaQmw/wTw >1-— /\*) =1—-P (maquQmu <1-— )\*>
m m

y
P (mn%x ul' Quu < 1— )\*) =
= P (uTQp+1u <1-—MX% ... ,uTQn_p_lu <1- )\*)
= / . fv(vi,va, ..., vp—p_2)dvidvy ... dvy_p_o
= l—-« .
con Ay = {v e R" P2l Qpriu<1 - X ulQnpqu<1—2} 1

Debido a que la regién de integracién es compleja no existe una solucién
analitica simple, entonces para tener la regién critica se recurre a efectuar
una integracién numérica, o bien una integracién estocéastica usando el
método de Monte Carlo.

2.2 Determinacion de la region critica mediante simulacion

Una manera de obtener la regién critica es mediante una simulacién por el
método de Monte Carlo. En la simulacién el siguiente algoritmo se ejecutd
5000 veces, y en consecuencia se obtuvieron 5000 valores para la variable
R.

1. Mediante un generador de nimeros aleatorios se obtiene el vector
aleatorio W € R"™P~1 W ~ N(0,10?), con ¢ conocida.

2. Con el vector W se calculan los valores de la forma cuadratica u” Q. u,
donde u=W/VWITW ym=p+1,p+2,....n—p—1.

3. Se encuentra el maéaximo del conjunto {uTQp+1u,uTQp+2u,...,
uTQn_p_lu}, R = maX{m:pH,.“m_p_l}{uTQmu}.
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Al terminar las 5000 corridas, se ordenan en forma ascendente los 5000
valores de R.

Finalmente se elige el valor Ry g5 tal que el 5% de los 5000 valores de
R estén por arriba de él y el 95% estd por debajo, esto es:

#{R | R < Ryos} = 0.95 x 5000 = 4750

al final se hace Rgos =1 — \*.

2.3 Determinacion de la regién critica mediante integracion
numérica.

Para encontrar la region critica por integraciéon numérica se debe tener en
cuenta que fy(v) > 0 sélo cuando vTv < 1y por lo tanto al definir la
particién en el dominio de fy se debe considerar esta restriccién.

Para eficientar los calculos computacionales, se calculara el valor o,
tal que

wl' Qrw
P max ————
m  wlw

21_A2> :ac,

donde A} = min,, S‘CE%‘C%, para la muestra que se tiene, en lugar de

calcular el valor de \* tal que P(max,, w’ Qw/w’w >1—\*) = a.
El algoritmo para encontrar el valor de a, es el siguiente.

1. Encontrar la particién P, = {xg, =1, ...,x2,} del intervalo [—1,1]
tal que g = —1, &1 = =1+ 1/r, o= —-14+2/r,... , x9. = 1.

2. Formar los hipercubitos [z, , i, +1] X [Tiy, Tiy4+1] X [Tig, Tig+1] X ... X
[@i_p—os Tip_,_a+1], cuyo volumen estd dado por A(v) = 1/r" P2,

3. Obtener el vector ¢; igual al centro de cada hipercubito y calcular el
T

término c; ¢;.
4. Sicle; < 1 caleule max(c;) = maxy,{u(c;)T Qmu(c;) < 1—A*}; donde
u(c;) = <Ci1, Ci2, -y Cin—p-2, \/1— C?Ci>-

5. Si max(¢;) > 1 — \! entonces se suma a la integral Int = Int +

fv(ci)A(v).

3 Estimacion

3.1 Formulacién del problema

El punto de cambio estructural es un parametro que no necesariamente
existe, por lo que es diferente a otros parametros como la media o la
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varianza de una variable aleatoria normal que siempre existen, por lo que
es conveniente, una vez que se tiene la estimacién, hacer una prueba para
determinar si en m hay evidencia de que ha ocurrido un cambio.

El método de estimacion utilizado es el de maxima verosimilitud adn
cuando la funcién de verosimilitud no es diferenciable en el punto de cam-
bio, comenzamos escribiendo la funcién de verosimilitud

L(m) = L(m; Y,X1,...,X,)
_ L -5 (0i=X18)T (1= X1 61)+ (Y2~ X2f2) (Yo~ X262)

(zﬂ)n/20-n

El punto 7 donde L(m) alcanza su valor maximo es

= {m |SCEym+ SCEyy < SCEy+SCEy, k=p+1,...,n—p—1}.

El rango de valores de este estimador estd restringido ap+1 < m <
n —p — 1, debido a dos razones técnicas,

1. Si una submuestra tiene menos de p + 1 datos, estos serfan insufi-
cientes para ajustar un modelo de regresién con p variables explica-
tivas.

2. Sik < p+1, el teorema (3.1) afirma que SCE1+SCEy, > SCEy,41)
+SCEy 41y v por lo tanto, k nunca serd elegido como estimador de
m. Caso similar ocurre cuando &k > n —p + 1.

Por esta razén la muestra debe contener suficientes datos antes y des-
pués del punto de cambio para que éste pueda ser estimado.

Teorema 3.1 Sea (Y1,X1),...,(Yn, X,) una muestra aleatoria con Y; la
variable de interés y X; el vector de variables explicativas; sean SCFEq vy
SCEs, como se definieron anteriormente, entonces, cuando k <p-+1
necesariamente SCEy, + SCEy, > SCE (i 1) + SCEypi1y-

Demostraciéon. Si k£ < p+1 se sigue que SCFEq; = 0, por lo tanto,
SCE, + SCEy, = SCEy, v entonces, para demostrar el teorema basta
ver que SCFEy, > SCEyp4 1) cuando k < p + 1.

Considere la matriz de variables explicativas X de n x (p + 1) que se
descompone en tres submuestras, X; de kx (p+1), Xo de (p+1—k)x (p+1)
y X3 de (n—p—1)x (p+1) tales que X7 = (X, XTI XT') de esta manera
(con k < p+1) se tiene que,

SCEypiry = Yi(I— X3(X7X3)'XT)Ys
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SC By =
vz (- [ o [ xn) [

Xo

X 3 Y3

= [vi& V] ([— [ } (X3 Xo+ X3 X3) 7' [XT X3T]> [Yé] :
Se puede probar que

(XT Xy + XTX3)™ =
= (X§X3)7 = (X] X3) T X (I + Xo(X3 X3) ' X9 ) ' Xo(Xq X3)7!

y por lo tanto

X2 T Ty \=1[vT T [An A12}
I — Xo Xo+ X5 X X X5 | = .
[Xi%]( 202 3 Xs)™ (X 3] Ao Ago
donde
Ay = T - Xo(XTX3)txT
+Xo(X3 X3) T XS (1 4 Xo(X4 X3) 7 X ) T X0 (X5 X)Xy
A = —Xo(X3 X3)'xT
+ X0 (X5 X3) T XS (1 + Xo(X4 X3) 7' X3 )T Xo(X5 X5) 7' Xy
Ay = —X3(X3X3)7'xT

+X3(XTX3) XTI (1 + Xo (X X3) I X)L X (X T X3) 7t XT
Ay = T - X3(XIx3) 1xT
+X3(XTX3) XTI (1 + Xo (X X3) I X)L X (X T X5) 7t XT

y dado que

Xo (X3 X3) 7 X5 (1 + Xo(X4 X3)'XT) ™ =
= (14 Xo(X] X3)7'XT — (I + Xo(X4 X3)7'X7) ™!
= IT—(I+Xo(X3X3) 'Xx7)7!

entonces
° All = ([ + XQ(Xng)_lXQT)_l
o Ap = —(I+ Xo(X7 X3) ' XI) 1 X0 (XT X3) ' XT

o Ay = —X3(XTX3) I XT (I + Xo(XTX3)tXxT)~L.
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Entonces, se tiene que,
sorw = 0% ) (Gt [
= Y (I +Xa(X5 X3) 7' X5) 7 'Y2
—2Y5 (I + Xo(X5 X3) ' X3) 7 X (X5 X3) 71 X5 V3
HY3T (I — X3(X5 X3) 7' X3)Ys + Yy Xa(X3 X3) 7' Xg x
X (I + Xo(X5 X3) 71 X3) T Xo(X5 X3) 1 X5 Vs
= (Yo — X2(X3 X3) ' X5 Ys) (1 + Xo(X5 X3) 71 X5) 7! x
X (Yo — Xo(XT X3) ' XTV3) + SCE, 1.

Con lo que se demuestra que SCEy > SCEo(py1). |

3.2 Estudios de simulacion

El estimador del punto de cambio encontrado tiene todas las propiedades
de un estimador méaximo verosimil. Para sondear posibles propiedades
de insesgamiento y eficiencia de este estimador, se efectuaron una serie
de simulaciones. En todos lo casos se generaron datos de un modelo de
regresion con un punto de cambio en m tal que p+1<m <n—p—1. Se
utilizaron 4 posibles valores para 2, 2 = 0.01, 0.1, 1 y 10. En cada caso se
realizaron 1000 corridas, encontrdndose el mismo nimero de estimaciones
de m, finalmente, se calculé el promedio y la varianza de estos 1000 datos
obtenidos, que corresponden a las estimaciones de E(m) y V(m) y que se
presentan en una tabla.

3.2.1 Estudio de simulacién 1

Se genera una muestra de 20 observaciones, de la variable de interés Y y
la variable explicativa X relacionadas mediante el modelo,
2—-1.2X; +¢; sii <10
Y — 7 19 = o 2
i { 1407X, 46, siis1 0 on a N0,
y m = 10.
El resultado de la simulacion es,

001 01 1 10
E(m) | 10 963 965 9.82
V(i) | 0 084 1841 21.12

Como se puede ver, cuando o2 = 0.01 /m = 10 y no tiene sesgo, conforme
la varianza aumenta, se presenta un sesgo que no es mayor a 0.5.
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3.2.2 Estudio de simulacion 2

En este caso la muestra es de 20 observaciones con el modelo

Y_{ 0.6+14X;+¢;, sii<9

o 2
T\ 1244+ 05X, +e;, sii>0 con g ~N(0,0%,

el punto de cambio estructural se encuentra en m = 9.
El resultado de la simulacion es,

001 01 1 10
E(m)| 9 950 10.44 10.28
V()| 0 775 2115 22.08

Nuevamente, cuando 02 = 0.01 7 = 9 y no tiene sesgo, conforme la
varianza aumenta, se presenta un sesgo.

3.2.3 Estudio de simulacion 3

Ahora se considera una muestra de 35 observaciones del modelo
v — 0.076 + 0.042X; +¢;, si i<15
Yl —1.659 4 0.086X; +¢&;, si i > 15

donde m = 15.
Los resultados de la simulacion son,

con e ~ N(0,0%),

0.0l 0.1 1 10
E(m) | 15.09 14.96 16.75 17.06
V() | 008 7.4 79.74 87.63

3.2.4 Estudio de simulacién 4

Sea Y una variable explicativa y X una variable respuesta para una mues-
tra de 20 observaciones relacionadas por el modelo,

{ —14+15X;+¢, si i<11
Y, =

. 2
342X, 4+, sii>l1l con e~ N(0,0%),

donde m = 11
Los resultados de la simulacién son,

0,2

001 01 1 10
E(m) | 11 11 11 10.76
Vim)| 0 0 0 127
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Como se observa, al parecer nuestro estimador es sesgado y el sesgo
se carga hacia el lado, con respecto a m, que tiene mas datos, esto es, m
tiende a colocarse en la muestra dividida en dos submuestras por m del
lado de la submuestra con més datos.

4 Ejemplo

En la Tabla 1 y la siguiente grafica se tiene informacién sobre el ahorro
(Y) y el ingreso (X) del Reino Unido para el periodo de 1946 — 1963. Se
desea saber si ha habido un cambio significativo en la funcién de ahorro
durante el periodo posterior a la Segunda Guerra Mundial 1946 — 1954 y
1955 — 1963. El diagrama de dispersién correspondiente se muestra en la
Figura 1.

Afo | Ingreso (X) Ahorro (V)
1946 8.8 0.36
1947 9.4 0.21
1948 10.0 0.08
1949 10.6 0.20
1950 11.0 0.10
1951 11.9 0.12
1952 12.7 0.41
1953 13.5 0.50
1954 14.3 0.43
1955 15.5 0.59
1956 16.7 0.90
1957 17.7 0.95
1958 18.6 0.82
1959 19.7 1.04
1960 21.1 1.53
1961 22.8 1.94
1962 23.9 1.75
1963 25.2 1.99

Tabla 1: Datos de ahorro e ingreso, Reino Unido, 1946—1963 (millones de
libras). Fuente: [4, p. 259].

Para estos datos se encontrd el estimador del punto de cambio y el
valor de A\* para probar si existe un cambio en la regiéon de observacion.
Los resultados obtenidos son:

Rev.Mate. Teor. Aplic. (ISSN 1409-2433) Vol. 17(2): 159-178, July 2010



CAMBIO ESTRUCTURAL EN EL MODELO DE REGRESION LINEAL 177

Figura 1: Diagrama de dispersion para lo datos de ahorro e ingreso, Reino
Unido, 1946—1963 (ver Tabla 1).

m | Ingreso (Mill. Lib.) mlnm{%} A5.05

5 11 0.4714 0.8300

La estimacién del punto de cambio es ™ = 5, esto implica que el afio
donde se presenta el cambio estructural es 1950. En la grafica de arriba se
presentan los primeros 5 datos con circulitos negros, y se ve la tendencia
decreciente, el resto de los datos tiene tendencia creciente. Ademds se
observa que

SCE1y, + SCEsy,
SCE

0.4714 = min{ } <A =0.83

de donde se concluye que, con un nivel de significancia de 0.05 hay suficiente

evidencia estadistica para afirmar que existe un cambio estructural en el
periodo de observacion.

5 Conclusiones
En este trabajo se formulé la prueba

Hy:m>n contra Hi:m<n.
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con la finalidad de determinar si en el periodo de observacién se habia mani-
festado un cambio en los pardametros del modelo. Se encontré la estadistica
de prueba utilizando el cociente de verosimilitud y se obtuvo analiticamente
su funcion de distribucién exacta lo que es una aportacion de este trabajo,
pues en la literatura se encuentra tunicamente la distribucion asintética
de la estadistica de prueba. De igual manera se obtuvo el estimador de
maxima verosimilitud del tiempo en que se produce el cambio y utilizando
el método de Monte Carlo se encontré que el estimador encontrado tiene
un sesgo pequeno.
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