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Resumen

Se estudia el problema de aproximar las funciones caracteristicas definidas por un
PII en casi intervalos. Se establecen propiedades generales de estas funciones y de
las martingalas complejas asociadas que conjuntamente con los resultados de descom-
posicién de [4], [5] conducen a férmulas aproximadas del tipo Lévy-Khintchine. Como
consecuencia se obtiene la ley exacta de los procesos PII de trayectorias continuas.
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Abstract

The problem of approximation of the characteristic functions defined by a PII
in near intervals is studied. We establish some general properties of these functions
and of the associated complex matingales, which, with the aid of the decomposition
results in [4] and [5], lead to approximate formula of the Lévy-Khintchine type. As a
consequence, we obtain the exact law for PII processes in continuous time.
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1. Introduccion

Los procesos de incrementos independientes (PII) en casi intervalos 7" han sido estu-
diados por el autor en [4], [5] en relacién a los problemas llamados de descomposicién. En
este trabajo considero un tal proceso X y planteo el problema de aproximar las funciones
caracteristicas de los incrementos de X bajo supuestos que se precisaran mas adelante.
De una manera més precisa se trata de hallar funciones f (u), de valores complejos en T,
dependientes del pardmetro u, para las cuales se cumplan E(e“Xt=Xa) = f(u); para todo
t en T, y de manera andloga para los incrementos de X. Se pondra de manifiesto como
las aproximaciones obtenidas se asemejan en su forma a las férmulas clasicas de Lévy -
Khintchine para los procesos de incremento independientes continuos en probabilidad (ver
[7], [8]) razén por la cual las denomino férmulas aproximadas de tipo Lévy-Khintchine. El
problema tratado extiende de cierta manera otros estudios con los métodos de anilisis no
estandar sobre casos particulares de leyes de procesos de incrementos independientes en
casi intervalos, como el de la caminata de Anderson o bien el de los procesos de Poisson
en tiempo discreto ([6], [10], [2]).

En la siguiente seccién se expone los resultados preliminares sobre la teoria de los PII
en casi intervalos que se hallan en [4], [5]. En la ultima seccién se obtendrd como corolario
la ley exacta de los procesos de incrementos independientes de trayectorias continuas.

De la misma manera que se hizo en estudios anteriores en este trabajo, recurriré a
la teorfa de probabilidades en espacios finitos elaborada por Nelson en [1]. Nos situamos
entonces en el marco de un espacio finito (€2, P) de probabilidades, y de un casi intervalo
T de la recta, es decir un conjunto finito de puntos de R tg = a < t; < ... < t, = b con
la propiedad de que los puntos contiguos son infinitamente cercanos. Llamamos longitud
de T al valor b — a. Si t + dt denota el punto de T contiguo a t a la derecha, entonces
para cualquier proceso X = (X, t € T') en (2, P) indexado por T' llamamos el incremento
en t a dX; = X¢rqr — Xi. Se supone dada una filtracion en (2, P), es decir una sucesién
creciente F' = (Fy,t € T') de algebras de variables aleatorias. Si F; denota el dlgebra de
variables generadas por (X,,u < t) decimos que es la filtracion natural de X.

El proceso X es de incrementos uniformes limitados (IUL) si existe un real positi-
vo limitado ¢ tal que para todo (w,t) se cumple | dX; |< ¢. Un punto ¢t de T es una
discontinuidad fija de X si X no es c.s. continua en t. Abreviamos por d.f. el término
discontinuidad fija. Dada una funcién de variable real a valores complejos, adoptaremos
la notacién S(f(dX)) para designar el proceso cuyo valor en a es 0, y cuyos incrementos
valen: dS(f(dX)): = f(dX;). Dadas dos funciones f, g definidas en 7', de valores comple-
jos, decimos que son prdozimas en T si f(t) ~ g(t) para todo t en T'. En este caso denotamos
f =~ g, donde se sobreentiende que la propiedad es referente al intervalo T considerado.

2. Preliminares sobre procesos PII en casi intervalos

Recuerdo las nociones de proceso PII en casi intervalo introducida en [4]. Nos situamos
en el marco de espacios finitos indicados en la introduccién. Decimos que un proceso
X es de F-incrementos independientes (F-PII) si para cada t la variable X; pertenece
a F; y el incremento dX; es independiente de cualquier variable de F; Si las variables
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(dXy,t € T,t < b) de un proceso X son independientes entre ellas entonces X es F-PII
para la filtracién natural F' de X.
Se consideran los procesos S(dX (5)) y N, dependientes del pardametro ¢ > 0 :

S(dX ), =0,dS(dX ), = (dXy) ) = dXi1ax, 51 Neya = 0,dNey = 1gjaxs>e)-

Se tiene dX; — dXt(e) = dX;dN.; en todo t de T'. Se prob¢ lo siguiente:

R1 (teorema 3, [4]): Si X es F-PII, entonces para € > 0 los procesos S (dX(s)), N, son
F-PII. Si X es ademas c.s. de fluctuacién limitada y T es de longitud limitada el
proceso V. es también c.s de fluctuacién limitada en Ty ademés E (N, 4) < 00.

Llamamos funcidn esperanza de X, a la funcién E(X) en T definida por E(X); = E(X})
y por funcion varianza de X, denotada Var(X), a la funcién en T definida por Var(X); =
Var(X;). La parte previsible de X es la funcién F(X), mientras que su parte martingala
es el proceso X — E(X), denotado X ". Ambas componentes son PII si X lo es.

Dados dos procesos M, N indexados por el casi intervalo T, llamamos funcion covarian-
za de (M, N) ala funcién Cov(M, N) definida en cada t por Cov(M, N); = Cov(My, Ny¢), y
la funcién Cov f(M, N) como: Covf(M,N) = S(|Cov(dM,dN)|). Los procesos M, N son
casi-ortogonales si la funcién covarianza asociada es de valores infinitesimales y fuerte-
mente casi-ortogonales (fco) si Covf(M,N) es de valores infinitesimales. Cuando M, N
son F-martingalas se tiene Cov(M, N) = S(Cov(dM,dN)), y en este caso la casi ortogo-
nalidad fuerte de (M, N) implica su casi ortogonalidad.

Una martingala X F-PII es L2-reqular en T si para todo t X; es L? c.s., X es de
fluctuacién limitada y la funcién varianza de X es continua en T'. Una martingala M de F
es llamada totalmente discontinua si para toda martingala IV de F' c.s. continua, F-PII, con
la propiedad L? el par (M, N) es casi-ortogonal. Las martingalas M, N son prézimas en
L? si Var(M, — Ny) =~ 0, lo que equivale a || M, — Np||, = 0. La martingala M PII admite
una descomposicion C — D si se expresa como M = C + D, siendo C, D martingalas
L?-regulares F-PII, una de ellas siendo c.s. continua y la otra totalmente discontinua.

Sea M martingala PII sin d.f., con la propiedad 1UL, T' de longitud limitada. Se cumple:

R2 (teo. 8 de [4]): M — M, es L*regular en T y para € ~ 0 la martingala S(dM () es
c.s. continua, L?-regular y no posee d.f. en todo 7.

R3 (corolario de [5]): M — M, admite una descomposicién C' — D. La descomposicién es
tnica en el sentido de que para cualesquiera dos descomposiciones (C, D), (C',D’)
C — D de M el par C,C" (resp. D, D’) son préximos en L?. Una descomposicién
C — D de M es dada por C = S(dM®))" para ¢ infinitesimal suficientemente grande.

R4 (corolario 2 de [4]): Sea X PII, sin d.f. de fluctuacién casi siempre limitada. Entonces
para todo real positivo ¢, 0 < & < 00, la funcién esperanza de S(dX (5)) es continua
y limitada y la martingala asociada a S(dX (E)) es L2-regular en 7.

Consideremos un proceso X PII con respecto a la filtracién F', de fluctuacion c.s.
limitada, sin d.f. Suponemos que T es de longitud limitada. Reuniendo los resultados
R1,R2,R3,R4 resulta que para todo § > 0 podemos descomponer X en la forma

X — X, = S(dX — dXD) + C(6) + D(8) + B(6), (1)
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donde C(8) 4+ D(d) es una descomposiscion C' — D de la martingala M = E(S(dX®))
(Ver R3) y B(9) es la funcién E(S(dX®)), que es continua y limitada sobre T' (Ver R4).
La descomposicién (1) serd la clave para establecer las férmulas de aproximacién para las
funciones caracteristicas de X y de sus incrementos, es decir las funciones u — E(eiuXr),
u— Eeiu(X; — Xs)), s < t.

Para este fin complementamos los resultados R1,...,.R4 con algunos otros que seran
utiles en la resolucién del problema planteado. Primeramente un lema sobre funciones
de variable real que, aunque de forma no explicita, ya ha sido empleado en [4],[5]. Por
convencién decimos, dada una propiedad P sobre la variable real z, que “P(X) se cumple
a partir de un ¢” si para todo x > ¢ la propiedad P(z) se cumple.

Lema 1 Sea f:R; — Ry tal que para todo € > 0 se tiene f(e) = 0, entonces f(e) =0
se cumple a partir de un infinitesimal .

PRUEBA: Se considera el conjunto S = {e : ¢ > 0, > ¢ = f(&') < €'}. Por hip6tesis
S contiene a todos los reales estdndar positivos estrictos. Por el principio del underspill
debe contener un ¢ infinitesimal. Si &’ > &g y & > 0 se cumple f(&') &~ 0 por hipétesis, y
si €/ ~ 0 se cumple también f(&’) &~ 0 por definicién de S. =

Sea una martingala PII de la forma X , donde X es PII de fluctuacién c.s. limitada y
con la propiedad 1UL sin d.f. En virtud de R4 X es una martingala L? regular y gracias
a R3 posee una descomposicién C' — D. Mostraremos que en este caso es posible escoger
una forma especial para la descomposicién C' — D de X, que complementa la de R3. Nos
servimos primero de una propiedad en la que aplicamos el resultado del lema 1.

Lema 2 Sea X un PII con la propiedad (UL, sin d.f., de fluctuacion limitada c.s. y un
infinitesimal positivo pi. Entonces la relacion ),y EldX — dX©)| = 0 se cumple a
partir de un infinitesimal .

PRUEBA: Sea f(g) = 1Y 4cscp E|dX — dX©)|. Como |[dX — dX©)| = |[dX|dN, hallamos:
() = Y gesep |[dX|dN: < ped” ooy dNe = pcE(N,) donde c es la cota (limitada) de
la propiedad 1UL de X. Si € > 0 la cantidad pucE(N;) es infinitesimal (ver R1) y entonces
f(e) lo es también. Basta ahora aplicar el lema 1 a esta funcién f. =

Teorema 1 Sea X PII de fructuacion c.s. limitada y con la propiedad (UL sin d.f. Para e
infinitesimal suficientemente grande las martingalas C = S(dX®))", D = X — S(dX )
constituye una descomposicion C'—D de X, C es de incrementos infinitesimales por doquier
y el par (C,D) es feo.

PRUEBA: Denotemos las martingalas S(dX©®))", X  — S(dX®))" respectivamente por
X¢(g), X%(e). De la relacién E(dX¢(e)dX%(e) = —|E(dX©)E(dX — dX©)| se deduce
|E(dX°(e)dX?(e)) < E(|dX|)E(|dX —dX®)|). Ahora bien la funcién E(|dX|) es de valores
infinitesimales en ausencia de d.f. y de la hipdtesis IUL, y en virtud del lema 2 deducimos
que S(E(|dX|)E(|dX — dX()|)) = 0 a partir de un cierto infinitesimal, y gracias a la de-
sigualdad que X¢(¢), X%(¢) son fuertemente casi-ortogonales para ¢ infinitesimal suficien-
temente grande. En particular se cumple la relacién Var(X ) ~ Var(X¢(g)) + Var(X%(¢))
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de donde deducimos que ambas martingalas X¢(¢), X¢(e) poseen funcién varianza limi-
tada y continua. Por consiguiente son martingalas L', continuas en la métrica L2, por lo
tanto sin d.f. (teorema 11.4 [1]). Por hipétesis sobre X posee la propiedad 1UL, y se de-
duce entonces de R2 que son L? regulares. Como ademés los incrementos de X¢(g) siendo
infinitesimal por doquier, se deduce de 13.1 [1] que esta es c.s. continua.
Démosnos un par (X¢(g), X%(¢)) casi-ortogonal, una descomposicién C —D C+D de Xy
supongamos que el par (X9(¢), C) es casi-ortogonal. Puesto que X%(¢) =D = C — X¢(e), y
que los cuatro pares de martingalas (X%(¢), 0),(X%(¢), X¢(¢)),(D, C), (X¢(¢), D) son caso-
ortogonales, obtenemos que X%(¢), D son préximas en L2. Se deduce que X¢(g) + X9 ()
es una descomposicién C' — D de X.
Basta entonces probar que (X%(g), ) es casi ortogonal siendo C' la parte continua de una
descomposicién C' — D de X.
En virtud de R3 C' puede escogerse de incrementos infinitesimal por doquier: existe
infinitesimal tal que |dC| = p. Ahora bien, dado que E(dC.dX%(¢)) = E(dC(dX —dX©))
entonces

(E(dc.dxd(e)) < E(|dO||dX — dX©)|) < uE(jdX — dX©)|)

y del lema 2 concluimos que (X d(e), (') son casi ortogonales para e infinitesimal suficien-
temente grande. m

3. Propiedades generales de las funciones caracteristicas de
un PII en casi intervalos

Se considera un X F-PII en un casi intervalo 7' de longitud limitada, nulo en a. Se
denotard por px la funcidon caracteristica de X, funcién en T valores complejos dada
por px(u); = E(e™*t). En esta seccién se estudiardn algunas propiedades generales de
estas funciones de las que nos serviremos en los problemas de aproximacién. ademas se
consideraran otros procesos asociadas a @x (u):

» sila funcién ¢px (u) no se anula en 7' definimos los procesos Zx (u), Z% (u) por:
Zx(u) = " JpX (u), Zi (u) = S(dZx (u) [ Zx (w)).
= los procesos Rx (u), R’y (u):

Ry (u) = S(e™X — 1 —judX), Ry (u) = S(e™ — 1 — iudX + u?(dX)?/2)

a partir de los restos de los desarrollos de orden 1y 2 de la funcién e™X.

Es de notar que Rx(u), R (u) gozan claramente de la propiedad PII para cualquier X
PII. En cambio no ocurre lo mismo para Zx(u). En lo que sigue se usard fuertemente
la identidad ¢x(u); = [[,., E(e™¥+), que resulta de la hipétesis PII de X y de las
propiedades elementales de la exponencial compleja.

Primeramente daremos un resultado de aproximaciones para productos de nimeros
complejos.
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Lema 3 Si (an)n<y es sucesion de complejos infiniteimales tal que Y, |an| es limitada,

se tiene:

n<p

H(l—i—an) A exp Zan

n<p n<p

PRUEBA: En efecto, se tiene ], . (14 an) = exp(}_, <, Log(1 + ay)), donde Log designa
la determinacién principal del logaritmo complejo. Usando el desarrollo de Log(1l + z)
alrededor de 0 obtenemos: Log(1+4z) = z+z&(z), donde £(2) es infinitesimal, y en particular
para cada n < p : Log (1 + a,) = a, + anep, donde g, es infinitesimal. Se obtiene:
>on<pLog(l +an) = 32, o an + 3, <, anen. El segundo miembro es acotado en médulo
por: méxn<y [€n| 3, <, |@nl, que es infinitesimal por hipétesis. Por lo tanto >, -, Log(1 +
an) y an 4 Gn SON complejos equivalentes y limitados, de donde la relaciéon gracias a la
continuidad de la funciéon exponencial compleja. =

Lema 4 Para todo X PII se cumple:
Var(dRx (u)) < u*E(dX*)/4, E(|dRx (u)| < Var(dX)u?/2, E(|dRx (u)]) < [u]*E(|dX|*)/6.

PRUEBA: De la desigualdad: [e®* — 1 — iz| < 2% /2, (x € R), resulta
|dRz(u)| < (dX)?u?/2. La segunda es entonces inmediata y para la primera basta usar
Var(dRx(u)) <  E(|dRx(u)|?). Para la tercera usamos la desigualdad:
le® — 1 —iz +22/2| < |23/6,2 € R, de la cual resulta E(|dR’ (u)]) < |ulPE(|dX|*)/6. =

Teorema 2 Si X es sin d.f., u limitado, y la cantidad ), _, |E(ei“dX5 —1)| es limitada,
entonces px (u) ~ exp(Y_,,(E(e®s — 1)). Este resultado se cumple si X es ademds
martingala de funcion varianza limitada.

PRUEBA: Observamos primero que para u limitado y X sin d.f. la variable udX; es c.s.
infinitesimal, por lo que e?*4Xs ~ 1 c.s., y siendo ambas variables de L? se concluye por el
teorema de Lebesgue que E(e™4Xs) ~ 1. Entonces las cantidades ‘E (eudXs 1)‘ son todas
infinitesimales. Basta ahora aplicar el lema 3 a la sucesién de complejos E (ei“dXS —1),s<t
y usar la identidad @y (u) = [[,.,(1 + E(e™d¥s —1)).

Si X es ademds martingala de funcién varianza limitada, por la propiedad martingala
se tiene: E(e™?X — 1) = E(dRx(u)), y de la desigualdad del lema 4 deducimos que
S(|E(e™iX —1|) <u?/2 Var(X). =

Teorema 3 Si X es sin d.f., u limitado, entonces los procesos Zx(u), Z% (u) estd bien
definidos, son martingalas complejas con respecto a F, y Z% (u) es ademds PII.

PRUEBA: Puesto que E(e™®) ~ 1y px(u); = [[,o; E(e™@X+) se deduce que ¢x(u) no
se anula en T' como producto de factores no nulos. Entonces Zx (u) estd bien definida en
T. Para la propiedad martingala se verifica facilmente primero que

dZx (u) = Zx (u) - (€4X /B(edX) 1),
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Tomando a ambos lados de esta identidad la esperanza condicional Fy( ) con respecto a
F; y aplicando la propiedad PII de X, obtenemos:

Ey(dZx (u)) = Zx (u) Ey (€%t JB(e™dXt) — 1) = Zx (u), - E(e™Xt JB(edXt) — 1) = 0

lo que prueba la propiedad para Zx(u).

El proceso Z% (u) estéd bien definido en virtud de lo anterior y del hecho de que el nu-
merador de Zx(u) no es nulo. Por otra parte cada incremento es dado por dZ% (u) =
X | B(e™4X) — 1, que es una variable centrada y cuyo valor en cada t es independiente
del algebra F; por la propiedad PII de X. El proceso es pues una martingala PII. =

Teorema 4 Si X,Y son PII sin d.f., nulos en a, u limitado, entonces
a) E(Zx(u)- Zy(u)) = [[,«,(1 + E(dZ (u)dZy (u))).

b) Si las martingalas Z% (u), Zi, (u) son feo entonces: x4y (u) = px(u)py (u).

PRUEBA: Abreviamos por Zx,Zy respectivamente las martingalas Zx(u), Zy(u), por
Z%, 73, las martingalas Z' (u), Zs (u).

a) De la identidad: Zx - Zy = >, ,dZxdZy + Y, , ZxdZy + Y ., ZydZx,y de la
propiedad martingala de Zx, Zy obtenemos: E(Zx - Zy) = E(>_,_, dZxdZy).
De la propiedad PII de Z% y Z{, (teorema 3), sabemos que
E(dZxdZy) = E(Zx Zy)E(dZ\dZ).
Entonces dE(Zx - Zy) = E(ZxZy)E((dZ'dZ}{,) y sumando obtenemos la férmula
buscada.

s<t

b) Puesto que las funciones caracteristicas son de valores limitados, el resultado es cierto
bajo la condicién E(Z, - Z,) ~ 1. Ahora bien, segin la férmula del teorema 4 para
E(ZxZy) y el resultado del lema 3 esta condicién se cumple precisamente si las
martingalas Z', Z; son fco, es decir el resultado buscado. m

Estudiamos ahora ciertas propiedades de los procesos Ry (u), R’y (u).

Lema 5 Si X es martingala PII sin d.f., de funcion varianza limitada, v limitado. Se
tiene:

a) Para X es de incrementos infinitesimales: E(3 . |dR'y (u)]) = 0.

b) Para X IUL el proceso Rx(u) es de funcion varianza limitada 1y es IUL.

PRUEBA: Abreviemos por Ry, Ry respectivamente los procesos Rx (u), Ry (u).

a) Supongamos X de incrementos infinitesimales y sea ¢ un infinitesimal cota de los
incrementos de X. De la desigualdad E(|dR'y|) < |ul?E(|dX]3)/6 del lema 4, y de
E(|dX|?) < eVar(dX) se deduce E(S(|dR|)) < |ul*cVar(X;)/6, siendo el dltimo
miembro infinitesimal como producto de limitados por infinitesimal, de donde la
conclusién.



20 J. LOBO

b) Sea ¢ cota limitada de los incrementos de X. Por el lema tenemos:
Var(Ry) < u*/4S(E(dX*)) < cu®/4S(E(dX?)) = cu* /4Var(X)
siendo el dltimo miembro limitado pues todos los factores lo son. De

e’ — 1 —iz| < 22/2, se deduce |dRx| < (dX)?u?, de donde la propiedad TUL
para Ry-. =

Lema 6 Si X,Y son martingalas PII de varianza limitada y X es de incrementos in-
finitesimales en todas partes, son fco los pares (Rx(u),Y), (Ry (u), X).

PRUEBA: Abreviemos por Ry, Ry respectivamente los procesos Rx(u), Ry (u). Sea ¢ in-
finitesimal, cota de los incrementos de X. Probemos la propiedad fco de Y, Rx. Del lema
4 obtenemos:

|Cov(dY, dR,)|? Var(dY)Var(dRx)
u'/4Var(dY)E(dX*?)
e2ut /4Var (dY)E(dX?)

et /4Var(dY ) Var(dX)

ININ A

lo que implica

< eu?/28((Var(dY))?(Var(dX))/?)
< eu?/2S(Var(dY))"?(Var(dX))'/?
= eu?/2(Var(Y))"?(Var(X))1/?

Covi(Y, R;)

y esta tltima expresién es ~ 0 pues el factor u?/2(Var(Y))'/2(Var(X))/? es limitado de
donde el resultado.
Propiedad fco de Ry, X : del lema 4 obtenemos:

Cov(dX,dRy)| < E(dX]|dR,"|
e2E(|dRy|)
e2Var(dY )u? /2

eVar(dY)u?,

VAN VAN VAN

y por lo tanto: Covf(X, Ry) < eu?S(Var(dY)) = eu?Var(Y'), donde eu?Var(Y) =~ 0 siendo
el producto de limitados por infinitesimal. =

4. Foémulas aproximadas del tipo Lévy-Khintchine

Retomando el enunciado del problema planteado en la seccién, consideramos un X
F-PII de fluctuacién limitada sin d.f., en un casi intervalo T' de longitud limitada. Para
cada § > 0 se considera la descomposicion

X — X, = S(dX —dXD) + C(6) + D(5) + B(9), (I)
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donde C(8) + D(4) es una descomposicién C' — D de la martingala M = E(S(dX®)" y
B(0) = E(S(dX®)). Se buscard una aproximacién de la funcién ¢x_x, (u) = E(e™¥X)
definida en T" en términos de las funciones caracteristicas de cada uno de los términos de
la descomposicién (I) y luego aproximaciones para cada una de ellas. Se deduce luego la
férmula aproximada para la funcién caracteristica de los incrementos de X.

Teorema 5 Para todo u limitado se cumple:

i (9)
Px—x. (1) & Ox_graxo)(WecE) (Wepes (w)ePEEX )

En esta relacion los factores pcs)(u), ¢ ps)(u) son tinicos en el sentido de prorimidad.
PRUEBA: Establecemos las relaciones:
Px—x, (W) 2 Ox_x,_5(ax®)(WPsax® (W) pc@)+pe) (W) = o) (W) (u)

de donde se deduce la férmula multiplicando por la funcién compleja e?“E(S(dX(9))  Geq
(X', X") uno de los pares de procesos (X — X, — S(dX©® S(dX®)),(C(5), D)), y
denotemos por Rx/, Rx» los procesos Rx/(u), Rx»(u), y por Z%.,Z', las martingalas
Z'r i (w), Z%,_ i que estan bien definidas en virtud del teorema 3 y R4. En vista de b)
del teorema 4 la relacién oxryxr(u) = x(u)pxr(u) se cumple si las martingalas Z%,,
Z%,, son fco, lo que conduce en cada caso a buscar cotas superiores convenientes para
|E(dZ".dZ".)|.

Escogemos en lo sucesivo la descomposicién C' — D de S(dX ()" descrita en el teorema 1.

a) Caso (X', X") = (X — X, — S(dX©))), S(dX)).
Escribimos: dZ%,dZ%., = (ei“Xl—E(ei“dX/))(ei“dX"—E(ei“dX”))/E(ei“dX/)E(ei“dX").
Desarrollando esta expresién y usando la relacion e?vX eiudX"” — giuX’ 4 giudX” _q
deducimos

9

|E(dZ§(,dZS<//)| — |E(eiuX’ o 1)E(eiudX” o 1)|/|E(eiudX’)E(eiudX”)|
< 2|E(equ’ o 1)E(ede” . 1)|

Ahora bien, |E(e™X"” — 1)| ~ 0, y |E(e™X —1)| < 2P(|dX| > §) = 2E(dNj).
Luego S(|E(dZ',dZ%.)|) < 4uE(Nj) donde p es infinitesimal. Pero la cantidad
4uE(Ns) es infinitesimal como producto de infinitesimal por limitado, de donde el
resultado.

b) Caso (X', X") = (C(8), D(9)).
De la expresién obtenida en el teorema 3 para dZ% y por definicién de Rx(u),
obtenemos en el caso de una martingala X: e™?X — F(e™dX) = judX + dRy-, y
aplicando esta identidad a X', X"

dZ%idZ%n = (iudX' + dRy:-)(iudX" + dRxo-)/E(e™* ) B(e™™").
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Pero E(e™X")E(e™X") ~ 1 implica |E(dZY,dZ,)|/|E((iudX' + dRy- ) (iud X" +
dRxn-))| = 1 cuando ambas cantidades no se anulan. Basta entonces probar que los
procesos S(tudX' + dRy-),S(udX" 4+ dRxu) son fco. Como:

E((iudX' + dRy)(iudX" + dRxn)) = —u*Cov(dX’,dX") + iuCov(dX',dRxn)
+COV(dRX/,iudX,/ + dRX//)

y siendo v limitado, la propiedad fco queda establecida si se establece que los pares
(X', X", (X', Rxn), (Rx,iudX" + Rxn) son fco. El par (X', X") es fco por esco-
gencia de (C'(9), D(0)) y del teorema 1. En cuanto a los otros pares basta aplicar
el lema 6 ya que cada uno de ellos satisfacen las condiciones de este lema segin los
resultados R4 y las propiedades de C'(9) establecidas en el teorema 1.

Finalmente, en cuanto al ultimo aserto, como para cualquier descomposicién C' — D
C(0) + D) de E(S(dX®))" las martingalas C(8), D(5) son tnicas salvo L? -
proximidad, y siendo u limitado, del teorema de Lebesgue deducimos que las fun-
ciones ¢ (s5)(u), ¢p(s)(u) son tnicas en el sentido de proximidad de funciones en
T. =

Estudiaremos ahora la aproximacion de cada una de las funciones caracteristicas que
aparecen en la descomposicién multiplicativa ¢x (u) del teorema 5.

Teorema 6 Para todo u limitado se cumple:
a) ¥x_x, sax®) ~ exp(E(Y,c o (e — 1)dN;,))

b) ©p(s)(u) = exp(B(Y e e (€™ — 1 — iudX )1 (j4x)<5)dNe )5
para € infinitesimal suficientemente grande;

€) Pes)(u) = exp(—u®/2Var(C(9)))-

PRUEBA: Si Y es uno de los procesos X — X, — S(dX©®),C(8), D(6), del teorema 2
basta mostrar que S(|E(e*?Y — 1)|) es limitado para obtener oy (u) ~ exp(S(E(e™dY —
1))). Escogemos en lo sucesivo la descomposicién (C(8), D(8) de S(dX )" descrita en el
teorema 1, que denotamos (C, D).

a) Caso de px_x _g(x)(u): Usando la relacién eiu(dX—dx (@) _ 1 - (e™4X _ 1)dNs
tenemos pues E(ei“(dX_dX)(é))‘ = |E((e™* —1)dNs)
bro es menor que 2E(dN5s ), por lo que S(‘E(ei“(dX_dX(é)) - 1)‘) < 2E(N;sys). Pero
E(Ns ) es limitado por R1, de donde concluimos.

, donde el segundo miem-

b) Caso de ¢ps)(u) : la condicién “S (|E(ei“dD —1)|) es limitada” se cumple por las
propiedades mismas de (C, D). Basta aproximar el exponente S(E(e™’ — 1)). De-
notemos X’ = S(dX®). Por escogencia de (C(8),D(d)) tenemos dD = dX' —
dX'(e) — E(dX" — dX'®)) donde ¢ es infinitesimal suficientemente grande. Sean
N/, N. resp. los procesos puntuales asociados a los procesos X', X. Observando que
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dDAN! = (dX' — E(dX' —dX'®))dN! y que la cantidad E(iudD) = iuE(dX'dN!) —
iuE(dX' — dX'®)) es nula por ser D martingala, sumamos y restamos estas canti-
dades de E(e™4P — 1) para obtener:

E(e™P — 1) = E(dRx: (u)dN) + E((e™X" — 1)(e™™ —1)dN!) + dRy,(u)

donde h es la funcién en T: h = —S(E(dX’ — dX"®)). Como dN! = dN:1ax|<s) e
tiene E(dRx:(u)dN.) = E(dRx(u)l{4x|<53dN:), y de esta identidad vemos que la
suma S(E(dRx:(u)dN!)) es el exponente de la férmula buscada. De la continuidad
de la funcién exponencial basta entonces mostrar que las funciones

S(E((e™X" —1)(e™ — 1)dNY), S(dRp(u)),

son =~ 0. Observemos que tanto la cantidad |E((e™?X" —1)(e™ —1)dN!)| como

|dRy,(u)| estén acotadas superiormente por u?E|dX'||E(dX' —dX'#))|. Como la fun-

cibn FE|dX'| es de wvalores infinitesimales, del 2 se deduce que

S(E|dX'||E(dX' — dX'®))]) es infinitesimal para ¢ infinitesimal suficientemente gran-
de, de donde concluimos, tomando en cuenta que u es limitado.

c¢) Caso de ¢ (s)(u) @ la condicién “S(‘E(ei“dD - 1)|) es limitada” se cumple por las
propiedades mismas de (C, D). Para aproximar S(F(e™4“ —1)) el miembro derecho
en esta expresiéon consideremos el proceso Ry (u) definido en seccién anterior, que
denotamos por Ry,. Se suma y sustrae dR, en la expresién E (™4 _1) para obtener:

BE(e™ — 1) = B(dRy) + E(iudC — w*dC?/2)) = E(dRy) — w*E(dC?)/2

donde la 1ltima igualdad es consecuencia de la propiedad martingala de C.
Puesto que el término —u?FE(dC?)/2 es real negativo y de la cantidad

—u?S(E(dC?))/2 = —u?/2Var(C)

es limitada como producto de limitados, basta considerar el término E(dR.). Pero la
martingala C' satisface la hipétesis del lema 5, del cual se deduce que S(|E(dRy)|) ~
0 y concluimos. =

Corolario 1 FEziste un € infinitesimal suficientemente grande, tal que para todo s < t;
s,t enT, yu limitado se tiene:

ox,—x. (1) = exp(BE( Y (€™ —1—iudX,1{jx, |<s5))dNew) —u® /2(V; = Vi) +iu(B, — By))
s<v<t

donde V = Var(C(0)), B = E(S(dX¥)).

PRUEBA: Si s = a la relacién para ¢x,_x,(u) es consecuencia inmediata de las férmu-
las aproximadas de los teoremas 5, 6. Para el caso general basta emplear la identidad
ox,—x, W) = px,—x.(wex,—x,(u), y puesto que px_x,(u) no se anula en T entonces
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ox,—x.(u) = ox,—x, (u)(px,_x,(u)) !, obteniendo asf la férmula gracias al caso anteri-
or. m

Podemos observar la semejanza evidente de la férmula aproximada del corolario 1
con la clasica de Lévy-Kinchine para leyes infinitamente divisibles si identificamos la ex-
presién tipo E(},.,. ) en el exponente con las integrales del tipo clasico de la forma
f[()’ gxr (s,u)du(s,u) siendo p una cierta medida positiva boreliana sobre R x R. La se-

mejanza es mas evidente con el término —u?/2V +iuB del exponente, donde reconocemos
la forma tipica del exponente de las leyes gaussianas.

Un caso particular pero importante se presenta con los PII de trayectorias continuas.
En este caso la férmula aproximada del corolario precedente adquiere claramente la forma
gaussiana:

Corolario 2 Sea X PII de trayectorias c.s. continuas. Entonces existen funciones C, B
definidas en T, donde C es creciente positiva y limitada, B continua y limitada, tal que
para u limitado, s < t: ¢x,_x.(u) ~ exp(—u?/2(V; — Vi) + iu(B; — Bs)).

PRUEBA: Puesto que para cada € > 0 el evento A(e) = {méaxier |dX¢| > €} es de prob-
abilidad infinitesimal, en virtud del lema 1 aplicado a la funcién f(e) = P(A(¢)), para
¢ infinitesimal suficientemente grande se tendra también P(A(e)) ~ 0. Sea € un tal in-
finitesimal. Entonces X — X, = S(dX®)) c.s., y del teorema de Lebesgue obtenemos que
Px-x,(U) & Pgaxe)(u). Basta aproximar entonces @) (). Siendo S(dX(©)) de fluc-
tuacion c.s. limitada, pues es c.s. continuo y el casi intervalo de longitud limitada, en virtud
de R4 sabemos que el proceso S(dX (E)) posee funcién esperanza limitada y continua en
T. Los incrementos de S(dX(®)) siendo infinitesimales, de R4 obtenemos que S(dX))" es
una martingala PII c.s. continua, L? - regular. Por lo tanto una descomposicién C' — D
de esta martingala es C' = S(dX (5)),D = 0, y en virtud de la férmula aproximada del
corolario 2 se obtiene el resultado tomando V = Var(C), B = E(S(dX©))). =

5. Aplicacién: leyes de los PII clasicos de trayectorias con-
tinuas

Habiendo obtenido en la seccién anterior una férmula aproximada para la funcién car-
acteristica de un PII en un casi intervalo, bajo las hipétesis mencionadas, es de preguntarse
qué tipo de resultado es posible obtener para los procesos PII en el sentido clasico. Para
esto recurrimos a la nocién de procesos nearby (ver [1]): dado un proceso estdndar Y;, ¢t € I,
I intervalo de R, definido en un espacio estandar (2, A, P), decimos que Y/, t € T, T casi
intervalo que contiene a los puntos estandar de I, definido en el espacio finito (Q', P’),
subespacio de (€, A, P), es nearby a Y si la relacién Y, ., |Y; — Y/| = 0 se cumple salvo
en un evento de probabilidad infinitesimal. En [4], teorema 11, se prob6 que si Y es un
PII, entonces existe Y nearby con la misma probabilidad.

Cuando u es limitado es facil ver, a partir de la definicién de procesos nearby, que
vyrt—yrs(u) = py,_y,(u), para todos los s, t en T, relacién que permite en primera instancia
aproximar las funciones caracteristicas de los procesos clasicos.
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En esta seccién se estudiard la ley de un Y PII que es c.s. de trayectorias continuas.
Reducimos el problema al caso de Y estdndar y en este caso, como se senalé en [4] a
partir de los llamados teoremas de equivalencia en [1], su proceso nearby Y es a su vez
c.s. continuo. Para este efecto recurrimos a un resultado sobre funciones de variable real
que echa mano del llamado teorema de las sombras continuas (ver [11]):

Lema 7 Sea f : T — R, limitada y S-continua. Entonces existe f : I — R continua
estdndar tal que f(t) =~ f'(t) para todo t € T.

PRUEBA: Definamos g la funcién definida en I que interpola linealmente f’ en cada inter-
valo [t,t + dt],t € T: es decir g coincide en cada intervalo [t,t + dt] con la tinica funcién
afin tal que g(t) = f'(t),g(t + dt) = f'(t + dt). La funcién es limitada en I, pues para
cualquier v € I, g(u) se encuentra en un intervalo cuyos extremos son definidos por los
valores de f’ en dos puntos de T', que —como sabemos— son limitados. Por otra parte, si
u, v’ € I,u =~ v/, por definicién de los g, los valores de g en u,u son infinitamente cercanos
a los valores de f’ en puntos de T infinitamente cercanos. Por lo tanto g(u) = g(u') por la
hipétesis de S-continuidad de f’, es decir g es a su vez S-continua en I. Puesto que I es
estandar podemos aplicar el teorema de las sombras continuas: existe f estandar continua
definida en I tal f(u) =~ g(u) para todo u en I, la cual responde al resultado buscado.

Teorema 7 SiY es PII de trayectoria c.s. continuas, existen funciones V, B definidas en
1, continuas, C creciente y positiva, tales de que para todo s <t en I, la ley de Y; —Ys es
gaussiana de varianza Vy; — Vs y media By — Bs.

PRUEBA: Por transfer basta suponer que Y, I son estdndar, Sea Y/,t € T, el proceso
nearby a Y, PII en casi intervalos T, que es c.s. continuo. Segun el corolario 2 ex-
isten funciones V', B’ en T continuas y limitadas, V' creciente y positiva, tales que
Py, _y:(u) ~ exp(—u?/2(V] — V!) + iu(B, — B’)) para todo u limitado, s < t. Sean
V, B resp. las funciones asociadas a V', B’ definidas en lema 7 y denotemos resp. por
(s, t,u), f(s,t,u),g (s, t,u), g(s,t,u) las cantidades:

vy vy (u), ovi-v, (u), exp(—u? /2(V} = V) +iu( By~ By)), exp(—u? /2(Ve Vo)) +iu( By~ By)).

Entonces se tiene f'(s,t,u) =~ ¢'(s,t,u) de donde f'(s,t,u) ~ g(s,t,u), para todo u li-
mitado, s,t € T de donde f(s,t,u) ~ g(s,t,u) en todos los puntos s,t de T. Ahora
bien si u es estandar la cantidad f(s,t,u) es estandar en los puntos estandar s,t de I,
y lo mismo sucede para g(s,t,u). Siendo infinitamente cercanas deben ser iguales, por lo
que para todo u estdndar, para todo estandar s,t € I: f(s,t,u) = g(s,t,u). La férmula
“f(s,t,u) = g(s,t,u)"es estandar, y por el axioma del tranfer es cierta para todo u € R,
s,t € I, de donde se obtiene el resultado por la caracterizacion de las leyes gaussianas. =

6. Observaciones finales

Como se ha puesto de manifiesto en este trabajo la deduccién de las férmulas aprox-
imadas de las funciones caracteristicas de un PII en casi intervalos son tributarias en
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gran medida de los resultados previos obtenidos sobre la descomposicion de estos procesos
obtenidos en [4], [5]. Se sigue de cerca a este respecto el enfoque de Lévy, Doob, Skoro-
hod, y otros en el marco de los procesos en tiempo continuo, teniendo a nuestro favor
las ventajas que ofrece el punto de vista finitista. Un ejemplo de ello es la posibilidad de
“compensar” todo proceso PII para obtener asi una martingala (que hemos denotado por
X A), procedimiento imposible de realizar en la teoria cldsica a menos que se establezcan
las debidas propiedades de integralidad.

Por otra parte se han adoptado algunas ideas provenientes de la teoria de martingalas,
por ejemplo con la introduccién de las martingalas Zx, Z%, que resultaron ser de gran
importancia en la obtencién de las férmulas. Es de comparar con el enfoque del “célculo
estocastico” clasico, donde se ha tratado el estudio de los PII semimartingalas a partir de
las técnicas que ofrece esta teoria ([9]) logrando en particular una prueba de la férmula
de Lévy-Khintchine. Sin embargo los resultados asi expuestos son restrictivos a causa de
la hipdtesis semimartingala. El autor estudié en [3] la posibilidad de extender las técnicas
del célculo estocéstico a PII sin condicién semimartingala, y es el punto de vista que he
retomado para tratar los procesos en casi intervalos realizado en este trabajo.

Un problema atin por resolver es el de hallar una version del teorema 7 bajo hipdtesis
mas generales (para procesos con discontinuidades).
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