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ALGORITMOS DE REDUCCION PARA
BIGRAFICAS DIFERENCIALES

Juan Boza CORDERO!

Resumen

Se estudian tres algoritmos de reducciéon para bigraficas diferenciales: regular-
izacién, eliminacién de objetos y reduccién de una flecha. En cada caso se determina
la bigréfica resultante y la relacion entre las respectivas categorias de representaciones.
Estos algoritmos se aplican luego a las bigraficas ‘schurian’.

1 Introduccion

En la demostracién del famoso teorema ‘manso-salvaje’ de Drozd (toda algebra de di-
mensién finita sobre un campo algebraicamente cerrado es mansa o salvaje, y no de ambos
tipos a la vez), se aplicaron de manera decisiva los algoritmos de reduccién de la teoria de
representaciones de categorias graduadas diferenciales [D1,D2,CB1,M]. Los algoritmos se
establecieron a principios de los setenta en el contexto de ciertos problemas matriciales,
utilizdndose el punto de vista de las bigraficas diferenciales, formalizadas més adelante
en la teoria de representaciones de categorias graduadas diferenciales [RK]. Para funda-
mentar de modo més adecuado algunos aspectos de dicha teoria, fueron introducidos los
'bocses’ (siglas de: 'bimodule over a category with coalgebra structure’) [RK, Ro|, que
han mostrado ser una estructura adecuada y con muchas posibilidades de desarrollo [Bo,
BZ, CB;, CB,,CB3,D3, O].

La tendencia actual es a utilizar el aparato formal de los bocses para presentar los
resultados, aunque se contintda pensando con frecuencia en los términos més intuitivos de
las bigraficas. El hecho fundamental es que ambos enfoques son equivalentes, como se
estableci6 en [Bo|. En el presente trabajo se escogié operar directamente en el contexto de
las bigraficas diferenciales, exponiendo con detenimiento tres algoritmos (regularizacién,
eliminacién de objetos y reduccién de una flecha), que en la tltima seccién son utilizados
para efectuar un estudio de las bigraficas ‘schurian’, como ejemplo de aplicacién interesante
de la teoria.
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2 Representaciones de bigraficas diferenciales

En lo que sigue k£ denota un campo.Por definicién, una bigrafica B es una grafica finita
orientada con dos tipos de flechas: unas de grado 0, dibujadas con un trazo continuo,
i — j; y otras de grado 1, dibujadas con un trazo discontinuo: ¢ — — — j. El dlgebra de
caminos kB es entonces un algebra graduada, con la graduacién inducida por el grado de
las flechas. Asi,

kB=(kB)y & (kB), & - - - . (1)

Una bigréfica diferencial es un triple (B,0,k), en donde B es una bigréfica y 9 :
kB — kB una transformacién lineal, sujeta a las siguientes condiciones:
(1) sia es homogéneo de grado i (i = 0,1), entonces d(a) tiene grado i + 1 ;
(ii) si a,b son homogéneos, 6(ab) = (a)b + (—1)9" @ ad(b) ;
(#4i) para todo camino trivial e, d(e) =0 ;
(iv) 62 =0.
Unas palabras sobre la notacién: la diferencial de una flecha a : ¢ — j de grado 0 se

escribe
8(a) =Y bma (2)
!

en donde b, ¢; son caminos de grado 0, y x; flechas de grado 1. Asimismo, para una flecha
r:1— — — j de grado 1, se denota

6(x) = Z‘Tszxsu (3)

en donde xg,, s, son caminos de grado 1. La bigrafica B posee un carcaj pleno, deter-
minado por las flechas de grado 0, y denotado By. La correspondiente dlgebra de caminos
kB , se denotard por A = kBy. Es claro que A = (kB), , el primer sumando directo de
(1). Como al multiplicar un camino de grado 1, por la derecha o por la izquierda, por un
camino de grado 0, el camino original preserva su grado, (kB); es un A — A—bimddulo.

Para empezar con la teoria de representaciones, en primer lugar se define una repre-
sentacién de la bigréfica diferencial (B,d, k), como una k—representacién del carcaj By.
Los morfismos si se definen de manera distinta. De hecho, si M, N son representaciones
de la bigrafica diferencial (8,4, k), cuyos vértices son 1,2, ...,n, un morfismo f : M — N
estd dado por una familia doble de transformaciones lineales:

f=fs @) (4)
en donde 1 < i < n, y x recorre el conjunto de las flechas de grado 1. Aqui, f0 : M; — N; ;
ysiz:i—— — j,entonces f'(z): M; — N;. Ha de cumplirse la siguiente condicién
para toda flecha a : i — j de grado 0, con diferencial (2):

fiM(a) = N(@)f7 = > N (z) M (er) - (5)
!

Para el lector serd util dibujar el diagrama correspondiente a la situacién anterior, y
compararlo con el caso de morfismos de carcajes.
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Otro recurso notacional: el segundo miembro de (5) se escribe como
S N ) fH(x)M () = f1(8(a)). De manera general, para un camino arbitrario de grado
1, v = bjzic; , se define la transformacién lineal f1(y) = N(b)f(z)) M (cp).

Lo que se desea es definir la categoria [MacL| de las representaciones de la bigréfica
diferencial; hasta ahora se tienen los objetos y los morfismos. Para continuar, dados
morfismos f : L — M, g: M — N, con f = (f); fi(z)), g = (¢ ; ¢*(z)), su

7 )

composicién se define como el morfismo gf : L — N, tal que gf = ((9f)%, (gf)'(x)),
en donde (gf)? = ¢%f? ;¥ para toda flecha de grado 1, x : i — — — j , con diferencial (3),

(9N (@) =g' @) f) + g3 1 +Zg (@55) [ (2s,) - (6)

En este momento se requiere demostrar que la composicién de morfismos estda bien
definida, es decir, que gf : L — N verifica la condicién (5). En efecto,

L) = N(@)g f) = gj(M(a)f) + f'8(a)) — (97M(a) — g' (6(a))) f}
g5.f1(a) + g (8(a)) 7
= (9/)'(8(a))

puesto que 62 = 0.
Para toda representacion M, el morfismo identidad, como se comprueba facil-
mente, estd dado por la familia doble: idy = (idyy, ; 0, ...,0).

La composicién de morfismos es asociativa. En efecto, dados morfismos f, g, h, L 4,
ML N , es claro que: [h(gf)]Y = [(hg)f] . Sea ahora x : i — — — j una flecha

. . . :L.Sl :ES2 . . .
de grado 1 con diferencial (3), e i — — s; —— — j , con diferenciales

Tsgry Tsgrg
5(£82) = E :msﬂ“szz,T’l S1———=T" ———=7] ,

. xsltl xsltz
5(£81) = E TsitoTsrty ¢ —— =l —— — 51 .

Aplicando (6) adecuadamente,

(g P () = h}(gf) (x) + ' (x Q?f-OJrZhl (25,)(9f)" (s,)
= W) f (x) + g" () f) +Zg (26,) 1 (s,)] + B (2)g) 7 +
Y W () lg, £ () + ) 10+
+§j:gl($sl,t2)fl(3jsl,t1)] - (7)

Haciendo un desarrollo parecido a (7) para [(hg)f]'(x), se ve que para obtener la
igualdad: [h(gf)]'(z) = [(hg)f]l(x) basta verificar que

Z h! (xSQ)gl (x81t2 x81t1 Z hl szTz m827’1)fl(x81) : (8)
s,t
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Para obtener (8), hace falta una pequena disgresién. Para vértices 7, j cualesquiera,
sea V'(i, ) el espacio generado por las flechas i — — — j de grado 1. Si se tienen vértices
i,7,1, es facil convencerse [Bo, Cap.1] de que existe una transformacién lineal tal que:

g LV, @k VI(iy ) — Homi(Li, Nj) , y®@z— g'(y)o fi(z)

para la cual vale la asociatividad : h'-(g' - f!) = (h! - g') - f!. Utilizando el hecho de que
6%(z) = 0, se obtiene: Y., 0(ws,)Ts, = Y., Ts,0(2s,) , y de aqui,

D (g0 (ws) = D W (@) (g - FH(6(xs,))

S

que es la igualdad (8). Con lo anterior se ha demostrado entonces el resultado siguiente.

Teorema La familia de las representaciones de una bigréfica diferencial (8,0, k) con-
stituye una categoria. [J

La categoria de las representaciones de (B,d, k) se denota por rep(B,d, k), o simple-
mente repB3, si no hay posibilidad de confusién.

Las bigréaficas que se utilizan en las aplicaciones son ’triangulares’, concepto que se
define enseguida. Una bigréfica diferencial (B,0, k) se llama triangular si sus flechas de
grado 0 estan ordenadas como a; < ag < -+ < a; , de modo tal que todo §(a;) = 22;1 bz
, con los by, ¢; caminos de grado 0, compuestos por flechas del conjunto {aq, -+, a;—1}. Se
pide también que exista un orden entre las flechas de grado 1, de manera que para toda
flecha x de grado 1, 6(z) = ), xs,2s, , y en los caminos zg,, =, aparecen unicamente
flechas menores que x.

Una propiedad importante de las bigraficas triangulares es que un morfismo f : M —
N dado por (4) es un isomorfismo si, y solamente si, los fi0 son isomorfismos.

3 Algebras y bigraficas

En esta seccién se desarrollard un ejemplo de cémopuede transformarse el estudio de la
categoria de las representaciones de un édlgebra [AR, Ri], en el estudio de la categoria de
las representaciones de una bigrafica diferencial. Esto se hace por la 'reduccién de una
flecha’ del carcaj del algebra, uno de los algoritmos de la teoria, que se examinara con
detenimiento mas adelante.

Sea A = kQ el algebra de caminos del carcaj:
Q: 44152,

A continuacién se reduce la flecha «, accién que lleva a cambiar el carcaj () por una
bigrafica diferencial B, con la propiedad de que las estructuras ), B poseen categorias de
representaciones equivalentes, es decir, basicamente iguales.
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Un morfismo entre representaciones de A = kQ, g : M — M’ | en donde M =
(M, Mo, My), M = (M, M}, Mjy), consta de transformaciones lineales g1, ga, g4, tales
que el siguiente diagrama conmuta:

M, s My e M,
g4 | g1l 1 92
]\44/l M (a) M{ M (C“) Mé

Para aligerar la notacidn, se escribird: M(«) = «a, M(a) = a, etc. La conmutatividad
del anterior diagrama se escribe entonces asi:

!/
gaa—agr =0,
9
{gga—a’91:0 )

Se aprovechan ahora las descomposiciones:

1

My kera®ima , MyZimad W
M] = kerd ®ima’ , M)~imd @ W' (10)

para escribir g, go como matrices de bloques (con una notacién que se mostrara como la
adecuada mas adelante):

91=<90? 91;;)> ; 92=<g§ glg(gy)> ; (11)

en donde: ¢Y :kera — kera/ , g3 : W — W/, g3 : ima — ima’
g'(z) : ima — kero/ | ¢g'(y) : W — ima’ . Asimismo, se escribe a = (ay, as),
con aj : kera — My , ag : ima — My ; de manera similar, o’ = (af, d}) .

De la primera igualdad de (9) se obtienen las relaciones:

P (12)
gaaz — aygy = atg'(z)

las cuales se disponen en el siguiente diagrama:

mao

L 48
My & kera  ima ¢ 4) w (13)
g1l L g? L g8
M) A era w’

El diagrama (13) apunta de manera clara a la bigrafica diferencial:

3
Yy
B: ,a/2 33 ) 5(@1):07 5(&2):@11"
4 <a—1 1 2
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De hecho, existe una equivalencia]MacL] entre las categorias de representaciones del
algebra de caminos A = k(@ y las representaciones de la bigréfica B,

F:repB—>mod A , (14)

que se explicitard a continuacion.

Para definir el funtor F' en objetos, si se tiene N € repl3, dada por
N =(N;,1<i<4; N(aj),1 <j <2), se define la representacién
M = F(N) € mod A asi: M; = N; @ N3, My = N3@® No, My = N4. Asimismo, se definen
0 idn,

0 O ’
M(a) : My = N1 & N3 — My, como M (a) = (N(a1), N(a2)).

Para continuar, se define F' en morfismos asi: sea f : N — N’ en repB, dado
por la familia doble: f = (f°,1 < i < 4; fY(x), f(y)). Se construye un morfismo
g: M =F(N)— M = F(N'), en mod A mediante la familia doble: (g1, g2, g4), en
donde g4 = f4, ¥y g1, g2 se definen como las matrices de bloques:

n- () e (B0 5)

Para ver que g es morfismo, basta observar los siguientes dos hechos:

goM(a) — M'(@)g1 = <J§’) f}(gy))(S é>_<8 (1)><{)? f}i?x)>
)

(0~ M (@ = ai(N(a). Naw) - (Wa) M) (757

(94N (a1) — N'(a1)f, gaN(az) — N'(a1) f' (z) — N'(a2) £3)
— (0,0) .

las transformaciones M (a):M; — My, como M (a)=

La comprobacién de que F es efectivamente un funtor se deja al lector.

Para concluir que F'es una equivalencia, falta mostrar que es fiel, pleno y denso.
Para la densidad, sea M = (M, My, My; M(a), M(c)) € mod A, y considérense las
descomposiciones M; = ker M («) @ imM (a), My = imM(a) & W. Es claro que M =
F(N), en donde N € repB se define como: Ny = ker M («),

N3 = ZmM(OZ), N2 == I/V, N4 = M4.

Para ver que F es pleno, sea g : M = F(N) — M’ = F(N'), tal que g = (¢¢, 1 <
i <4;g'(x), ¢*(y)). Facilmente se muestra que con respecto a las descomposiciones (10),
las transformaciones ¢, ¢9 admiten expresiones como (15). Es fdcil demostrar ahora
que la familia doble: f = (f°,i = 1,2,3,f) = ¢%; f*(z), f*(y)) define un morfismo

1)

f: N — N’  tal que g = F(f). También se ve rapidamente que F es fiel.
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4 Los algoritmos

Aqui se utiliza la palabra algoritmo como sinénimo de proceso. En la practica, se tiene
una bigréfica diferencial (B,d, k), a la cual se le aplica una transformacién, obteniéndose
una nueva bigrafica (B',0’, k), cuyas categorias de representaciones guardan una estrecha
vinculacién. El paso B ~ B’ da origen a un funtor fiel y pleno F : repBB’ — repB, que
permite entonces considerar la categoria repB’ como una subcategoria plena de repBB. En
algunos casos, F' es una equivalencia, como se vio en el ejemplo de la reducciéon de una
flecha en la seccion 3.

En la literatura se han estudiado bésicamente cuatro algoritmos, de los cuales se ex-
aminaran aqui solamente tres: eliminacion de objetos, regularizacién y reducciéon de una
flecha, dejando por fuera el ‘unravelling’[cfr. Bo|. La aplicacién reiterada, y hecha de
manera conveniente, de estos tres algoritmos, permitird obtener interesantes resultados
para bigraficas ‘schurian’.

A continuacién se examina cada algoritmo, prestando atencién al comportamiento de
la norma de una representacién y de la forma cuadrética de la bigrafica, frente a los
mismos.

Dada la bigréfica diferencial triangular (8,9, k), supéngase que sus vértices son: X;, i =
1,...,7; sus flechas de grado 0: a;, j = 1,...,n;y sus flechas de grado 1: v;, [ =1,...,m. Se
dird que la bigrafica posee la estratificacion (a;; v;). Para cada par de vértices, X;, X,
se denota por m;; (n;;, respectivamente) el nimero de flechas de grado 0 (de grado 1,
respectivamente) que hay entre ellos, en cualquier sentido. La norma de una representacién
M de B se define como: [[M|| = > ,_; dim M; dim M;.

La forma cuadratica de B se define como la aplicacién gg : Z" — Z, dada por

T T T
2
aB(T1, .y xy) = g xi — g My T + E NijT; T
i=1

ij=1 ij=1
4.1 Regularizacion.

Sea (B,d, k) una bigréfica diferencial triangular con estratificacién (a;; v;), y supéngase
que d(a1) = vy. Se define una nueva bigrafica By, ,,, con los mismos vértices de B; sus
flechas son las de B, salvo que se eliminan a; y v1. Es claro que se tiene una inclusion de
anillos ¢ : kB, ,, — kB. Se define un homomorfismo de anillos ¢y : (kB)o — (kB')o,
poniendo en los generadores del primero: to(e;) = e;; to(ar) = 0, to(a;) = a;, i > 2.
También se define un homomorfismo de (kB)o—bimédulos, t1 : (kB)1 — (kB ,,)1, poniendo
en los generadores: ti(v1) =0, ti(vj) =v;, j > 2.

Tales homomorfismos inducen un homomorfismo de anillos t : kB — kBj, ,, [BZ, §4].
Sea ahora ¢’ = tov : kB, ,, — kB, , . Fécilmente se demuestra que ¢’ es una diferencial
para B, . Asi, por ejemplo, obsérvese que (¢8')? = t6(ut)dr = t(0e)d = 6% = 0.

La relacién de la diferencial ¢’ con la diferencial original es clara: para una flecha a # ay,
de grado 0 en B con diferencial §(a) = 3, bizic, se tiene: &'(a) = 32,41, ¢ (ar) biZicr- Una
férmula silmilar es valida para las flechas de grado 1. Se dice que la bigrafica diferencial

(B',0', k) se obtiene de (B,d, k) por regularizacion.
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4.1.1 Teorema. Si (B',§', k) se obtiene de (8,4, k) por regularizacién, entonces existe
una equivalencia de categorfas F : rep(B',6', k)— rep(B,6, k).

Demostracién. Para N € repB’, se define F(N) = M € repB asi: M; = N;; M(ay) =
0, M(aj) = N(a;), j > 2.Paraunmorfismo f': N — N'en B, ' = ((f)?; () (vj), j >
2), se define un morfismo f : M — M’ como f = ((f")¥; fi(v1) = 0, fi(v;) =
(f )1(vj) , j > 2). Para ver que f es efectivamente un morfismo, basta observar que para
toda a : Xy — X; de grado 0 en B, se tiene: f0M(a) — M'(a)f? = fPN(a) — N'(a)f? =
(8" (a)) = f(6(a)). Se define: f = F(f’). Es fdcil ver que se ha construido un funtor
F :repB — repB.

Para mostrar que F' es denso, sea M € repBB. Por [Bo, Lema 2.1], existe M’ € repB,
tal que M'(a1) = 0, M’ = M. Se define N € repB’ asi: N; = M/, 1 <i <r; N(aj) =
M'(a;), 2 <i < m.Es claro que F(N) = M' = M.

Ahora se comprobard que F es pleno. Sea f : M — M’ un morfismo en repl,
M = F(N), M’ = F(N'),puede suponerse [Bo, Lema 2.1], que M(a1) = M'(a1) =0, y
f1(v1) = 0. Considérese la familia doble f' = (f2; (f")*(vj) = f'(v;), j > 2). Entonces
f'+ N — N’ es morfismo en repB’. En efecto, sea a : Xy — X; flecha de grado 0 en
B, necesariamente a # aj. Por ser f es morfismo, y ya que f'(¢'(a)) = f(d(a))se tiene:
(F9N(a) — N'(@)(f)0 = fOM(a) ~ M'(a)f® = f(8(a)) = f'(5'(a). Pora terminar, s
claro que F es fiel. [

Para determinar el comportamiento de la norma y la forma cuadratica ante la regu-
larizacién, obsérvese que se pierde una flecha de grado 1 al cambiar de categoria, lo cual
puede afectar la norma; pero la forma cuadratica no varfa, puesto que se eliminan dos
flechas de distintos grados entre los mismos vértices. El resultado preciso se establece a
continuacion.

4.1.2 Teorema. Bajo las condiciones del Teorema 4.1.1, supéngase que a1 : X; —
X, v1:X;—— — X yseregulariza. Entonces para M = F(N), se tiene: ||[N| = || M| —
dim M; dim N;. En particular, si M es sincera, i.e. dim M; # 0, para todos los 7, entonces
IN|| < ||M]||. Para las formas cuadraticas de las bigraficas se verifica : qg (dimN) =
gp(dimM). O

4.2 Eliminacion de objetos

Asi como el algoritmo anterior borra flechas ‘superfluas’, el siguiente elimina vértices 'no
deseados’. La estrategia es similar al caso anterior: se realiza cierta transformacion de
bigraficas B ~ B’, obteniéndose un funtor fiel y pleno
repB’ — repB. Incluso la técnica es parecida.

Sea (B,d, k) una bigréfica diferencial triangular con vértices X1, ..., X, y estratificacién
(aj; vy). Sea X; un vértice arbitrario. Se define una bigrafica B; con los mismos vértices
de B, salvo X;. Por definicién, las flechas de B son las de B, excepto aquellas con algin
extremo en X;. El conjunto de las flechas de grado 0 de B; se denota por C'; el de aquellas
de grado 1, por T.

El dlgebra A" = (kB))o es subdlgebra de A = (kB)y, y ademads se tiene una inmersién
de A’—subbimdédulos (kB)); C (kB)i, los cuales inducen una inmersién de anillos ¢ :
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kB, — kB. A continuacién se define un homomorfismo de anillos ¢ : kB —kB], que
serd inducido por el par (to,t1), par que se construye a continuacién. En primer lugar,
to : (kB)q— (kB})o es el homomorfismo de anillos tal que: e; — 0, e; — €;, @ # 15 a; —
0,sia ¢ C,a; — a;, si aq € C. Por otra parte, el morfismo de A’—bimédulos 1 :
(kB),— (kB))1 se define por: v; — 0, siv; ¢ T', v; — vy, si v; € T.

La diferencial de la nueva bigrafica se define como ¢’ = td. : kB — kBj, siendo
la comprobacién de que es realmente una diferencial como en la regularizacién. Para
toda flecha a de grado 0 en By, si 6(a) = Y, bjz;c;, un calculo facil muestra que §(a) =

Zbl,cle(C’);xlET blwlcl‘

4.2.1 Teorema Si en la bigrafica (B,0,k) se elimina el vértice X;, obteniéndose
la bigréfica (B',0',k), entonces existe un funtor fiel y pleno F : repBB’ — repB, que
establece una equivalencia entre repB8’ y la subcategoria plena de repB, formada por las
representaciones M tales que M; = 0. Ademads, si M = F(N), entonces |N| = | M|,y
g (dimN) = gp(dimM).

Demostracién. Para N € repB’, se define F(N) = M € repB asi: M; = N;, i #
I, M; = 0. Para un morfismo f' : N — N’ enrepB’, dado por f' = ((f’)?#; (f)(v), v; €
T), se pone f = F(f') = ()0 £2 = 05 1 (vy) = (F)}(vy), 05 €T, f1(vy) = 0, v; ¢ ).
Se demuestra sin dificultad que f es morfismo en repB, y que F es funtor. De manera
similar a como se hizo para la regularizacién, puede mostrarse que F' es pleno y fiel. Es
claro que M; = 0. Para terminar con la primera afirmacién del teorema, obsérvese que
para cualquier M € repB, tal que M; = 0, la representacién N € repB’ definida por:
N; = M;, i #1; N(a;) = M(a;), a; € C, verifica: M = F(N).

Para la segunda afirmacién, si M = F(N), entonces en lasuma || M| = 37 ., dim M; dim M;
intervienen unicamente los indices ¢ tales que M; # 0, luego ||M]| = ||N||. La igualdad
sobre las formas cuadraticas se muestra de manera parecida. [

El algoritmo de ‘eliminacién de objetos’ se utiliza frecuentemente al inicio de ciertas
demostraciones. En tales casos se procede por induccién sobre la norma de una repre-
sentacion, aprovechando que ésta disminuye cuando se aplica un algoritmo como la regu-
larizacién o la reduccién de una flecha, eso si bajo el supuesto de que la representacion es
sincera, es decir, su vector dimensién tiene todas las entradas distintas de 0. Se dice: ‘sea
M € repB; puede suponerse que M es sincera’, pues si no lo es, se eliminan los vértices [ de
B con M; = 0, obteniéndose una bigrafica B’, y un funtor fiel y pleno F : repB’ < repB. La
representacion N € repB’, tal que M = F(N) es sincera y verifica: ||M| = || N| . Si ahora
se reduce una flecha en B’, con funtor G : repB’ — repB”, entonces |G(N)| < [|N], vy

puede aplicarse la hipdtesis inductiva.

4.3 Reduccion de una flecha

Sea (B,0,k) una bigréfica diferencial triangular con vértices Xj, ..., X, y estratificacién
(a;; v;). Sise tiene una flecha de grado 0, o : X; — X, i # j, 6(a) = 0, ésta puede
reducirse, por el proceso que se aplicé en la seccion 3. Sélo que alléd la bigrafica inicial es un
carcaj, el cual constituye una bigréfica sin flechas de grado 1 y con diferencial nula, motivo
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por el cual ahora se explicard este algoritmo en general. Los detalles de las demostraciones
se obviaran, tomando en cuenta que las ideas fundamentales ya se expusieron ampliamente
en la seccién 3.

Por notacién, se supondré que los vértices son: X1, Xo, Xy, ..., X, (ninguno se llama
X3) y que o : X3 — Xo. Los vértices de la nueva bigrafica B’ son: X1, Xo, X3, X4, ..., X,
(se introdujo uno nuevo: X3).

Se definen dos flechas de grado 1 en B': X7 « Lo X3 — L Xo.

Las flechas de grado 0 en B’ son las siguientes: Toda flecha a : X,, — X, de grado 0
en B, a # a , determina 1, 2 6 4 flechas de grado 0 en B, de acuerdo a la siguiente regla:

(1) sip,q # 1,2, se tiene una flecha a1y : X, — X; (2.1) sia: X1 — X4, ¢ # 1,2,
entonces se tienen 2 flechas :a1; : X1 — Xy, a12 1 X3 — Xy; (2.2) sia: X, — Xy,
p # 1,2, se tienen : ayy @ X, — Xj,a21 : X, — X3; (3.1) todo lazo a : X; — X
determina 4 flechas: ajg - X1 I Xl,alg : X3 — Xl,agl : X1 — X3,a22 : X3 — Xg;
(3.2) similarmente, todo lazo a : X3 — X3, define 4 flechas: a1 : X3 — X3,a12: Xo —
X3,a21 : X3 — Xg,agg : X2 — XQ; (41) toda a : X1 I XQ,(I 7£ (& define 4 flechas
al - Xl —_— Xg,alg : X3 —_— Xg,a21 : X1 I XQ,CLQQ : X3 —_— XQ; (4.2) similarmente,
para a : X9 — X1, se tienen 4 flechas : a11 : X3 — X1,a12 : Xo — Xq,a91 : X3 —
Xg,CLQQ : X2 —_— Xg.

Las flechas de grado 1 en B’, ademés de las ya definidas z,y, se obtienen a partir de
cada flecha v : X, — — — X, de grado 1 en B, segin la regla recién explicada para las
flechas de grado 0.

Se utilizaré de ahora en adelante la siguiente notaciéon matricial para las flechas de B/,
segun los casos anteriores :

(1) Ay = (a11); (2.1) Ag = (a11,a12), (2.2) Ay = < ail ) :

a1
(3.1,3.2, 4.1, 4.2) Ay = (a;;),1<14,j <2.
0 €3
0 0
De la misma manera, se construye una matriz A,, para cada flecha v de grado 1 en B.

Sea eg el idempotente en X3 ; se define la matriz A, =

Para un camino v = 7v;...7s en B, con gr(y;)€ {0,1}, se define la matriz A, =
A, ...A, ;y para una combinacién lineal de caminos u = . ¢;y; , se define la matriz
A=) GA,,

También se introduce, para todo vértice X, en B, la matriz Y, dada por :

(0 =z (0 y . .
Y1—<0 0>,Y2—<0 0>,Yp—0,81p7$1,2.
(S))

Para una flecha a, de grado 0 en B, se utiliza también la notacién matricial A,, = (a; )
con los indices en los rangos adecuados. Para matrices X = (x;;),Y = (y;;) con entradas
en kB’ , XY denotard el producto usual de matrices con entradas en dicho anillo. Una
matriz X = (x;;) con entradas en kB’ se llama homogénea si todas sus entradas z;; tienen
el mismo grado; en este caso se escribe : grX = gr(z;;). También se define grY; = 1,
1=1,2.
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4.3.1 Definicién. Para toda flecha a : X, — X, en B, gr(a)=0, a # a, se define la
matriz 0'(Ay) = YgAa — AaYp + As(q). Asimismo, para v : X, — — — X, en B, gr(v)=1, se
define la matriz ¢'(A,) =Y, A +AYp+3 0, Avy Ay, endonde §(v) = Y vs,vs, . También
se define : §'(4,) =0 5’(Y1) Y2

Para matrices homogeneas X, Y es valida la regla de Leibnitz:

V(XY)=0d(X)Y + (—1)97’(X)X5’(Y). En efecto, para X = (z45), Y = (y45), se tiene :

((Y(X)Y + (_1)gr(X)X5/(Y))Z.j — Zé le ylg _|_Z gr:mx l5/ yz])
= 25 Tl yl] )gr:czlx l(S (ylj)

— Za (zayij) = &' inzylj)
] 1

= J((XY)y) = (0'(XY))y; . O

4.3.2 Lema. (§')2=0.

Demostracién. Por la regla de Leibnitz, es suficiente demostrar que (6')%(4,) =
0,(6")%(A,) = 0, con gr(a)=0, gr(v)=1. Se haré sélo el primer caso, el otro es parecido
[cfr. Bo]. Sea a: X, — X4,a # «,

()(Aa) = 0'(YgAa — AaYy, + As(a)
= 0(Y)Au — Yyd'(Aa) — '(Aa)Y, —
—A0(Y, )+5 (A(;( ))

= (}/QY;])ACL - q(YqAa)
+YqAaYy — YyAsa) — YoAuYp +
+Aa(YpYp) — Asa) Yp
—AYyY, + 8 (As(a))

= Y As0) — Asa)Yp + 0" (Asa))

-0,

puesto que de §(d(a)) = 0, se sigue que §'(Asq)) = YqAs@) + Asa)Yp- Esta tltima afir-
macién no es del todo inmediata, [cfr. Bo].

(s) ®)

4.4.3 Definicién. Las diferenciales de a;; se definen como las entradas de

las matrices &' (Ag,), 0'(Ay,). Es decir,

ydev

§'(Aq,) = (8(al)), §(Ay) = (8'(0)).

Obsérvese que de Y;? = 0, se sigue §(Y;) = 0, y entonces : & (z) = §'(y) = 0.
De la regla de Leibnitz para matrices, se deduce que la misma es valida para flechas
de B', es decir, si a,b son flechas en B', entonces ¢'(ab) = §'(a)b + (—1)9"b .
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Utilizando dicha regla, se extiende ¢’ a caminos (finitos) en k', y luego por linealidad a
todo kB'. Del Lema 4.3, se deduce que &' : kB’ — kB’ verifica (6')? = 0. Se ha demostrado
entonces la proposicion siguiente.

4.3.4 Proposicién. ¢’ define una diferencial en B/. [J

A continuacién se establecerd una equivalencia : F' : repBB’ — repB.
Para un objeto N € repB', N = (N;, i = 1,2,3,4,..r ; N(a(‘?)),s =1,2,...,n), se

v

define M = F(N) € repB asi: My = N1 & N3, My = N3 @ Na, M; = N, 1 > 4.
Ademas, se definen las transformaciones M («) : M7 — My, M(as) por las matrices :

0 id .
M = (). M) = (¥
Sise tene [ 2 N — N’ en repB, £ = (/2 = 12,3, 71 f1(2), f(0), f10), 5 =
1,2,...m), se define un morfismo g : M = F(N) — F(N’) = M’ en repB, como g =
(97, i=1,2,4,...,7; g'(v)) , en donde

$# = ( i) > ¢ = < A )

1 0 fé) 9 2 — 0 f20 )
g? = floal >4, gl(vt) ( ( ))

Se demuestra que g es un morfismo, procediendo como en la seccién 3.

4.3.5 Proposicién. F es una equivalencia de categorias.

Demostracién. Para ver que F es denso, dada M € rep(B), la transformacién
lineal M(«) : M; — M> induce descomposiciones: M; = ker M () & imM («), My =
imM(a) @ W, con W C My. Se define N € rep(B’) mediante : Ny = ker M (), N3 =
imM (a), No = W, N; = M;,l > 4; ademds, toda M(as) se expresa, con respecto a las
descomposiciones en sumas directas anteriores, como una matriz M(as) = (M;;(as)), de

(s)

1, 2 6 4 entradas. Para toda flecha a;; de grado 0 en B, se define la transformacién lineal

L N(al)) = Myj(a).

Se ha construido asi una representacion N € repB’, y facilmente se comprueba que
M = F(N).
Para ver que F es pleno, sea g : M &2 F(N) — F(N') 2 M’ un morfismo, dado por :

g=(90,i=1,2,4,...,1; g*(v),t=1,...m) .
Se tienen descomposiciones :

M; = ker M(a) ®imM (a), Ms = imM () ® W,
M{ = ker M'(a) @ imM' (a), My = imM'(a) & W,

con respecto a las cuales, como se prueba facilmente, g?, gg admiten expresiones matriciales

o_ [ An A o_ ( Bu B
g1 0 A22 > 92 0 B22 .



ALGORITMOS DE REDUCCION PARA BIGRAFICAS DIFERENCIALES 37

Ademas, de la condicién () = 0, se deduce : By = Ags. Se introduce una nueva
notacién para las entradas de estas matrices :

goz<f? fl($)> goz<f3? fl(y)>
Lo g )N )

Sea f = (.19, 19,10 = g0,1 > 4; ' (@), f1 (), f1 @), t = 1,...m), en donde las
fl(vi(;f)) estan definidas por : g'(v;) = (fl(vg))).

Se demostrard que se tiene un morfismo f : N — N’. En efecto, para toda flecha de
grado 0, a: X, — X,, en B, a # o, se tiene : ggM(a) - M’(a)gg = g(d(a)).

Se sabe que : g0 M (a)— M'(a)gy = f(6'(Aa)) — f(YgAa— AaYy), y ademds, se verifica :
(900 (@)= M ()g8+ F(¥yAg— AqYi))i; = JON (i)~ N'(ai;) £2, en donde ay; : X, — X..

Se tiene entonces : fON(a;;) — N'(ai;) f) = £(6'(aij)), asf que f es morfismo. Es claro
que g = F(f) .

Es facil ver que el funtor F es fiel. [

Las aplicaciones se basan en el control de la variacion de la norma y de la forma
cuadratica frente a cada algoritmo. Los teoremas 4.2.2 y 4.3.1 dan cuenta de los casos de
la regularizacion y la eliminacién de objetos. A continuacién se estudia lo relativo a la
reduccion.

4.3.6 Teorema En las condiciones del apartado 4.4, si se reduce la flecha o, y M =
F(N), con dimN = (z1, 3, T2, %4, ...), dimM = (z1 + x3,x3 + T2, 74, ...), entonces | N|| =
| M| — (21 + x3)(z3 + x2), de donde, | N|| < ||M] . En particular, siM es sincera, la
desigualdad anterior es estricta.

Ademas, gp/(dimN) = gg(dimM) + zq1zo .

Demostraciéon. Para cada par de vértices i, jdeB , se tiene :
M| = mag(zr + x3)(@3 + 22) + ma (21 + 23)° +

n
+mgs(z3 + 32)° + Z mip(21 + x3)Tp +
p=4

n n
+ Z map (T3 + T2)T) + Z MpqLpLy.
p=4 p,q=4
Segtin la definicién de la bigréfica B', se tiene :

IN| = (mi2—1)(z122 + 2125 + 2372 + 23) +

ma1 (23 4 2x123 + 23) + Mmoo (23 + 22329 + 23)

n n
+ Z mip(T12p + T3Tp) + Z Map(T3Tp + ToTp)
p=4 p=4

n
+ E MpgTpTq
p,q=4

= |[|IM| - (z1 + x3) (23 + 22)
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Para la segunda aseveracién, obsérvese que

as(dimM) = (z1 +23)” + (23 + 22)* + Y 2 — || M| + g5 (dimM)
p=4

en donde

qg)(di_mM) = nui(zr +23)% 4 noa(w3 + 22)? +
+n12(x1 + xg)(xg + xg) +

n n
+ Zmp(wl + +x3)xp + Zn2p(x3 + z9)x, +
p=4 p=4

n
+ E NpgLpLy -
p,q=4

Por otra parte,
n

as(dimN) = 3" 22 — |N| + g (dimN) |,
p=1

con

qg,) (dimN) = z123 4 2329 + nio(T120 + 2123 + 2320 + 23) +
+n11 (23 + 22123 + 23) + nga (23 + 22320 + 23) +

n n
+ Z n1p(17p + T37p) + Z nop(x3x)y + T2p) +
p=4

n
+ E NpgLpLy -
p,q=4

De lo anterior se deduce el resultado anunciado :

g (dimN) — qg(dimM) = 2]+ 23 + 23 — (x1 + 23)° — (23 + 32)° +
+(IM]| = [IN]) +
+(qy (dimN) — g (dimM))
= (—a3 — 22123 — 2w913) + (z1 + 3) (23 + T2) +
+(z123 + x273)
= xzy O

Una consecuencia inmediata es que si se aplica alguno de los algoritmos: B ~ B’, en-
tonces ’la forma cuadrética no disminuye’, i.e. para M = F(N), gg (dimN) > gp(dimM).
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5 Bigraficas ‘schurian’

Los algoritmos de la seccién anterior se aplican aqui a las bigraficas schurian, las cuales se
caracterizan por carecer de lazos. De fundamental importancia es el control que se tiene
sobre la variacion de la norma y de la forma cuadratica al aplicar algin algoritmo. Como
se verd, la disminucion de la norma permite argumentar reiteradamente por induccién,
en tanto que el comportamiento de la forma cuadratica da pie para utilizar enfoques
combinatorios. Ejemplos importantes de bigraficas schurian son los conjuntos parcialmente
ordenados de tipo de representacion finito [S].

Si (B,d,k)es una bigrafica diferencial y M una representacién, todo t € k de-
termina un endomorfismo ¢ de M , dado por la familia doble ¢ = (Z?; 0), tal que
7 M; — M; , m tm. Para a:i — j, flecha de grado 0, es claro que £(8(a)) =0 , y
adems4s, (E?M(a) - M(a)f?)(m) =0=1%(d(a)) , para todo m € M; ;luegot es morfismo.

Los morfismos de este tipo se llaman ’diagonales’. Interesa destacar el caso en que las
representaciones inescindibles no poseen mas endomorfismos que los diagonales.

5.1 Definicién. Una bigrafica diferencial (5,5, k) es de tipo ‘schurian’ si para toda
representacion inescindible M, Endg(M) = k.

5.2 Lema. Una bigréfica schurian no posee lazos de ningun grado.

Demostracién Por contradiccion, si existe un lazo de grado 0, o : [ — [, se tiene
una representacion inescindible M, , dada por (M,); = k* , (M,); =0, i # [,y para

toda flecha a : i — j, (M,)(a) = ( 8 (1) > i My(a) =0, a # « . La familia doble
0 1

f:(io;fl(:n)zo),conf{):Ml—»Ml,f10:<0 0> , fZQ:O, sii#1, esun

morfismo, como se comprueba facilmente. Pero este morfismo no es escalar, imposible.
(ii) De nuevo por contradiccidn, si existe un lazo x : [ —— — [, de grado 1, considérese
la representacién simple S;. Se define ¥ : S; — S por 79 : k — k, 70 =id), , ) =
0,i#1; 2(x) =idy, 2'(y) = 0, y # z. Para ver que Z es morfismo, obsérvese que
para toda flecha a de grado 0, Z(d(a)) = 0. En efecto, si d(a) = ), byxscy, entonces
z(8(a)) = >, AeSi(be)@t (24)Si(ct) = 0, pues en cada sumando alguno de los tres factores

es nulo. Puesto que Z no es morfismo escalar, se tiene una contradiccién [J

5.3 Lema Sea S; una representacién simple de una bigrafica diferencial semisim-
ple B, y sean xz1, ..., z; la totalidad de los lazos de grado 1 en el vértice [. Entonces
dimg Endg(S;)) =t+1 .

Demostracién Si ¢t = 0, el resultado es claro. Sit > 1, sea z; el endomorfismo
definido por z;, segin (ii) de la demostracién de (2.2), 1 < ¢ < ¢. Se tiene entonces una
k—base {id, Z1,...,2¢} . En efecto, un f € Endg(S;) estd dado por una familia doble
f = (ap;a1,...,a;) ,los a; € k. Siap =0, f =) a;x;; si ap # 0, entonces f = aglz'aH—
>oiag 1a,-f,- . Es clara la independencia lineal [J

5.4 Teorema Si B es bigrafica diferencial triangular schurian y su forma cuadratica
es débilmente positiva, entonces para toda representacion inescindible M , dimM es raiz
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positiva de gp, es decir, gg(dimM) = 1. Ademds, toda representacién inescindible esta
determinada por su vector dimension. En consecuencia, B es de tipo de representacién
finito.

Demostracién (i) Sea M una representacién inescindible. Se probard que gg(dimM) =
1, por induccién sobre || M||. Puede suponerse que M es sincera, sin pérdida de general-
idad. Si ||M|| = 0, entonces la bigréfica B no posee flechas de grado 0, luego sus tnicas
representaciones inescindibles son las simples, asi que M es simple. Si los vértices de B son
Xy, ..., Xn ,y dado que ella es schurian, su forma cuadrética es gg(z1, . x,) = > 22
Luego, ¢g(dimM) = 1.

Sea ||M|| > 0, y supéngase cierta la afirmacién para toda representacién inescindible
N, en cualquier bigrafica, con |[N| < |[M]|. Sea a : i — j una flecha de grado 0,
con §(a) minima. Necesariamente ¢ # j. Si 6(a) = 0, se reduce a , obteniéndose una
bigrafica B’ y una equivalencia F : rep(B’) — rep(B), y tomando M = F(N), se
tiene |[N|| < ||[M]|. Entonces gp(dimN) = 1, y como gg es débilmente positiva, 0 <
gs(dimM) < g (dimN) = 1, luego ga(dimM) = 1. i 6(a) £ 0., 6(a) = c101 + .. +mom
, con los ¢; escalares y las v; flechas de grado 1. Por medio de un cambio de base, puede
suponerse d(«) = vy, y entonces regularizar. Se procede como antes, y se obtiene la
conclusion.

(ii) Sea M inescindible, y supéngase que para una M’ inescindible, dimM’' = dim M.
Se probard que entonces M’ = M. Se realiza induccién sobre ||M]| , para lo cual puede
suponerse s.p.g. que M es sincera. Si ||[M|| = 0, la bigréfica es semisimple, y aqui es clara
la conclusién.

En caso de que ||[M|| > 0, témese a : i — j , con d(a) minima. Sid(a) = 0, se reduce «
y entonces existen representaciones inescindibles N, N’ de B’ con M = F(N), M' = F(N'),
|N|| < [[M] , |IN'|| < |M'|. SidimN = (1,22, 3,...) , dimN’ = (2, x5, 25, ...), se sabe
que z1z2 = qp(dimN)—gp(dimM) = 1—1 = 0; igualmente se llega a: z}z, = 0. Se prueba
, por una combinacién de los casos : 1 =0 ,22 =0 ,2} =0, 2, =0, que dimN’ = dimN,
y entonces, por la hipétesis inductiva, N’ = N, de donde M = F(N) = F(N') = M'.

Si §(a) # 0, se puede regularizar, después de un cambio de base adecuado, y obtener
M = F(N), M' = F(N'), |[N|| < ||M] , [[N']] < ||M'||, para los cuales se cumple :
dimN = dimM = dimM’ = dimN’, luego N = N’ y de aqui, M = M’ .

Para concluir, obsérvese que por ser gg forma cuadratica débilmente positiva, por el
Lema de Drozd [Ri, p.3], ella posee sélo un nimero finito de raices positivas. Luego el
nimero de vectores dimensién de inescindibles es finito, y como en cada dimensién hay
solamente una clase de isomorfia, la bigrafica es de tipo de representacién finito. [

Es sabido [RK] que toda bigrafica diferencial de tipo finito tiene forma cuadratica
débilmente positiva. Asi, la Proposicién anterior es un reciproco parcial a tal afirmacion.

5.5 Proposicion Si B es una bigrafica diferencial schurian, entonces para toda rep-
resentacién inescindible M, existe Unicamente un nimero finito de clases de isomorfia de
representaciones inescindibles NV, tales que dim/N = dimM .

Demostracién Sea M representacién inescindible. Se procede por induccién sobre
|M]|. Si|[M]| = 0, y dado que se puede suponer spg que M es sincera, entonces la
bigrafica B es semisimple, y en este caso, se verifica la afirmacién.
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Para continuar, sea |[M]| > 0 , y supdngase cierta la afirmacién para toda repre-
sentacion inescindible N, tal que || N|| < ||M]|. Existe a : i — j , de grado 0, con (a)
minima. Por hipétesis, i # j, v se dan dos casos.

Si d(a) = 0, se reduce a, y para el funtor F, M = F(N) . Hay que demostrar que hay
sélo un nimero finito de inescindibles M’, tales que dimM’ = dimM. Sea M’ = F(N').
Facilmente se concluye que dim/N’ = dim/N, entonces para N’ hay sélo un ntimero finito
de posibilidades , luego para M’ = F(N') hay s6lo un ntiimero finito de posibilidades, y se
ha concluido.

Si d(a) # 0, se regulariza y se llega facilmente a la conclusién O

5.6 Teorema Si B es bigrafica diferencial triangular schurian y su forma cuadratica
es débilmente positiva, entonces para toda representacién inescindible M, gp(dimM ) = 1,
es decir, dimM es raiz positiva de ¢z. Ademads, existe una biyeccién entre la familia de las
clases de isomorfia de representaciones inescindibles y el conjunto de las raices positivas
de la forma cuadratica gz, dada por M « dimM .

Demostracién Por la Proposicién (2.4) , la aplicacién M — dimM estd bien definida y
es inyectiva. Para la sobreyectividad, obsérvese que existe una secuencia finita de bigréficas

B=B9 ~BW B ...~ BE

tales que B se obtiene de B4~  por regularizacién o por reduccién de una flecha, y
ademds, B(®) es semisimple. Se tienen entonces equivalencias

rep(B®)) == rep(B57Y) = - rep(BW) < rep(B)

Se efectiia induccién sobre s —i.Si s —i = 0, entonces i = s, y si B) tiene m vértices,
entonces qus) (L1, .., Tm) = Y 1oy x?, asf las raices de gp(s) corresponden biyectivamente
a las clases de isomorfia de inescindibles.

Para continuar, es suficiente demostrar que si la afirmacién cierta para B~
entonces lo es para B®~=1. Hay dos casos. Si F : rep(BE=9) =5 rep(BE——1)
corresponde a una regularizacion, sea d tal que ggz—i-1)(d) = 1. Entonces qgs—o(d) = 1,
y por hipétesis, existe N inescindible de B&~% tal que d = dimN; para M = F (N) se
tiene entonces dimM = dimN = d.

Si F' corresponde a la reduccién de una flecha, sea d = (dy,da ds,..) con qgi—i-1(d) =1
.Se construye una raiz d’' para qge-i asi: sidy > dy , sea d = (dy — da,d2,0,dy,...) ;
sidy =dy ,sead = (0,dq,0,...) ysid <dy sead = (dy—dy,dq,0,..) . Se cumple
qps—i (d') = qge-i-1(d) +0 = ggs—i-1)(d) . Por hipétesis inductiva, existe un inescindible
N | tal que d = dimN , y entonces el inescindible M = F(N) verifica d = dimM .0J
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