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ANALISIS DE TABLAS MULTIPLES CON INDIVIDUOS
CAMBIANTES Y VARIABLES FIJAS

WILLIAM CASTILLO ELIZONDO! — JORGE GONZALEZ VARELA!

Resumen

En este articulo se presenta el método Statis cuando se observan las mismas vari-
ables en todos los instantes considerados, con individuos posiblemente cambiantes.
Se demuestran varias propiedades de la interestructura y del compromiso que justifi-
can eventuales interpretaciones bidimensionales de los datos. Dichas propiedades son
también utiles para hacer una implementacin computacional.

Palabras clave: Statis dual, interestructura, compromiso, intraestructura, imagen eu-
clidea.

1. Introduccidn.

El método Statis (Analisis Estadistico de Tres Indices) se ubica dentro de las técni-
cas exploratorias de andlisis multivariado de datos, cominmente usados en el estudio
simultdneo de varias matrices de datos obtenidas de diferentes observaciones de un mismo
fenémeno.

Suponemos que se tienen Xi,..., X tablas centradas de individuos por variables
que corresponden a K mediciones de un mismo fenémeno. Si ademds disponemos de las
matrices M} y Dy necesarias para medir distancia entre individuos y las covarianzas entre
las variables respectivamente; entonces las K-tablas definen K-configuraciones del tipo
Wk = XkMkX]z O Vk = X};Dka

El método Statis analiza la evolucién del fendémeno en estudio comparando estas con-
figuraciones, los Wy, en caso de que los individuos hayan permanecido invariantes en las
K-mediciones, o bien los Vj si se han medido las mismas variables en los K-instantes.

La primera de estas situaciones (individuos fijos) se encuentra desarrollada tanto en los
aspectos tedricos como computacionales en, por ejemplo, [2], [3] v [4]. Nuestro propdsito
es abordar ahora el segundo caso, esto es las mismas variables en las K mediciones con
individuos posiblemente diferentes al pasar de una tabla a otra. Este método es conocido
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con el nombre de Statis Dual. En la literatura especializada ([2], [4] y [8]) no se desarrolla
el Statis Dual sino que se menciona tUnicamente su posible utilizacién, pese a que en la
realidad nos encontramos con muchos casos donde la naturaleza de los problemas sugiere
el uso del Statis Dual. Podria citarse a modo de ejemplo el estudio evolutivo de empresas
en circunstancias en que unas desaparecen y otras nacen.

Independientemente de cudles sean las configuraciones a comparar, el método Statis
consta de tres etapas:

1. Interestructura: Calculando, con la métrica de Hilbert-Schmidt, las distancias en-
tre las K configuraciones, obtenemos informacién sobre las diferencias y semejanzas
entre ellas. Una representacién plana optima de las mismas sirve de ayuda a este
propoésito.

2. El Compromiso: Consiste en calcular una configuracién llamada compromiso que
es representativa de las K configuraciones y cuyo papel es definir un escenario para
la representacion de las trayectorias de los individuos y las variables.

3. Intraestructura: Es la etapa en la cual analizamos la trayectoria de un individuo
particular o una variable, a través de las K observaciones.

Para hacer posible el uso de este método es necesario desarrollar sus propiedades
matematicas utiles tanto para su implementacién computacional como para una adecuada
interpretacion del analisis de los datos. El contenido de este articulo estd orientado a la
satisfaccién de esta necesidad.

2. Statis: las mismas variables en los K instantes.

Se supone que estan dados K tripletes (Xx, M,Dy); k = 1,..., K donde Xj es la
matriz de datos ni X p generada a partir de la mediciéon de p variables cuantitativas sobre
ny individuos, en la ocasién k-ésima. En adelante se supondra que cada Xj es centrada
usando los pesos de la correspondiente matriz diagonal Dy,y que M es la métrica euclidea
en el espacio de los individuos ( RP). Considerando la matriz de varianza-covarianza

Vi = X};Dka representativa del triplete (X, M, Dy) e introduciendo la métrica de
Hilbert-Schmidt, se logra construir representaciones bidimensionales éptimas de los oper-
adores V.

2.1. Aproximacion 6ptima de matrices

En esta subseccién se presentan los resultados matemaéticos a partir de los cuales se
deduce la optimalidad de las imédgenes euclideas aproximadas que se construyen en Statis.
Hemos notado que normalmente las demostraciones matemaéticas de los resultados sobre
optimalidad que se incluyen en esta subseccién, dependen de un instrumental matematico
dificil de introducir en pocas lineas([4] y [5]). Sin embargo es posible una presentacion,
incluidas las pruebas matemadticas, breve y relativamente sencilla como la que se hace a
continuacion.
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Definicién: Sean (RP, M) y (R", N) espacios euclideos, el producto escalar de Hilbert
Schmidt se define como <X,Y>M7N = tir (XtNYM) para todas las matrices X,Y de
tamano n X p.

Teorema 1 Sea X de rango mayor o igual que q. Una solucion del problema
mz’n{HX —Y||?w x| rango de Y =p(Y) = q}
es XMHH! con H = [vy ... Vq), V1 ... vq vectores propios M — ortonormados de XINXM.

Prueba:
Es claro que expresando M = L{Ly y N = L.Ls se tiene
(XY )y = <L2XL§,L2YL§>IP,I,1 VX =Ylyn = |[L2X L] - L2YLtH1 I

Sean 1, ...,z, las filas de la matriz Lo X L}. Se sabe que

mm{HL2XL§ - L2YLt1HZJn| p(Y)= q} = ||L.X L} - L2XL§UUtH§pJn

n q
=3 llill® = > (Lo X LY LaX L,

k=1
conU = [ug ...ug],u1,...,uq vectores propios I, - ortonormados de Ly X* N X L} asociados
al > >N >0]7].
Sea u; = Lqvj, entonces se deduce que vy, . . ., v4 son vectores propios M - ortonormados

de X!*NX M asociados a \; > --- > Ag > 0.
Por otra parte, como L1 H = U entonces Lo X L!UU' = Lo XM HH'L! de donde

|LoX L} — LoXLUUY||, , =||X - XMHH!

s, 1, s

Corolario 1 1. mm{ux ~Y|3n oY) < q} - mm{ux YN | oY) = q}.

2. Sea M = N y X simétrica. Entonces mz’n{HX - YH?\/[,M | p(Y) = q} se alcanza

en XMHH! = ;1-:1 )\jvjv;- donde vy ...v, son vectores propios M - ortonormados
de XM asociados a Ay > --- > Ay > 0.

3. mm{HX _YH?\J,M [ p (V) = Q} = Z] q+1/\g conr =p(X).
Prueba:

1. SeaY derango q1 < qy x1,...,Z, las filas de Ly X L!; entonces

IX =Yl 2 min{1X =2l |0(2) = }
> i ||1L"z|| — i g (L l:tl) Ly X Liug
(

v

iy Nl = S wf (X L) LaX Ly
= min{|X = Z3x 1 0(2) =q}
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2. X'NXM = XMXM. Sean vy,...,v, vectores propios M - ortonormados de X M
asociados a Ay > --- > A\, > 0, luego también lo son de XM XM asociados a
AT > > A2 > 0. Porlo tanto XMHH" = HD\H' = Y 1_, \ju;v!

3. Se sabe que X = 7", Ajujv§ entonces X — XMHH' = ZJ q+1)\ wjvh. Ahora,

como <'Ui'U,t',Uj'U§->MM = §;; se deduce que || X — XMHHtH D g1 )\3

2.2. Interestructura
2.2.1. Construccién de una imagen euclidea

La métrica de Hilbert-Schmidt para el caso de los operadores V) se define y denota
por:

Vi, Vi) = traza (Vi MV, M)

Sea Il = diag (pr) i ;¢ la matriz diagonal de los pesos dados a los operadores {V1, ..., Vi }.
La imagen euclidea de los operadores V), con pesos II se obtiene diagonalizando la matriz

II- simétrica SII; donde S;; = (V;,Vj). Sean uy, ..., u, los vectores propios II— ortonorma-
dos, de STI, asociados a los valores propios Ay > --- > A > 0.
La matriz S se expresa como S = > ;_; )\lulul U:Ay (r) Ul donde U, = [ug, -+, ur] g o,

y
Ay (r) = diag(\r). Entonces S = (U, A /5 (r))(UrA 5 (r))" y las filas de la matriz U, A (7)
constituyen la imagen euclidea buscada, puesto que

<V17V]> 2] = Uzl\/7 \/7 u]l\/7 \/7

2.2.2. Representacion bidimensional de la interestructura

Las representaciones bidimensionales de los Vj en tanto que representantes de los
tripletes (X%, M, Dy), se hacen por medio de las filas de U, A Wi (r), tomando solamente
los dos primeros vectores propios. Esta, representacion es éptima:

|S —S(h)|| =min{||S— B| B es derango < h}

donde S(h) = 321, Nugul con h <.

La representacion bidimensional se obtiene dibujando en un sistema ortogonal, en el
plano, los puntos cuyas coordenadas son las filas de UsA X (2). La distancia entre dos
puntos 4; y A; ( filas i y j de UsA /5(2) ) es la que mejor aprozima la distancia del
producto escalar Hilbert-Schmidt entre V; y V; que en este caso se define como (A, B) =
tr (AtHBH) . Se tiene la siguiente aproximacién:

1A = A5 = 1417 + | 4511 = 2 A - A5 =2 VAP + IViIP = 2(Vi, V) = IV; = VP

El error en que se incurre por esta aproximacion es cuantificado por Y ;_4 )\2 En efecto:
2 2
|S —S(2 || = HZl 3 Nugul H =35 H/\lulufH = 2;23)\ puesto que <ulul,us > = Js.
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2.2.3. Interpretacion de la interestructura

Se desarrollan algunos resultados que ayudan a comprender el significado de las prox-
imidades entre los operadores V.

Relacién entre distancias y correlaciones: Si las tablas X} son centradas y reduci-
das, entonces Vi = R; es la matriz de correlaciones de las columnas de 1a2 tabla Xj. Es
claro que?, si M = I, |Ry||* = yay (b2 N? =30, 52 [eor (2%, 23)]" donde Ry (j)
es la fila j de Ry. En consecuencia

PP
; 2
d* (Ry, Ry) ZZ [cor (z},, z}) — cor (z},27)]" .

i=1 s=1

Observaciones:

1. De lo anterior se concluye que la proximidad entre puntos observada en el plano de
la interestructura se interpreta como estabilidad en la estructura de correlaciones
para las mediciones efectuadas en las ocasiones k y I.

2. Sien la férmula de d? (Ry, R;) sustituimos R; por aRy, tenemos:

d? (Ry,, aRy,) = (a2 —-1) |Re||? = a —-1) ZZ [cor (m%,azi)]z

i=1 s=1

Por lo tanto la comparacién entre dos puntos homotéticos (aRy = R;), depende de
la magnitud de las correlaciones y de o — 1.

3. En caso que las matrices Xj no sean reducidas, se tiene

p p
HVkH2 = Vi, Vi) = Z Z [cor (x%,:ni)f var (m%) var (x3,) -
i=1 s=1

Asi entonces, cuando hay estabilidad de las correlaciones entre dos ‘instantes’ k y [
(k <1) y las normas ||Vi|| y [|V/|| son muy diferentes, se ha producido un aumento o
una disminucién en las varianzas de las variables de un instante al otro. Dependiendo
de la naturaleza del problema analizado, puede ser interesante identificar los factores
responsables de dichas variaciones.

Otras propiedades Supongamos que V;M = V.M entonces :

1. Los ACP de los tripletes (X;, M, D;) y (X, M, D,), tienen los mismos vectores y
valores propios y, las componentes principales, en ambos casos, son combinaciones
lineales con los mismos pesos, de las mismas variables observadas en los instantes k
y [. Es decir, tienen la misma interpretacién.

28i M # I, se expresa M asi: M = L'L y el problema se reduce al presente caso, puesto que
Vi, V1>M M= <LVkLt LVZLt>I 1 (ver la prueba del teorema 1).
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2. Si las matrices X; son reducidas entonces las correlaciones de las variables con las
componentes son iguales en ambos casos.

Prueba:

1. Sea (C; la matriz cuyas columnas son las componentes principales D; - ortonor-
madas del ACP de (X;, M, D;), U la matriz cuyas columnas son los vectores propios
M —ortonormados de V;M y A la matriz diagonal de los valores propios correspon-

i - S . - 1 )
dientes. Se sabe que C} = XlMUA%. Entonces Cl7 = \/)\_leMuj ych = \//\_jXTMu]
son las componentes principales j - ésimas de los ACP’s de los tripletes (X;, M, D;)

y (X, M, D,) respectivamente.
2. Las correlaciones de las variables con las componentes son

XIDCy = X]DIXi\MUA 1+ = ViIMUA + =V,MUA .+ = X!D,C,.
VA v VX

Observacién: En el caso VM = oV, M, entonces Al)\ = aAY donde Al)\ es la
matriz diagonal de los valores propios del ACP del triplete (X;, M, D;). Ademsés,
las correlaciones de las variables definidas por X; con las componentes, son:

1 1

Va Vo

Por lo tanto hay proporcionalidad en la estructura de correlaciones.

X} D,C; = UN(VNXID,C, = UA (V) UN (V) X,D,C;.

3. El compromiso

Suponemos que las matrices X} son centradas y reducidas, por lo que las configura-
ciones a estudiar son las matrices de correlaciones.
Definiendo el compromiso como:

K

R=> BiR:

i=1

donde [ es vector propio de I1S asociado al mayor valor propio Ay, Zle B; =1con 3 >0
y || Ri|]| = 1,se prueba que R verifica las siguientes propiedades:

1. R es el objeto mas correlacionado con los R;, en el sentido que R es el que maximiza
el promedio del cuadrado de las correlaciones de R con los R;. Es decir, R maximiza
el cociente

S pi <Z§<:1 a;Rj, Rz‘>2

5 al variar o € RX
K
[ i
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2. Si X' = (X{,X%... X! )pxn conn = i np y Dg = diag(BjD;)nxn entonces
R = X'DgX. Ademss las variables definidas por las columnas de X son centradas y
reducidas respecto a Dg, por lo que podemos interpretar el compromiso como una
matriz de correlaciones.

l

3. corp, (z%,2}) = Eszl By corp, (x5, ) donde z°, 2! son las variables de la matriz

X (columnas s-ésima, l-ésima de X) y zf, xfk son las correspondientes variables

de la matriz X}, (columnas s-ésima y [-ésima de X}). Puede notarse que la Dg —
correlacién entre dos variables de X es el promedio de las Dy-correlaciones entre las
correspondientes variables de X.

4. Si todos los R; son iguales entonces 3; = p; para todo .

5. Sialgin R; es muy diferente a los demés ((R;, Rj) = 0 , para todo j # i), éste no
participa del compromiso (3; = 0).

6. Si elegimos todos los pesos de los R; iguales, esto es II = %I K , entonces los mayores
0Ok corresponden a los Rj que en promedio correlacionan més con el resto de los R; .

Podemos afirmar de estas propiedades que el compromiso rescata lo que es comtn a
las diferentes configuraciones y descarta las diferencias.

Prueba:

1. Desarrollando el numerador tenemos:

K K
Zpi<zaj3j,3i> sz Z (Rj, Ri))? =
Jj=1 Jj=1

i=1

sz Z Sij)? = ||Sallf = a!S(MSa) = (I1Sa, a) g

=1

Por otra parte, el denominador se escribe como:

K K K K
IR = <ZajRj,ZaiRz~> => Y aja;Si; = |laf%.
j=1

i=1 j=1i=1
Luego
i pi <Z§{:1 a;jRj, Rz’>2 _ (IISa, af),
IR|? o le?

es un cociente de Rayleigh, por lo que alcanza su méaximo cuando o = 3 es un vector
propio de ILS, asociado al mayor valor propio Aj[4]. Por el teorema de Frobenius [1],
el vector [ se puede elegir con todas sus entradas no negativas.
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2. Como las variables definidas por las matrices Xj son centradas y reducidas respecto
de Dy, = diag(dy;)pxp se tiene:

Ny
HmiHDk =lym = inzdm = 0 para cada k.
i=1

Luego se sigue que la varianza y la media de la variable z®definida por la columna s
de la matriz X son:

K N K N K
2 2 2
le 5, = 30D B @) dei = > By llwgln, =D B =1.
k=11i=1 k=1 i=1 k=1
K ng K N
T =D D Buiidii = 3Bk ) Fhadhs = 0
k=1 i=1 k=1 i=1
3. corp, (z!,2%) = 25:1 SOk Bk dy = Zszl Brcorp, (ak, z7).
4. Si R; = R, para todo i, j, entonces como ||R;|| = 1, entonces
pr ... D1
Sij =1 y IS = : .
Pk ... PK

Ademds como el rango de I1S es 1, 3* = (p1,...,pK) es un vector propio de ILS
asociado al valor propio A; = 1.

5. Si Ry es ortogonal con todos los deméas R; la matriz ILS tiene la t-ésima fila nula y el
vector propio 3 tiene su entrada 3; = 0 por lo que R; no forma parte del compromiso.

6. Como I1S3 = A3 y los pesos son iguales se tiene Il = %IK y % Zfil SkilBi = M Bk
Luego ﬁ Zfil cor(Ry R;) = Pk

4. Intraestructura

El estudio de la intraestructura involucra la representacion bidimensional de las trayec-
torias (por alusién al tiempo) de las variables y, eventualmente, de los individuos. Ello
permite explicar las desviaciones entre tablas de datos observadas en la interestructura,
por medio de las desviaciones individuales de las variables en las trayectorias.

Sea X4 = [VBi X! .. . VBxXk]y D = diag (Dy), ., - SiT eselrangode Xgy us, ..., uy
son los vectores propios M-ortonormados del ACP de (X, M, Dg), asociados a los valores
propios A\; > ... > A, > 0, entonces el compromiso es R = X'DgX = XéDXg y los
u; son vectores propios de RM. Se denotan con ci,...c¢,. las componentes principales
correspondientes, de este ACP.
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4.1. Representacién de las variables

Se consideran representaciones de las variables definidas por las columnas de la tabla X
(variables activas) y de las variables definidas por las columnas de las tablas X}, (variables
suplementarias).

4.1.1. Variables activas

Por definicién X*Dgc; = -~ RMus, luego

Vs

coord. (x?)" = 27) Dges = — R Muyg J) Mus.
@) = (@) Dper = —= Z

donde R es la fila j de la matriz R. Esta representacién corresponde a una imagen euclidea
optima de rango g < p, asociada a R.

4.1.2. Variables suplementarias

Se identifica la variable :13?C con la variable suplementaria (:fi)t = [0..,0($£)t0..,0]1xn,
cuya proyecciéon ortogonal sobre ¢, es:

Bk
Vs

coordcs(%i) = (Ei)tDﬁcS = (a:i)tDkaMus = &Rk () Mus
VAs
donde Ry (j) es la fila j de Ry.
Noétese que las coordenadas de las variables observadas en el periodo entero son iguales
al promedio de las coordenadas de las variables correspondientes a cada instante, salvo

por la constante K:

coord,, Z coord,, 3: k

4.2. Representacion de los individuos
La representacion de un individuo z; es la usual del ACP, es decir su coordenada en
: : N — b ,

el eje u; es: coordy, (z;) = z;Mus;.

T T

zi= Y (wiu)puy = (afMuy)u

j=1 7j=1

4.3. Relacién entre la interestructura y las trayectorias de las variables

Se trata de identificar las variables que explican las desviaciones observadas en la
interestructura. Por la propiedad 6. del compromiso deducida en la seccién 3., se sabe los
R mejor representados en el compromiso corresponden a los 8 aproximadamente iguales
y de mayor magnitud. Por lo tanto interesan fundamentalmente las cantidades || Ry, — Ry
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donde B y () son grandes y B =~ [3;. Sea M = I entonces ||Ox Ry — ﬁlRlH2 ~b| Ry — Rl||2
por lo que se establecerd una relacién entre || Ry, — R1H2 y las trayectorias de las variables.
Por definicion

p
1Rx — Rill* = 1Rk (4) — R (5)I
=1

Pero Ry (j) = >_0_; [Rk (j) up)u}, donde uy,...,up es una base I— ortonormada de
RP, luego,
) P P ) p T . N\ 2
| Rx — Ry[|” = Z (Ri () us — Ry (j) us)” ~ Z Z As (COOTdcs (fi) — coorde, (%{)) .
j=1s=1 j=1s=1

Se ve que mientras méas grande sea el desplazamiento de una variable j entre los
instantes k y [, mas aporta esta variable a la distancia entre Ry y R;.

5. Conclusion

Las relaciones matematicas obtenidas permiten dar interpretaciones estadisticas en
Statis Dual. Asi por ejemplo, las distancias observadas en el primer plano de la intere-
structura se pueden relacionar con las varianzas y correlaciones (seccién 2.2). En relacién
con el compromiso se logré deducir su significado estadistico, comprobandose que posee
las propiedades que debe tener todo buen “promedio” (seccién 3). Por otra parte, las
trayectorias de las variables se pueden relacionar con las distancias observadas entre los
operadores Ry (seccién 4.3). Esto facilita en los andlisis de datos, la deteccién de las vari-
ables que mas inciden en la magnitud de las distancias observadas en la representacién
bidimensional de la interestructura.

Finalmente, los resultados y féormulas deducidos en este articulo hacen posible una
posterior implementacién computacional del método, lo cual como se sabe, es indispensable
en la éptica del andlisis de datos. Un articulo en el cual se incluyen los algoritmos necesarios
y un ejemplo con resultados numéricos esta en proceso de preparacion.
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