REVISTA DE MATEMATICA: TEORfA Y APLICACIONES 4(1): 5-19 (1997)

INTERPRETACION GEOMETRICA DE ALGUNAS
VARIEDADES DE SCHUBERT

Juan F. EscaMiLLa! — MAYRA CASTILLO MONTES! — SAUL DUARTE BEzal

Resumen

En este articulo se dan interpretaciones geométricas de las variedades de Schubert
de los Grassmannianos G(2,4),G(3,5) y G(2,5), y algunas de sus interpretaciones en
la geometria enumerativa.

Abstract

In this article we give some geometrical interpretations of the Schubert-varieties
of the Grassmannians G(2,4),G(3,5) and G(2,5), and some of their applications to
enumerative geometry.

1 Introduccion

En este articulo se da una interpretacion geométrica de las variables de Schubert de tres
Grassmannianas complejas particulares: la G(2,4), la G(3,5) y la G(2,5), las cuales juegan
un papel muy importante en la geometria enumerativa, donde intervienen rectas y planos
de los espacios proyectivos de dimensiones 3 y 4 respectivamente.

En la primera parte damos una resena historica sobre el desarrollo del algebra y ge-
ometria que llevan al concepto de la Grassmanniana. En la segunda parte introducimos
el concepto de Grassmanniana y una descripcién somera de cémo resulta ésta una var-
iedad topoldgica, compacta y conexa y su inmersién como subvariedad proyectiva, en un
cierto espacio proyectivo, cuyas coordenadas homogéneas satisfacen las llamadas ecua-
ciones cuadraticas de Pliicker. En la tercera parte se describen las variedades de Schu-
bert, arriba indicadas, como las subvariedades de la Grassmanniana, que satisfacen ciertas
condiciones lineales, ademas de las ecuaciones de Pliicker correspondientes.

Finalmente se interpretan las variedades de Schubert, arriba indicadas, como ciertos
conjuntos de rectas y planos proyectivos que satisfacen ciertas condiciones y se da una
resena del desarrollo del llamado cdlculo de Schubert y sus aplicaciones en la resolucién a
problemas enumerativos.
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2 Resena Historica

En el siglo XIX se rompieron los cdnones clasicos del dlgebra, también a través del andlisis,
con criterio cada vez més abstracto de los conceptos fundamentales de la aritmética y del
algebra ordinarias, lo que dio como resultado la creacién de nuevos entes que pusieron
de manifiesto el cardcter basico de la llamada ”Ley de composicién ”; nocién que segin
Bourbaki, es de las mas primitivas de la matematica.

En el siglo XVIII, el auge del calculo infinitesimal y los sucesivoos fracasos al resolver
la ecuacién de quinto grado por radicales, detuvieron el progreso del algebra, pero en el
siglo XIX el algebra se dirige por distintos derroteros hacia lo que se considera hoy su
problema escencial: el estudio de las estructuras algebraicas por si mismas.

El primero de los nuevos entes es el vector, utilizado en la composiciéon de fuerzas y
de velocidades por los tratadistas de Mecédnica desde fines del siglo XVII, que no tuvo
repercusiones entre los matematicos. Es posible, en cambio, que a principios del siglo
XIX una especie de calculo geométrico fuera una necesidad entre los métodos puramente
sintéticos, por una parte, y los métodos analiticos vinculados a un sistema de coordenadas
arbitrariamente infringido al espacio.

Gauss utiliza implicitamente la suma vectorial en su representacién de los nimeros
complejos en el plano, en tanto que August Ferdinand Mobius (1790-1868) expone en
1827, un célculo baricéntrico con importantes aplicaciones geométricas, pero en el que las
coordenadas tienenn un sentido aritmético y no geométrico, y entre 1832 y 1837 Giusto
Bellavitis (1803-1880) desarrolla, con su método de las equipolencias, un conjunto de
operaciones con cantidades dirigidas, que equivale al célculo vectorial de hoy.

Mientras que por un lado los vectores y sus sucesores los tensores, con el auxilio
de los recursos del andlisis matemaético, encuentran importantes aplicaciones en diversos
campos de la fisica, por el otro, los vectores contribuyeron a la creacién de las nuevas
algebras. En ese sentido cabe senalar las obras de William Rowan Hamilton (1805-1865)
y de Grassmann. Hamilton se ocupé de vectores ( el nombre es invencién suya) y creé un
sistema de nimeros complejos de cuatro unidades que llamé “Quaternions” (cuaternios).
Mientras la obra de Hamilton se difundié con relativa rapidez, no ocurrié lo mismo con
la de Hermann Giinther Grassmann (1809-1877), hombre de ciencia original, teélogo y
lingiiista, que a los 53 anos desenganado por el escaso éxito de sus trabajos matematicos,
se dedicé al estudio del sanscrito. Su obra matematica importante es de 1844 y se conoce
con el titulo abreviado Ausdehnungslehre (Teoria de la Extensién), aunque en su titulo
completo se refiere a “Una nueva disciplina matemadtica expuesta y aclarada mediante
aplicaciones”. El trabajo de 1844 se refiere a la parte “lineal” de la teoria y en anos
posteriores publicé ampliaciones de la misma, pero la manera algo inucitada y en exceso
“filoséfica” para los matematicos de la época, hizo que esta obra pasara inadvertida. Sélo
mas tarde, ya muerto el autor, se reconocié tanto la amplia generalidad, como la total
abstraccion de este célculo algebraico-geométrico en un espacio de n dimensiones, con
importantes aplicaciones, y donde aparecen conceptos bésicos del calculo vectorial, como
producto interno, producto externo, etc.

La obra de Grassmann fue una critica piedra miliar en esa época de cambio en las ideas;
era descrita por su autor en los siguientes términos: “Mi Ausdehnungslehre es la funda-
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mentacion abstracta de la teoria del espacio, y es una disciplina puramente matematica,
cuya aplicacion al espacio da de si la ciencia del espacio. Esta tultima ciencia, puesto que
se refiere a algo dado en la naturaleza (o sea, al espacio) no es una rama de la matematica,
sino una aplicaciéon de la matematica a la naturaleza.”

Como ya se dijo, la contribuciéon de Grassmann pasé inadvertida hasta su aplicacién
en 1915, en la Teoria General de la Relatividad y sélo hasta fecha muy reciente, su trabajo
se ha apreciado plenamente.

Es a Sylvester a quien se deben las matrices y fue Cayley, quien desarrolld, en 1858,
con el célculo de las matrices (el nombre es de él), una nueva algebra. Con el desarrollo de
la geometria, el estudio de configuraciones geométricas, como elementos de cierto espacio,
conduce a identificar curvas algebraicas planas de orden n con ecuaciones homogéneas de
grado n; asi, un primer desarrollo imporante es la geometria de rectas, debida en forma
independiente a Pliiker y a Cayley.

De manera que dada una recta en P? o en forma equivalente, un plano en C* de
coordenadas homogéneas, ellos le asocian 6 determinantes de orden 2 de la matriz A de la

forma
g T1 T2 X
A= 0 1 T2 23
Yo Y1 Y2 Y3
y muestran que esos seis determinantes estan relacionados por medio de la ecuacién

Po1Po3 + Poo P31 + Poz P12 = 0,

la cual se conoce con el nombre de Ecuacién de Pliiker; e inversamente si 6 niimeros, no
todos cero, satisfacen dicha ecuacién, esos 6 niimeros determinan una recta en P3. Esto nos
dice que el conjunto de todas las rectas puede ser visto como una subvariedad proyectiva
de grado dos del espacio proyectivo P?. Luego se generalizé no solamente a rectas, sino
también a subespacios k-dimensionales de un n-espacio vectorial, k& < n. O de forma
equivalente de (k — 1) espacios proyectivos del espacio proyectivo P*~!, dando origen a las
variedades Grassmannianas.
Los k menores de la matriz

Vi1 Vin

Vg1 -+ VUkn

no son otra cosa mds que las componentes del vector v A ... A vi en el espacio AFV
introducidas por Grassmann; de ahi el nombre de Grassmanniana.

3 La Grassmanniana G(k,V)

Sea V un espacio vectorial complejo de dimensién n. La Grassmanniana G(k,V') se define
como el conjunto de sub-espacios vectoriales de dimension k de V. Si V' = C", entonces se
escribe G(k,n) en lugar de G(k,C™). Todo elemento de G(k,n) se puede representar por
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medio de una matriz A € A(k,n), donde A(k,n) es el subespacio de las matrices k x n,
de rango k, de la forma:
vl ot Vln
A=

Ukl - Ukn

Dos matrices A y A’ representan el mismo elemento de G(k,n) si y sélo si A = gA’,
para algin g € GLg, donde GLj, es el grupo de las matrices k x k invertibles.

Entonces G(k,n) es el espacio de 6rbitas de la accién, por la izquierda, del grupo G Ly
sobre A(k,n).

Consideremos ahora cualquier multi-indice: I = {iy,...,it} C {1,...,n} de la cardinal-
idad k, Ur := {A € G(k,n) | ANV}, = {0}} donde Vi, es el espacio complementario de
Vi = (€iy, ..., €, ), entonces tenemos que A € Uj si y s6lo si A estd representado por una
séla matriz A, k x n, de rango k, tal que la submatriz A’, formada por las columnas
i1, ..., 1%, €s invertible, o equivalentemente, si A puede ser representado de forma tinica por
una matriz B con submatriz

1 .- 0
Bi=|: -
0 --- 1
A esta representacion la llamaremos la representacion normalizada de A.
Se tiene que

G(k,n) dotada, como espacio de drbitas, de la topologia cociente respectiva, es una var-
iedad topoldégica de dimensién compleja k(n — k), compacta y conexa, donde
U ~ (Ck(n—k)

Mediante la inmersién de Pliicker

(O
P: G(k,n) — P(AFC?) :]p( k )

definida por P(A) := vy A ... A vk, donde A es el subespacio generado por los vectores
linealmente independientes v, ..., vy, la Grassmanniana G(k,n) se puede ver como una

subvariedad proyectiva del espacio proyectivo complejo de dimensién N = Z ) -1,

cuyas coordenadas homogéneas satisfacen un sistema homogéneo de ecuaciones de segundo
grado con coeficientes reales, llamadas las ecuaciones de Pliicker de G(k,n).
Asi, la G(2,4) es una hipersuperficie cuadratica de P?, dada por la ecuacién cuadrética:

A23A14 — A13A24 + Ai2A34 =0 (1)
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En forma similar, para el caso de la Grassmanniana G(3,5), se obtienen las ecuaciones:

A125A134 — A135A124 + A123 a5 =
A125A234 — A23sA124 + A2asA123 =
A135A234 — A245A134 + AzasA124 =
A145A234 — A245A134 — AsasA124 =
A134A235 — A23aA135 — Asas A2z =

o O O O o O

A145A235 — A2a5A135 + AgasA125 =

Por lo tanto, G(3,5) es una variedad cuadrética de P?, de dimensién 6.
Finalmente es de observar que cada punto x de la Grassmanniana G(k,n) posee una

o
vecindad U, ~ CF("=*) donde cada una de las ¢ es continuamente diferenciable, por
consiguiente, G(k,n) posee la estructura de una variedad diferenciable, incluso analitica
y la inmersién de Pliicker es holomorfa [6].

4 Variedades de Schubert

Consideremos la bandera de subespacios vectoriales:

ichc...cV,

donde Vj es el subespacio generado por los vectores ey, ..., e;.
Dada una sucesion de nuiimeros enteros aq, . .., ag, se define el conjunto
Wal...ak = {A S G(k‘,n) ‘ dlm(A N Vn—k—l—i—ai) =1 y dlm(A N Vn—k—l—i—ai—l) =17— 1}
Si Wy, .q, # 0 entonces ay, ..., a; debe ser una sucesién no creciente de enteros posi-

tivos, menores o iguales que (n — k).
Ejemplo:
Para la Grassmanniana G(2,4), k = 2,n = 4,i = 1,2 y a1 € {0,1,2}, de manera que
pueden definirse los siguientes conjuntos: Wyg, W1g, Wag, War, W1, Wao.
Si A € Wy, entonces
dim(ANV3) =1,dim(ANVy) =0,dim(ANV,) = 2.
Si A € Wyg, entonces
dim(ANVz) =1,dim(ANV;) =0,dim(ANVy) =2,dim(ANVs) = 1.
Si A € Wq1, entonces
dim(ANVs2) =1,dim(ANV;) =0,dim(ANV3) =2=AC V5,A# V5.

Si A € Wy, entonces

dim(A NV;) = 1,dim(A NV;) = 2,dim(A N V3) = 3.
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Si A € Wy ,entonces
dim(ANV) =1,dim(ANVW,) =1,dim(ANV3) =2= A C V5,A £ V5.
Si A € Wy ,entonces
dim(ANVy) =1,dim(ANVy) =2.
La clausura de la celda W,,...,, viene dada por el conjunto que se define como
Oayoay, = {A € G(k,n) | dIm(A N V_ptiog;) > i} .

El conjunto oy, ...q, es una subvariedad cerrada de G(k,n) y se llama 2 Variedad de
Schubert correspondiente a a = (aq, ..., ax), de codimensién Zle a; en G(k,n).

La condicién para que un A € G(k, n) esté en uno de los subconjuntos cerrados og, ...q, ,
se traduce en que sus coordenadas satisfacen, ademds de las ecuaciones de Grassmann,
un sistema de ecuaciones lineales homogeneas: por lo tanto og,...q, €s una subvariedad
proyectiva de G(k,n).

Por otra parte, la aplicacion de Pliicker mapea los ciclos de Schubert de la forma

010..0={A € G(k,n) | dim(ANV,,_x) > 1}

n
—1
en secciones hiperplanas de P (G(n,k)) C ]P’< K > .

Ejemplos:

En los siguientes ejemplos, dado {i1,...,ix} C {1,...,n}, denotaremos por A;,...;, el de-
terminante del menor k X k formado por las columnas i1, ..., 7; de la matriz que representa
a A.

1. Para G(2,4) las ecuaciones lineales homogéneas que satisface cada variedad de Schu-
bert, ademds de satisfacer la ecuacion de Pliicker

A122A34 — A13A24 + A1gde3 = 0. (2)
son las siguientes:

e Codimensioén 1: oy
Por lo tanto, A € o1¢ es equivalente a que A satisface la ecuacién 2 y ademéds
Agq = 0.

e Codimensién 2: 011,099
a) 011

A € 011 es equivalente a que A satisface la ecuacién 2 y ademas

Aa = 0,224 = 0,A34 = 0.
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b) J20
A € 09 es equivalente a que A satisface la ecuacién 2 y ademas

A2z =0, 4 = 0,34 = 0.

e Codimension 3: o9
A € 091 es equivalente a que A satisface la ecuacién 2 y ademaés

Mg = 0,24 = 0,234 = 0, A23 = 0.

2. Para G(3,5), las ecuaciones lineales homogéneas que satisface cada variedad de Schu-
bert, ademds de satisfacer las ecuaciones cuadraticas de Pliicker:

A125A134 — A135A124 + A123Aias = 0
A125A234 — A235A124 + A123A245 =
A135A234 — Aog5A134 + A124A345 =
A145A234 — A2g5A134 — AM124A345 =
A235A134 — A135A234 — A\123A345 =
A145A235 — A2g5A135 + A125A345 =

o O O o O
—~
w
N~—

son las siguientes:

e Codimension 1: o199 A € 0119 es equivalente a que A satisface las ecuaciones
de Pliicker 3 y ademas:

Agg5 = 0.
e Codimension 2: o119, 0200

a) o110
A € o110 es equivalente a que A satisface las ecuaciones de Pliicker 3 y
ademas:

Az45 = 0, A145 = 0, Agg5 = 0.

b) o200
A € o099y es equivalente a que A satisface las ecuaciones de Pliicker 3 y
ademas:

A234 = 0, X235 = 0, Aag5 = 0y A3y5 = 0.

e Codimension 3: o111, 0210

a) o111
A € 0111 es equivalente a que A satisface las ecuaciones de Pliicker 3 y
ademas:
Az45 = 0, A145 = 0, Aog5 = 0, A135 = 0, Ad125 = 0, y Aaz5 = 0.
b) o210
A € 0919 es equivalente a que A satisface las ecuaciones de Pliicker 3 y
ademas:

Agzq = 0, X235 = 0, Aoas = 0, Azs5 = 0, Ay45 = 0.
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e Codimension 4: o999, 0211

a) 0220
A € o999 es equivalente a que A satisface las ecuaciones de Pliicker 3 y
ademads:

A23a = 0, X235 = 0, Ad2a5 = 0, A345 = 0, A5 = 0, A135 = 0, A134 = 0.
b) o221

A € 0991 es equivalente a que A satisface las ecuaciones de Pliicker 3 y
ademads:

A235 = 0, A245 = 0, A1a5 = 0, Aga5 = 0, Aazg = 0, Aj25 = 0, M35 = 0.

e Codimensiéon 5: o991
A € 0991 es equivalente a que A satisface las ecuaciones de Pliicker 3 y ademsés:

At2s = 0, 134 = 0, A135 = 0, Aa5 = 0, Aazg = 0, Aaz5 = 0, Aag5 = 0, Azg5 = 0.

5 Intrepretacion geométrica de algunas variedades de Schu-
bert

1. Para G(2,4), se describen cuatro variedades de Schubert de codimensiones 1, 2 y 3;
ademds, se interpretan considerando a G(2,4) como el conjunto de rectas de P3.

Las variedades de Schubert en G(2,4) son: 019,011,020 ¥ 021.

e Codimension 1: o1
Si A € o19,entonces

dim(ANV2) > 1,dim(ANVy) > 2.

De manera que, considerando una recta fija ¢y en P2, 019 es el conjunto de
rectas £ en P2, que intersecan £:

0'10(60): {KE]PB’@H&)#@}

e Codimension 2: 011 y 099.
a) Si A € 011, entonces

dim(ANVa) > 1,dim(ANV3) > 2= A C Vi

De modo que, dado el 2-plano hy C P3, 011 es el conjunto de las rectas ¢
en P3, que estdn contenidas en hy:

Ull(hO) = {€ S P3 ’ {C h()} .
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b) Si A € o9, entonces
dim(ANVy) > 1=V, C A, dim(ANVy) > 2.

De manera que, considerando un punto fijo pg en P23, 599 es el conjunto de
las rectas £ en P2, que pasan por py:

oa0(po) = {£ € P | py € £} .

e Codimension 3: o091
Si A € 091, entonces

dim(ANVi) > 1=V, C A, dim(ANV3) >2= A C Vi

Asf que, dados un punto fijo pg y un 2-plano hg C P?, o9 es el conjunto de las
rectas ¢ de P2, contenidas en el 2-plano hg que pasan por el punto py:

o21(po, ho) = {l € P3| poelC hy}.

2. Para G(3,5) se describen ocho variedades de Schubert de codimensiones 1, 2, 3, 4 y
5; ademas se interpretan considerando a G(3,5) como el conjunto de 2-planos P*.

Las variedades de Schubert para G(3,5) son: 0100, 0110, 0111, 0200, 0210, 0211, 0220, 0221 -

e Codimension 1: o1
Si A € o199, entonces

dim(ANVz) > 1,dim(ANVy) > 2, dim(ANV;) > 3.
Asi que, considerando una recta fija £y contenida en el 3-plano hg, o199 es el
conjunto de 2-planos h de P*, que intersecan .

e Codimension 2: o119, 0200

a) Si A € o110, entonces
dim(ANV2) > 1,dim(ANV3) > 2,dim(A N V5) > 3.

De modo que, dada una recta fija £y contenida en 2-plano hg fijo, o119 es
el conjunto de 2-planos h de P4, que intersecan el 2-plano hg en una recta,
la cual interseca a £y 6 h = hy.

b) Si A € o999, entonces
dlm(A N Vl) >1= Vi CA, dlm(A N V4) > 2,dim(A N V5) > 3.

De manera que, considerando un punto fijo pg, o909 es el conjunto de
2-planos h de P?, tales que pg € h.

e Codimension 3: o111, 0210
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a) Si A € 0111, entonces
dim(ANVe) > 1,dim(ANV3) >2,dim(ANVy) >3=ACV,.

De modo que, dado un 3-plano kg fijo, 0111 es el conjunto de 2-planos h de
P* contenidos en el 3-plano k.

b) Si A € 0919, entonces
dim(ANV) >1=V; C A,dim(ANV3) > 2 dim(ANV;s) > 3.

Asi que, considerando un punto fijo pg que pertenece al 2-plano hg, o919 es
el conjunto de 2-planos h de P*, que intersecan el 2-plano hg en una recta
que pasa por el punto pg 6 h = hy.

e Codimension 4: 0999, 0211

a) Si A € o999, entonces
dm(ANWV) >1=V, C A,dim(ANVy) >2= 1V, C A,dim(ANV;) > 3.

De manera que, dada una recta fija £y, o999 es el conjunto de 2-planos h
de P* que contienen a la recta .

b) Si A € 0911 entonces
dim(ANVy) >1=V; C A, dim(ANV3) >2.dim(ANV;) >3=ACV,.

De modo que, considerando un punto fijo pg que pertenece a un 3-plano
ko fijo, o211 es el conjunto de 2-planos h de P* que estan contenidos en el
3-plano kg y po € h.

e Codimension 5: o991
Si A € 0991 entonces

dim(ANV;) > 1= Vi C A, dim(ANVR) > 2 = V3 C A, dim(ANVy) >3 = A C Vi

Asi que, dada la recta £y contenida en un 3-plano kg fijos, 0991 es el conjunto
de 2-planos h de P* contenidos en el 3-plano kg y que contienen a la recta 4.

3. Para G(2,5), se describen ocho variedades de Schubert de codimensiones 1, 2, 3,4 y
5; ademads, se interpretan dichas variedades considerando a G(2,5) como el conjunto
de rectas en P*.

Las variedades de Schubert para G(2,5) son: 019,011,020, 021,022,030, 031, 032.

e Codimension 1: o719
Si A € 019 entonces

dim(ANV3) > 1,dim(ANVs) > 2.

Dado un 2-plano hg de P*, o1 es el conjunto de rectas ¢ de P* que intersecan
el 2-plano hg.
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e Codimension 2: 011, 09

a) Si A € 011 entonces
dim(ANV3) > 1,dim(ANVy) >2= A CVj.

Dado un 3-plano kg, 11 es el conjunto de rectas ¢ de P* contenidas en el
3-plano k.
b) Si A € g9 entonces

dim(ANV2) > 1,dim(ANV;) > 2.

Dada una recta fija £y, oo es el conjunto de rectas ¢ de P* que intersecan
a la recta £g.
e Codimensién 3: 091,030

a) Si A € 091 entonces
dlm(A NVy) >1, dlm(A NVy) > 2.

Dada una recta fija fg contenida en un 3-plano kg, o2 es el conjunto de
rectas ¢ de P* contenidas en el 3-plano kg, que intersecan a la recta fija £p.

b) Si A € o3p entonces
dlm(A N Vl) >1=V C A,dim(A N V5) >2

Dado un punto fijo py en P, 039 es el conjunto de rectas £ de P* que pasan
por el punto pg.

e Codimension 4: 099,031

a) Si A € 099 entonces
dim(ANVy) > 1,dim(ANVs) >2= A C V.

Dado un 2-plano hg, 9o es el conjunto de rectas ¢ de P* contenidas en el
2-plano hy.
b) Si A € 031 entonces

dim(AﬂVl) >1=V CA,dim(AﬂV4) >2=ACV,.

Dado un punto fijo de pg de un 3-plano kg, oo es el conjunto de rectas £
de P* contenidas en el 3-plano kg, que pasan por el punto p.
e Codimensién 5: 039
Si A € o 39 entonces

dim(ANWV)>1=V, C A,dim(ANV3) >2= A C V.

Dado un punto fijo de pg de un 2-plano hg, 32 es el conjunto de rectas ¢ de P*
contenidas en el 2-plano hg, que pasan por el punto pg.
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6 Calculo de Schubert y geometria enumerativa

Las variedades de Schubert constituyen la base del llamado Célculo de Schubert.

El calculo de Schubert fue interpretado y rigurosamente justificado por primera vez
por Van der Waerden (1,929), a partir del cédlculo de clases cohomolégicas algebraicas
desarrollado por Lefschetz.

Fue posible realizar el tratamiento algebraico de los fundamentos del calculo de Schu-
bert, gracias a los esfuerzos independientes de muchos matemaéticos, quienes contribuyeron
en la construccién de anillos de intersecciones algebraicas para reemplazar los anillos de
cohomologias topoldgicas.

El método clasico de obtener ciertos ntimeros semejantes al nimero

(112!--- k!R!)
(n—Fk)!---n!

de k-subespacios vectoriales de un n espacio vectorial, kK < n, que intersecan
h = (k4 1)(n — k)(n — k — 1)-subespacios generales, es debido primeramente a Schu-
bert (1866) y fue reivindicado topoldgicamente por Ehresmann (1934) y algebrdicamente
por Hodge (1941-1942) por medio de una determinacién explicita de los anillos de coho-
mologia y, respectivamente, por la construcciéon de un anillo equivalente de intersecciones
algebraicas sobre la Grassmanniana.

Schubert, en su libro (1879), obtiene nimeros espectaculares de cuya validez ain no
se tiene garantia.

La Geometria Enumerativa es la parte de la geometria que se interesa en saber
cuantos entes geométricos, como k-planos, cénicas, etc., estdn involucrados en un cierto
problema geométrico. Por ejemplo, cudntas rectas intersecan un cierto nimero de rectas
o planos dados.

Los problemas de la geometria enumerativa reciben el nombre de Problemas Enumer-
ativos. Tedricamente, un problema enumerativo puede resolverse siempre con ecuaciones
esenciales, suponiendo que el problema puede describirse por medio de n ecuaciones ho-
mogéneas en n+ 1 incégnitas homogéneas. Eliminando incégnitas, se obtiene una ecuacién
homogénea singular en dos incégnitas homogéneas cuyas raices se corresponden a las raices
del sistema original. Asi, el nimero de soluciones, contada con sus multiplicidades, si es
finita, es igual al grado de la ecuacién singular; y dicho grado es igual al producto de los
grados de las n ecuaciones originales.

De modo que el nimero ponderado de soluciones se mantiene constante cuando los
parametros del problema son variables.

Hay que aclarar que la mayoria de los problemas enumerativos no pueden describirse
de manera simple.

Un problema enumerativo clasico es el de encontrar el nimero de lineas que intersecan
4 lineas dadas en el 3-espacio proyectivo. Schubert resolvié este problema en su libro,
recurriendo al Principio de Conservacién del Ntumero.

En general, los k-planos en el espacio son parametrizados por la variedad de Grass-

mann, la cual se sitia en el N-espacio proyectivo con N= " > —1,por medio de la llamada

k
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Inmersién de Pliicker.

Un k-plano es representado por un punto, cuyas coordenadas se llaman Coordenadas
de Pliicker, las cuales no son arbitrarias sino que satisfacen ciertas relacciones cuadraticas
descubiertas por Grassmann en 1844. Inversamente, si las relaciones cuadraticas son
satisfechas por las coordenadas de un punto particular del N-espacio proyectivo, entonces
el punto representa a un elemento de G(k,n).

En el caso de los planos en el 4-espacio, o en forma equivalente, de rectas en el 3-espacio
proyectivo, sélo una relacién cuadratica es esencial. Asi, G(2,4) es una hipersuperficie
cuadratica en el 5-espacio proyectivo.

Schubert en su libro, expresa la condicién de que una linea interseca a otra linea; pero
alli el se preocupaba sélo por geometria en el 3-espacio proyectivo. Posteriomente (1866),
en una serie de articulos, el extendié su notacién y técnica para trabajar k-subespacios.

Empezando con una bandera o sucesién encajada de espacios vectoriales

él introdujo las condiciones que vimos en el capitulo anterior, conocidas como Condi-
ciones de Schubert.

El calculo simbdlico de Schubert se desarrollé y enriquecié con muchos ejemplos, de-
mostrando un gran potencial: en la practica, por su aplicacién en problemas enumerativos
donde los métodos elementales fallaban, en la teoria, por su efecto unificador en el primer
tratamiento sistematico de la geometria enumerativa.

El calculo de Schubert se fundamenta en la idea de representar una condicién geométrica
sobre una figura, por un simbolo algebraico. Si los simbolos algebraicos Y, Z, represen-
tan condiciones independientes, entonces por definicién, el producto Y Z representa la
condicién que ambos satisfacen; y la suma Y + Z representa la condicién que uno u otro
satisfacen. Las operaciones de adicién y multipicacion satisfacen las leyes de conmuta-
tividad, asociatividad y distributividad, dotando al conjunto de dichos simbolos en una
estructura de anillo. La ecuacién Y = Z significa que las dos condiciones son la misma
para propositos enumerativos.

La interpretacion geométrica del calculo empieza con la variedad parametrizante de las
figuras de un problema enumerativo. Una condicién en las figuras define un subconjunto
de la variedad parametrizante, llamémoslo el subconjunto de puntos que representan las
figuras que satisfacen la condicién impuesta. El subconjunto es aceptable, pues condiciones
aceptables son descritas por condiciones algebraicas.

Los fundamentos del calculo de Scubert fueron trabajados primeramente por Van
der Waerden, basado en la teorfa de interseccién topoldgica (simplicial) desarrollada por
Lefchetz (1924), a partir de algunas ideas de Poincaré y Kronecker.

En la teoria de interseccién topoldgica, a cada subconjunto algebraico de la variedad
parametrizante se le asigna una clase cohomoldgica. Variando continuamente el subcon-
junto, se produce otro subconjunto de la misma clase cohomoldgica; en otras palabras, los
dos subconjuntos son homolégicamente equivalentes.

Si dos subconjuntos algebraicos estan en posicién general, entonces su interseccién se
asigna al producto de sus clases cohomolégicas y su unién es asignada a la suma.
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Por lo tanto, si subconjuntos algebraicos distintos, en posicion general, se intersecan
en un numero finito de puntos, éste niimero se conserva cuando se varian los parametros
de los subconjuntos.

Ahora bien, si los subconjuntos se definen por las condiciones de un problema enumer-
ativo, se sigue que el nimero de figuras reunidas por las condiciones, se conserva cuando
los pardametros del problema son variados continuamente (los niimeros geométricos se con-
sideran validos sélo si son finitos).

Un tratamiento completamente algebraico de los fundamentos del cédlculo, fue posible
gracias al trabajo de muchos mateméticos, entre los cuales se encuentran: Severi, Van der
Waerden, Chow, Chevalley, Zariski, Weil, Hodge, Grébner, Samuel, Matsusaka, Shimura,
Grothendieck, Serre, Washnitzer, Lubkin, Artin, Kleiman, Jussilla, Deligne, Berthelot,
Illsie, Gersten, Quiller, Bloch, Ogus y Fulton.

Un teorema que tiene un considerable valor practico en problemas en los que las fig-
uras son espacios lineales, detalla la estructura aditiva y la estructura dual del anillo co-
homolégico de la variedad de Grassmann. Este teorema, conocido como Teorema Base,
afirma que los ciclos de Schubert, esto es, las clases de cohomologia de las variedades de
Schubert, forman una base aditiva del anillo integral de cohomologia y la base es auto-dual.
Ademaés es un anillo libre de torcién [6].

El Teorema Base es esencialmente la solucién de Schubert (1866) al problema de carac-
teristicas para espacios lineales. Este teorema fue demostrado rigurosamente por primera
vez por Ehresmann (1934). El observé que las variedades de Schubert proporcionan una
descomposicion celular de la variedad de Grassmann y derivé la estructura aditiva del
anillo de cohomologia.

Informacién acerca de la estructura multiplicativa del anillo de cohomologia de la
variedad de Grassmann puede ser 1util para iniciar muchas investigaciones.

Dos férmulas desarrolladas son particularmente importantes, ambas implican ciertos
ciclos especiales de Schubert.

Dados dos ciclos de Schubert complementarios oy, ...q; , 0, .4, , St producto de Schubert
estd dado por #(o, - 0p) = a;‘;_’?_;i’w-"’""“"’l, donde a := (ay,...,ag),b = (by,...,bg).
Este producto depende sélo de la clase de cohomologia de los ciclos y se suele denotar por:
[0a] - [ob], donde los corchetes denotan las clases respectivas. Este producto es distinto de
cero, si existen representantes de o, y oy, respectivamente, que se intersecan.

La primera férmula se conoce actualmente como férmula de Pierri y expresa el
producto de un ciclo de Schubert arbitrario con un ciclo de Schubert especial. La segunda
férmula, conocida actualmente como férmula de Giambelli o férmula Determinantal,
expresa un ciclo de Schubert arbitrario como un deternimante de los ciclos de Schubert
especiales.

La férmula de Pierri puede usarse para encontrar el nimero

112! .- klh!
(n—Fk)!---n!
de k planos en el n-espacio que intersecan h = (k + 1)(n — k)(n — k — 1)-planos generales;

dicho numero es igual al grado de variedades de Schubert definida por una relacién lineal en
las coordenadas de Pliicker, en adicién a las relaciones cuadréticas definidas en la variedad
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de Grassmann G(k,n). Més generalmente, la férmula de Pierri puede usarse para encotrar
el nimero

con i = »_(a; — j), de k-planos en el n-espacio que satisfacen una condicién de Schubert
y que tienen como dimensién los nimeros a;, los cuales intersecan i(n — k — 1)-planos
generales ; el nimero es igual al grado del producto (ag,...,ar)oq, €l cual es también el
grado de la variedad de Schubert og;...q, -

La féormula de Giambelli, en conjuncién con el Teorema Base, implica que toda clase
cohomoldgica es igual a una combinacién lineal de productos de los ciclos de Schubert
especiales; en otras palabras, los ciclos de Schubert especiales forman la base de una
Z-4lgebra.

A continuacién, se muestra, con algunos ejemplos, cémo pueden usarse las férmulas de
Pierri y Giambelli en la resolucién de problemas enumerativos.

Ejemplos:

1. Dadas cuatro lineas de P3, 41, ¢5, (3, {4, en posicién general, el problema consiste en
determinar cuantas lineas intersecan a las cuatro lineas dadas.

Sabemos que el conjunto de lineas de P? es la Grassmanniana de G(2,4) y, en el
primero de los ejemplos de la seccién anterior, vimos que para una bandera proyectiva
fija p € £ C h que consiste en de un punto, una linea y un hiperplano de P3 las
variedades de Schubert son:

ow(ly) = {LeP? Nty #0}
) = {teP’|pet}
on(th) = {£eP?|¢cCh}
) = {teP’|perch}

Podemos ver que el conjunto de lineas que intersecan una linea ¢; dada, es justamente
o10(¢;); asi que la respuesta al problema viene dada por: cuatro veces el producto
de o019 consigo misma, es decir [010]4. Aplicando las férmulas de Pierri y Giambelli,
se obtiene que: [o1o]* = 2.

Por lo tanto, la respuesta al problema es: dos lineas intersecan a cuatro lineas dadas
de P? que estén en posicién general.

2. Dados seis 2-planos h de P* en posicién general, el problema consiste en determinar
cuantas lineas intersecan a los seis 2-planos.

Sabemos que el conjunto de rectas de P es la Grassmanniana G(2, 5) y, en un ejemplo
de la seccién anterior, vimos que para una bandera proyectiva fija p € £ C h C k,
que consiste de un punto, una linea, un 2-plano y un 3-plano del P*, la variedad de
Schubert de codimensién uno y denotada por o9, se describié como el conjunto de
rectas de P* que intersecan a un 2-plano h dado.
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De manera que la solucién al problema estd dada por: seis veces el producto de oyg
consigo misma, es decir [010]%, en G(2,5).

Aplicando las férmulas de Pierri y Giambelli, se obtiene que: [010]6 = 5. Por lo
tanto, se obtiene como respuesta al problema que: 5 lineas intersecan seis 2-planos
dados del P* que estan en posicién general.
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