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240 0. ACUNA

Resumen

Probamos que todo objeto k-finito en un topos booleano con el
objeto de los niimeros naturales es internamente el cociente de algin
cardinal finito.
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Abstract

We prove that every k-finite object in a boolean topos with nat-
ural number object is internally the quotient of a natural number
object.

Keywords: Topoi, K-finite objects, natural numbers.

Mathematics Subject Classification: 03G30, 18B25.

1 Introduccion

Sea X € |E|, con E un topos elemental con el objeto de los nimeros
naturales 1 > N 3 N, entonces

M(X) = {R € QVN*X/R es funcional A 3,en(domR[n])} X, QNXNxX

donde ix es la inclusién que define a M(X) y la | [n] = {(a,b) €
N x N/a+b+1=n}, “R es funcional” se debe entender por:

v,y v (R(z,y) = R(z,y') =y =1v).

Sigue inmediatamente de la definicién de M (X) que la fecha
domo ix : M(X) — QXXX __, XN

donde dom es la fecha dominio, se factoriza a través de [—] : N — QNXN
y por lo tanto existe una unica fecha [ : M(X) — N tal que

M X) X ONXNxX

| Jaom

QNXNXX
[]

commuta.

Definimos * : M(X) x M(X) — QWX como: = Ry x Ry =
{(a,b,x) € Nx N x X/ElkleN((a, ki,x) € RiV (k1,b,x) € Ry)) Na+b+1=
U(R1) + U(R2)}-
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OBJETOS K—FINITOS EN UN TOPOS BOOLEANO 241

2 Resultados

Proposiciéon 1 Si Ry, Ry son variables de tipo M (X) entonces
i) | dom (Rix Re) = [I(R1) +1(R2)] y
ii) = Ry x Ro es funcional.

En particular x se factoriza a través de M(X).

PRUEBA: i)}= (a,b) € dom(Ry * Re) = a,b € NAa+b+1=1(Ry)+1(Rs)
= (a,b) € [[(R1) +I(R2)]. Por lo tanto = dom(Ry *x Re) C [I(R1) + (R2)].

Tenemos también que:
= (a,b) € [l(R1) + (R2)]
=d,(1+at+ki=U(R)NI(R2) +k1=b)VIp,(1+ka+b=1(Re) Na =
ko +1(R1))
= T, ((a, k1) € dom(Ry) NI(R2) + k1 = b) V Jg, ((k2,b) € dom(R2) N a =
ko +1(R1))
= Elmflkl((a, k‘l,l‘) € R A Z(RQ) + k= b) V Hxakz((k‘Q, b,l‘) € Ry A l(R1) +
kg = CL)
= Elelkl(((a, k‘l,:E) ERiINa+b+1= l(Rl) + Z(RQ)) V ((k’l,b,l‘) € Ro A
a+b+1=I1(Ry)+1(Ry)))
= Elmflkl((a, k‘l,l‘) e RV (k‘l,b,l‘) S RQ) Na+b+1= l(Rl) + Z(RQ)
= 3(a,b,z) € Ry * Ry
= (a,b) € dom(R;y * Ry).

Entonces = [I[(R1) + I(R2)] € dom(Ry * Rg) y por extensionalidad se tiene
que = dom(Ry * Re) = [I(R1) + I(R2)].

(i) (a,b,x) € Ry % Ry A (a,b,y) € Ry x Ry
= Elkl((a, kl,az) € RV (k‘l,b,x) S Rg) A E|k2((a, /‘Jg,y) € RV (k}g,b,y) €
Rg) ANa+b+1= l(Rl) +Z(R2)
= HklﬂkQ(((a, kl,a:) e RV (kl,b,a:) € Rg) N ((a, kg,y) € RV (kg,b,y) S
Ro)Aa+b+1=I1(R;)+I(Ry)
= 3k13k2(((a, kl,x) € R A (CL, /‘Jg,y) € RV ((a, kl,a:) € R A (kg,b,y) €
Rg) V ((kl,b,a;) € Ry A (a, kg,y) S Rl)

\/((k‘l,b,lﬁ) € Ry A (k?g,b,:l?) € Rz)) ANa+b+1= l(Rl) + Z(RQ)

= Ji, T, (k1 = k2 A (a, k1, 2) € RiA(a, ke, y) € Ry)V falso V falso V(k1 =
ko A (kl,b,lﬁ) € Ry A (k?g,b,l‘) € Rg))

sr=yVrr=y

=z =y.

Por lo tanto = (a,b,x) € Ry * Ra A (a,b,y) € Ry * Ry = = = y,y
entonces se tiene que = Ry * Ry es funcional. Hemos visto que ixo dom
= [ o[~], internamente ésto nos dice que =y;(x) dom(R) = [I[(R)]. Por (i),
(ii) tenemos que * : M (X) x M(X) — M(X).
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242 0. ACUNA

Como [= dom(Ry * Re) = [I(R1) + I(R2)] v = dom(Ry * Re) = [I(R1 * Ra)]
tenemos que = [[(Ry * R2)] = [[(R1) +1(R2)] y entonces como [—] es inyec-
tiva se tiene que = I(Ry * Rg) = I(R1) + I(Rs).

Para cada X €| E | denote por ¢x la fecha tnica ¢ — X. Como
dNxNxx = (PnxN, ¢x) entonces Pnxnxx €s una relacién funcional y en-
tonces "¢ 'wxnxx se factoriza a través del subconjunto de relaciones fun-
cionales en N x N x X. Por otro lado oo [-] = "¢ 'yxn, pero claramente
tenemos que

1 r¢—lN><N><X QNXNXX

idll laprl

A
1 P NxN QNXN

conmuta, es decir dom o "¢ 'NxNxx = "¢ 'NxN Y entonces tenemos que
T Nxnxx @ 1 — QWYX g6 factoriza a través de M(X). Denote esta
factorizacién por ¢X : 1 — M(X). m

Proposicién 2 (M(X),*,¢~) es un objeto monoide con identidad.

PRUEBA: Probaremos que * es asociativo. A lo largo de esta prueba
aparecen implicaciones no triviales que denotaremos por ® y ®® cuyas
justificaciones apareceran mas adelante en la prueba.

Sean Rj, Ro, R3 variables del tipo M (X). Por definicién de * tenemos que:
’: (CL, b,fﬂ) S (R1 * Rg) * Rg

& Elkl((a, k1,z) € RixRyV (k1,b,x) € R3)Na+b+1 = l(R1)+l(R2)+l(R3)
& Elkl(flkz(((a, k’g,l‘) Y (k‘Q, ]{71,217) € Rg) Na+ki+1= Z(Rl) —I—Z(Rg) V
(k‘l,b,x) € Rg) ANa+b+1= l(Rl) + l(RQ) + U(R3)

como = g, (ka = k1 + [(R2))

& di, (HkQ(((CL, k‘g,x) € RV (ko,ky,2) € Rg) Na+ki+1= l(Rl) + Z(Rg))
\/sz((k’l, b,l‘) € R3Nky =k —I—Z(Rg))) ANa+b+1= l(Rl) +Z(R2) —I—Z(Rg)
= 3k13k2((a, ka,x) € R1 V ((k‘g, kl,x) ERoNa+ki+1= l(Rl) + Z(Rg)) V
((k‘l,b,l‘) € R3sNky =k + l(Rg))) Na+b+1= Z(Rl) + Z(RQ) + l(Rg)

2 3, ((a, ky, ) € RyV g, ((ka, k1, 2) € Ry Ab+ko+1 = 1(Ry)+1(Rs3))V
((k1,b,2) € RaNb+ko+1 = 1(R2)+I(R3)))Na+b+1 = I(R1)+I(R2)+I(R3)
= Elk2((a, kg,x) ERV (kl,b,a:) € Ry *Rg) ANa+b+1= Z(Rl) +l(R2 *Rg)
= (CL, b,fﬂ) € Ry x (R2 * Rg)

Por lo tanto = (a,b,z) € (Ry * Re) x R3 = (a,b,z) € Ry * (R2 * R3).
Probemos ahora la otra implicacién:

E (a,b,z) € Ry % (Ra * R3)

& Elkl((a, k‘l,:E) € Rl\/((k‘l, b,:E) S Rg*Rg)/\CL-Fb-Fl = Z(R1)+Z(R2)+Z(R3)
= Elkl((a, kl,a:) € Ry V3k2((/€1,k2,1’) € R,V (kg,b,x) S Rg) Ab+ki+1=
I(Re) +U(R3)) Na+b+1=1(Ry)+l(Re) + I(R3)
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OBJETOS K—FINITOS EN UN TOPOS BOOLEANO 243

como Ty, (ke = k1 + I(R2))

= Hkl((3k2(a, kl,x) € RiNko = k1 + Z(Rg)) vV HkQ((kl,kg,x) € Ro ANb+
k1+1=1(Ry)+1(Ry)) V (k2,b,z) € R3)
Aa+b+1=1(Ry)+1(Ra)+1(R3) % 3;,, 3k, (((a, k1, @) € Ry Aa+ko+1 =
l(Rl) —l—l(Rg)) V ((kl, kg,x) ERoNa+ko+1= l(Rl) +1(R2)) V (ko,b,z) €
RsNa+b+1=1R1)+1(R2) +I(R3)

= E|k2((a, /‘Jg,m) € Ry *RQV(kQ,b,.’I') S Rg)/\CL-i-b-i-l = Z(Rl *R2)+Z(R3).
Por lo tanto = (a,b,x) € Ry x (R2 * R3) = (a,b,x) € (Ry * Ro) * R3 y
entonces = Ry * (R x R3) = (R x Ry) * R3.

Tenemos que ® es la conjuncién de:

): a+b+1 = l(R1)—|—l(R2)—|—l(R3)/\a—|—k1—|—1 = Z(R1)+Z(R2)/\(k’1, ]{72,3}) € Ry
=>b+k+1= l(RQ) + l(Rg) A (k‘l,kg,m) € Ry

y

): (a+b+1= l(Rl) —l—l(RQ) —l—l(Rg) Nko = k1 +1(R2) A (K1, b,m) € Ry) =
(b+ ko +1= l(Rz) + Z(R3) AN (k‘l,b,lﬂ) € Rg).

También tenemos que ®® es la conjugacion de:

E (a+b+1=1(R1)+1(R)+I(R3)Nb+k1+1 =1(Ra)+1(R3) N\ (k1, ko, x) €
Rg) = (CL +k+1= l(Rl) + Z(Rg) A (k1, ko, z € Ra)

y ’: (a—l—b—l—l = Z(R1)+Z(R2)+Z(R3)/\k2 =k +l(R2)/\(a, k‘l,l‘) S Rl) =
(a+ki+1=1(Ry)+ l(RQ) A (a, kl,x) € Ry).

Ambas ® y ®® tienen pruebas triviales.

Finalmente probemos que |= Ry * ¢~ = ¢~ x Ry = Ry :

= (a,b,7) € Ry * ¢X < 3, ((a, k, ) € Ry V (k1,b,7) € X)) Na+b+1 =
I(Ry) + U(¢)

(como [3g, (k1,b,2) € 5] = ¢ y I(¢X) = 0)

= Elkl(a,k‘l,x) € Ry /\Z(Rl) =a+b+1

<:>Hk1(a,k1,x) c Rl/\a+/<:1+1:a+b+l

= Elkl(a, k‘l,l‘) ER Nk =D

< (a,b,x) € Ry.

Por lo tanto |= Ry #+¢X = R;. Similarmente se prueba que = ¢X * Ry = R;
y entonces ¢~ es el elemento neutro de M(X). Entonces (M (X), x, $~)
es un monoide con identidad. m

Nota: Observe que [ : M(X) — (N,+) es un homorfismo de monoide
con identidad ya que |= I(Ry * Ro) = [(R1) + [(R2) y L o ¢ = 0. Como
= Vremx)R* 0~ = R = Yrenx)l(R) +1(¢™) = I(R) I(¢*) = 0y siendo
= Veem(x)R * ¢* = R se tiene que |= [(¢~) = 0, es decir [ 0 ¢ = 0.
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244 0. ACUNA

Proposicion 3 Para todo p: 1 — N tenemos que

Xk

4P

es un producto fibrado.

PRUEBA: Tenemos que = I71(p) = {R € Q"N*X /R es funcional A do-
minio de R es "[p]7} entonces =171 (p) = X" m

X NxNxX 3 X
Nota: Denote por ¢ : M(X) — Q* el morfismo M (X) C Q Jpr, 7,
es claro que éste morfismo es un homomorfismo con identidad de
(M(X),V,0%) v (2%,U, ¢), mas atin la imagen de ¢ es K(X).

Teorema 4 Si E es un topos elemental booleano con el axioma de infini-
tud. Entonces X es k—finito si y solo si ¢ : 1 — N tal que epic (X[q}) —1
es un epimorfismo.

PRUEBA: (<) Si epic(X9) — 1 es un epimorfismo esto implica que

= Jremx)¥(R) = "X, pero esto dice que 1 X7 0X se factoriza a través
de k(X), de donde que X es k-finito

(=) Si X es k-finito , entonces " X ' se factoriza a través de k(X), pero
todo objeto k-finito es internamente el cociente de algun cardinal finito, es
decir se tiene que
F Jrem(x)¥(R) = "X Considere el subojeto A definido por:

A ={n € N/3gepx)domR = [n] AN p(R) ="X}.
Sabemos que = domR = [I(R)] de donde que

= Sreari)t(R) = "X A dom(R) = [I(R)]

Por otro lado

= Sneari) V() = "X A domR = [I(R)

= JnenIrem(x)¥(R) = "X AdomR = [n]

= Jd,enn € A.

En consecuencia = J,enn € A, entonces A7 se factoriza a través de
p*N, donde p™N = {B € OY/3,,cyn € B}. Como E es booleano por (3)
existe una fecha de eleccién p: p™N — Ntal que g ="A7op:1 — N
se factoriza a través de A, lo que significa que
= Jrem(x)ydomR = [q] Ayp(R) =" X"y por la proposicién 3 tenemos que
E Jpexia¥(R) ="X7, lo que es equivalente a
[[HReX[qJT/)(R) ="XT]=1
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Por otro lado epic(X9) = [codomR = "X7] = [Y(R) = "X y
claramente
epic(XP)) ., Xl

| l

[[HRex[q]T/)(R) = I_X_l]] — 1

commuta, donde que epic(X [7’]) — 1 es un epimorfismo. m
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