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ALGORITMOS DE PUNTO FIJO USANDO
SUBDIVISIONES SIMPLICIALES!

CARLOS E. AZOFEIFA?

Resumen

Se estudiara un algoritmo para aproximar puntos fijos usando subdivisiones sim-
pliciales de un simplex S, el cual serd comparado con un algoritmo del mismo tipo
pero basado en conjuntos primitivos.

Abstract

In this paper we study an algorithm for approximating fixed points using simplicial
subdivisions of the simplex. Furthermore, it is compared with algorithms of primitive
sets.

1 Introduccion

En la determinacién de un punto fijo de una funcién continua y particularmente en su
aproximaciéon numérica, se han utilizado conjuntos primitivos; siendo uno de los precur-
sores Scarf el cual utiliza por primera vez un método general para hacer explicita una
soluciéon numeérica del modelo neoclésico del equilibrio econémico.

Scarf analiza y demuestra la manera en la cual esta discusiéon abstracta se puede
transformar en una herramienta préactica para la evaluacién de la politica econémica. Este
método computacional, el cual es de considerable interés matematico en si mismo, es
elaborado en detalle y aplicado a una variedad de ejemplos especificos.

La demostracién de la existencia de equilibrio de precios para un modelo general wal-
rasiano ® hace uso de algunas variantes del teorema de punto fijo de Brouwer como un
paso sumamente importante en el argumento.

Se quiere ahora estudiar otro algoritmo con el mismo fin, pero haciendo uso de las
subdivisiones simpliciales. Estos algoritmos son muy importantes en la computacién de

!Este trabajo se realizé dentro del Proyecto N° 114-93-335: “Teorfa matemética del punto fijo y sus
aplicaciones”, inscrito en la Vicerrectoria de Investigacién de la Universidad de Costa Rica.

2ESCUELA DE MATEMATICA, UNIVERSIDAD DE COSTA Rica, 2060 SAN Josk, CosTa RICA.

3Es interesante observar en [1] Acufia-Ulate, una introduccién de la teorfa del equilibrio general, asf como
el concepto de economia regular y la prueba de la existencia de equilibrio walrasiano para tal economia.
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equilibrio de precios. La estrategia a seguir es muy simple: pedimos que cada paso con-
structivo por una aproximacién numérica del punto fijo sea consecuencia del Teorema de
Brouwer o por algunas de sus implicaciones, es importante resaltar el hecho de que el
paso al limite es el aspecto no constructivo del Teorema de Brouwer y por lo tanto no es
posible asegurar que el subsimplex determinado por una red fina de vectores en el simplex
S contenga o esté muy cerca del verdadero punto fijo de la funcién.

Ahora bien, en la mayoria de las aplicaciones de este teorema que nos son familiares, por
lo general no es necesario determinar vectores que estén cerca de su propia imagen. Pues,
cuando la red es suficientemente fina, todos los vectores en el subsimplex con distintas
etiquetas tendran esta propiedad de acuerdo al siguiente argumento facilmente de probar:

Como la funcién f es continua y el simplex es cerrado y acotado, para todo € > 0,
existe § > 0 tal que si ||z — || < 8, entonces ||f(z) — f(2'|| < €, aquf la norma es dad por:
|lz|| = max{|x1], -, |xa|}. De aqui se dedude facilmente que ||f(z) — z|| < (n — 1)(e + 9).

En la préctica resulta que esta cota es débil y por tanto la diferencia entre un vector
en el simplex y su imagen es muy pequena, sin embargo el grado de aproximacién puede
obtenerse usando las técnicas estandar del andlisis numérico. El lector interesado en una
revision de los modelos competitivos puede consultar ([3],[9],[18]).

2 Computando puntos fijos

Presentaremos un algoritmo para aproximar un punto fijo de una funcién continua de el
simplex unitario S en si mismo. Un simplex se define como el casco convexo de sus n
vértices v, -+, v", es decir, es el conjunto de puntos de la forma

x:Zajvj con a; >0y Zajzl

con esta notacién un simplex de dimensiéon n — 1, tiene n caras de dimensiéon n — 2 y
la cara opuesta al vértice v7 consiste de aquellos vectores cuya representacién como una
combinacién convexa de los vértices tiene a; = 0.

Asi por ejemplo en el caso de dimensién tres, geométricamente el simplex se representa
como:
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Figura 1

Para nuestros propositos consideraremos una coleccion especial de simplices, a saber:
S1,82, ..., S* contenidos en un simplex més grande S, esta coleccién se llama una subdi-
visién simplicial de acuerdo a la siguiente definicién:

Definicién 1

La coleccién de simplices S, - - -, S* se llama una subdivisién simplicial de S si S est4
contenido en la unién de los simplices S, - - -, S¥, y ademés la interseccién de cualesquiera
dos simplices es vacia o bien una cara llena de ambos. Un ejemplo de una subdivisién
simplicial del simplex es dada en la siguiente figura:

Figura 2
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Como el concepto de subdivisién simplicial serd comparado con el de conjunto prim-
itivo, por tanto se hace necesario tener a mano dicha definicién, sin embargo para ello
necesitamos un resultado previo.

Definicién 2

Sea S un simplex, decimos que un subsimplex de S tiene la misma orientaciéon de S si
el subsimplex es definido por un sistema de inecuaciones de la forma :

1 > b
T2 > b

donde b; >0 Vi y >% b <1, para algunos by,---,by,.

Observamos en esta definicién, que los subsimples que tienen la misma orientacién de
S, son aquellos cuyos lados son paralelos a los de S. El algoritmo de conjuntos primitivos se
fundamenta en el estudio de subconjuntos formados por n vectores, para ello primeramente
se selecciona una lista grande de vectores 2”11, ... zF los cuales estaran localizados
arbitrariamente en el simplex S. El iniciar con el vector z"*! en lugar de z' se debe
solamente a razones de conveniencia. La escogencia de estos vectores se hara de acuerdo

a la siguiente hipdtesis no degenerativa:

Hipotesis

Vectores que tengan componentes nulas no pueden estar en la lista, asi mismo dos
vectores en la lista no pueden tener idénticas su i—ésima componente para todo 1.

Ahora bien, una vez que tenemos la lista de vectores ;jcomo sabemos que dado un
subconjunto de estos vectores forman un subsimplex con la misma orientacién de S ?
Para ello utilizamos el siguiente lema.

Lema 1
Consideremos la lista de vectores "1, --- 2% con la hipétesis anterior y un subcon-
junto suyo de vectores x7!,---,x/* ; para que estos vectores formen un subsimplex con

la misma orientaciéon de S y que cada lado contenga uno y solo uno de estos vectores
es necesario y suficiente que en la matriz A los elementos méas pequenos de cada fila se
localicen en columnas diferentes. La matriz A es la matriz n X n cuyas columnas son los
componentes de los vectores a7, - -, xn.
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Definicién 3 [18]
Los vectores 27!, - -, 2" definen un conjunto primitivo de vectores si:

1. Es posible obtener un subsimplex que satisfaga el lema 1, y

+1 k

2. Ningtun vector en la lista 27, .-+, 2" es interior a este subsimplex.

Ejemplo de un conjunto primitivo

El siguiente ejemplo nos permitird entender mejor el concepto de conjunto primitivo.
Supongamos que tenemos los vectores 7, - - -, z'3 en la lista y sus componentes dados por

las columnas de la siguiente matriz:

d 2 4 3 39 .01 .15
d .11 .2 19 09 3 4
76 2 1 21 5 3
d .09 2 41 31 .19 .15

Ahora consideramos los vectores 28, 2%, 2!, 23, cuya matriz asociada es

2 4 39 .15
11 2 .09 4
6 2 21 .3
09 .2 .31 .15

Observamos que los elementos minimos de cada fila, los cuales aparecen subrayados, se
encuentran en columnas diferentes. Por otra parte el subsimplex formado por el conjunto
de vectores, es dado por:

T 2 .09, X9 2 .2, T3 2 .09, T4 2 .15

y ninguna columna de la primera matriz posee un vector estrictamente interior a este
simplex puesto que no hay ninguna columna con sus cuatro coordenadas estrictamente
més grandes que los cuatro nimeros del simplex. Por lo tanto el conjunto z%, 2, 2!, '3

es un conjunto primitivo.

Analizando la definicién 3 se observa que cualquier subsimplex de S , es interior a S,
por lo tanto si queremos incorporar los lados del simplex S a formar parte de los subsimplex
sera necesario extender la definiciéon anterior, en efecto :
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Extension de la definicion 3

Si consideramos los n — m vectores z’!,-- -, xI»~™ junto con los m lados S“,- ., §'m
entonces estos n vectores forman un conjunto primitivo de vectores si ningin vector
en la lista ™! ... 2F es interior al simplex definido por

xilzoa'”uwi 20

m

jl . Jn—m
’

x; > min|x] "M con 4 FE Qe iy

Con esta convencion podemos resumir asi el criterio para encontrar conjuntos primi-
tivos:

{91+ I } forma un conjunto primitivo de vectores <= en la lista de vectores
2"t ... 2% no existen vectores interiores al subsimplex:
T > mz’n[lel, e ,x{”]
Ty > minfzll, - 2]

Ahora bien, volviendo a las subdivisiones simpliciales la siguiente definicién nos per-
mitird asociar luego etiquetas de manera tinica en la aplicacion del algoritmo:

Definicién 4
Consideremos el simplex
S={x=(r1,-,zn) | x >0, Zazj =1}

S se llama restringido si no hay vértices de la subdivisién, aparte de los n vectores
unitarios, en la frontera de S.

La siguiente figura nos proporciona un ejemplo de subdivisién simplicial restringida:
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v = (0,0,1)

vt = (1,0,0) v? =(0,1,0)
Figura 3

De hecho podemos observar que la orientaciéon de un simplex definido en este estilo
es mucho mas general que aquellos considerados en el estudio de los conjuntos primitivos,
por ejemplo, se observa que los lados del simplex no necesariamente deben ser paralelos a
los hiperplanos coordenados como ocurria en el caso de los conjuntos primitivos.

Para nuestros propdsitos consideraremos una subdivision restringida del simplex S,
donde v!',v?,--- v™ representan los n vectores unitarios, conjuntamente con los vértices
vl vk, Cada vértice de la subdivision tendrd asociado una etiqueta entera e(v?) €
{1,2,---,n}, por el momento la asignacién de etiquetas serd arbitraria, con excepcién de
los primeros n vectores cuyas etiquetas estan dadas por e(v’) =i Vi =1,2,---,n. Esta
ultima asignacién de etiquetas a los n vectores unitarios es similar al caso de los conjuntos
primitivos.

Teorema 1 [18]

Consideremos la subdivisién simplicial restringida con la condicién e(v') = i Vi =
1,2,---,n. Luego existe al menos un simplex en la subdivision simplicial cuyas etiquetas
son todas distintas.

Demostracion

En la demostraciéon probaremos la existencia de un simplex con las caracteristicas
anteriores basados en un procedimiento computacional, y, donde resaltaremos ademas las
analogias con el teorema paralelo desarrollado para conjuntos primitivos, en efecto:

1. Se usard el argumento que aparece primero en Lemke y Howson (1964) [16].

2. El algoritmo comienza al considerar el tinico simplex en la subdivisién cuyos vértices
estan dados por los n — 1 vectores unitarios v2,v3,- -, 0™ més otro vértice, al cual
llamaremos v’/. Los primeros n — 1 vectores tienen etiquetas 2,3,---,n. El paso
siguiente es parecido al de conjuntos primitivos, si el vértice v’ tiene etiqueta 1,
entonces el algoritmo termina con un simplex cuyas etiquetas son todas diferentes.
Por el contrario si e(v/) € {2,3,---,n}, entonces se procede a eliminar el vértice que
tiene la etiqueta e(v’) y por tanto llegamos a un nuevo simplex en la subdivisén.

Como se ha introducido un nuevo vértice procedemos otra vez a examinar su etiqueta,
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si ésta es 1, terminamos; en caso contrario tratamos de eliminar aquel vértice en el
simplex que tenga la misma etiqueta del vértice anteriormente introducido y asi
sucesivamente.

El algoritmo nunca regresa a un simplex previamente alcanzado y que termina en un
numero finito de iteraciones. Demostraremos esto ultimo, es decir, que el algoritmo
termina en un numero finito de iteraciones, con un simplex cuyas etiquetas son todas
distintas, para ello es suficiente mostrar que el algoritmo nunca retorna al mismo
simplex. En efecto consideremos un primer simplex que es revisitado (figura 4),

v = (0,0,1)

vt = (1,0,0) v? =(0,1,0)
Figura 4

si él no es el simplex inicial, entonces se puede alcanzar en una o dos maneras a
través de uno u otro de los simplices adyacentes con n — 1 etiquetas diferentes. Pero
de hecho algunos de estos simplices adyacentes se pueden encontrar en la primera
visita, y, por tanto nuestro simplex considerado no es el primero en ser revisitado.
Utilizando un argumento similar se demuestra que el simplex inicial considerado
v?, .-+, 0" més otro vértice no es el primer simplex revisitado, concluyendo asi la

demostracion del teorema 1.

Otro objetivo que se persigue al comparar la demostracién del teorema 1 con el teorema

andlogo a conjuntos primitivos dado por Scarf ([1],[18]) es el de estudiar el Lema de Sperner
el cual es un lema combinatorio muy usado en la demostracién del Teorema de Brouwer,
este lema es en realidad una generalizacién del Teorema 1 a subdivisiones simpliciales
arbitrarias del simplex en lugar de conjuntos primitivos.

Antes de enunciar el Lema de Sperner pondremos las condiciones necesarias para ello,

en efecto: Consideremos una subdivisién simplicial de S, donde muchos de sus vértices
estén en su frontera. Como siempre los vértices v/ tendrén etiquetas e(v?) € {1,---,n}, en
particular los vértices del interior tendran etiquetas arbitrarias (figura 5). Para garantizar
la existencia del simplex con todas las etiquetas diferentes los vértices en las caras frontera
del simplex deberan cumplir:
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Lema de Sperner [18]*

Consideremos un vértice arbitrario v en la subdivisién y supongamos que su etiqueta
e(v) es uno de los indices ¢ tales que v; > 0. Luego existe un simplex en la subdivisién con
etiquetas diferentes.

Demostracion

La hipdtesis de este lema se puede observar en la figura 5.

Figura 5

Ahora se demostrard el Lema de Sperner por medio del procedimiento computacional.
Para ello encajamos el simplex unitario en un simplex S’ que tiene a S*,S2, .-, S™ como
vértices. Es claro que la subdivisién simplicial de S se deberd extender a una subdivisién
simplicial restringida a S’, para ello introducimos un nimero de simplices obtenidos de la
siguiente manera: Sea P C {1,2,---,n} formado por ¢ < n miembros.

Los n — t vértices tomados en la cara de S son definidos por x; = 0 para j € P,y
perteneciendo ademaés a un unico simplex de la subdivisién de S. Para definir un simplex
en la subdivisién larga se aumentan los n —t vértices en S como se nota en la figura 6 por
los t vértices s’ con i € P.

Definimos e(s') = i + 1 (médulo n), es decir e(s!) = 2,e(s?) = 3,--+,e(s") = 1, un

“Histéricamente este lema formé la base para los teoremas de punto fijo.
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simplex completamente etiquetado es posible que contenga los vértices s?, parai € P, y los
otros n — t vértices en la cara xz; = 0, ¢ € P. Para este resto de vértices por la hipétesis
del Lema tendran etiquetas diferentes de los miembros de P, por tanto la coleccion de
vértices S’ en el simplex completamente etiquetado deben llevar todas las etiquetas de P.

Pero esto es una contradicciéon al hecho de que e(s*) =i+ 1 (médulo n), a menos que
P = () y el simplex completamente etiquetado es un miembro de la subdivisién simplicial
de S. Con esto completamos la demostracion del Lema de Sperner.

1

Figura 6

3 Conclusiones

Como complemento a este teorema podemos resaltar los siguientes hechos:

1. Usando las divisiones simpliciales y el Lema de Sperner se puede demostrar facil-
mente el Teorema de Brouwer [18].

2. Sabemos que el algoritmo descrito anteriormente aproxima un punto fijo de una
funcién continua moviéndose sisteméaticamente a través de una sucesién de simplices
en la subdivision simplicial, si el método va a ser implementado en un computador de
manera, efectiva, la operacion de reemplazo debe resultar facil de obtener; atin més,
los vértices de la subdivisién deben de estar dispersos con alguna regularidad a través
del simplex unitario, de tal manera que el grado de aproximacién sea independiente
de la region en el simplex en el cual el punto fijo estara.

En este sentido Hansen (1968) [11] y Kun (1968) [14] resuelven satisfactoriamente
los problemas anteriores. De hecho hay otras subdivisiones donde la operacién reem-
plazo tiene una forma realmente simple y facil de obtener, en particular nos referimos
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a los algoritmos de Merry (1972) [17], Eaves (1972) [7], van der Laan y Talman
(1979) [15]. Sin embargo, es posible introducir mejoras en estos algoritmos, Michael
Todd en [22], usa el punto de vista homotdpico para tal propésito.

En efecto, en lugar de asignar vectores etiquetados a los vértices de alguna sub-
division simplicial, Todd considera puntos fijos o ceros de funciones continuas de
correspondencias semicontinuas superiomente, por supuesto, estas mejoras de los
algoritmos citados se realizan cuando son aplicados a problemas de equilibrio. De
hecho estos algoritmos homotodpicos lineales por partes pueden proveer aproxima-
ciones bastantes exactas en equilibrio econémico, ain con una razonable cantidad
de tiempo de computador. El inico inconveniente es que para lograr una excelente
efectividad estos algoritmos se pueden volver sofisticados y complicados, y, por lo
tanto pueden terminar sirviendo de cajas negras para “modeladores econémicos” y
perder su fin original.

3. Las técnicas descritas anteriormente para la solucién numérica se pueden emplear
con gran efectividad en una variedad de problemas, por ejemplo, en la aproximacion
de equilibrio de precios en un modelo general walrasiano, con o sin produccion; en
la resolucién de problemas no lineales, més recientemente en analisis de energia y
modelos generales de equilibrio, etc.

4. Estudiando en detalle los dos algoritmos anteriores, observamos que formalmente
son equivalentes, pero cuando se imponen condiciones a las subdivisiones simpliciales
para economizar almacenamiento y busqueda, el algoritmo puede ser més o menos
eficaz con respecto al algoritmo basado en conjuntos primitivos.

5. Otros métodos computacionales alternativos los encontramos con: Kellog, Li, y
Yorke (1977) [13], y Smale (1976) [19], los cuales evitan totalmente las subdivisiones
simpliciales para usar en su lugar métodos de la topologia diferencial.

6. En [9] se encuentran trabajos interesantes al respecto, en programacion lineal y no
lineal, asi como otra demostracion del Lema de Sperner pero usando coordenadas
baricéntricas.
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