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PRODUCTOS DE KRONECKER

JORGE POLTRONIERI VARGAS!

Resumen

En el estudio de las formas cuadraticas hemos obtenido férmulas para el calcu-
lo de covarianzas. En este trabajo realizamos un estudio sistematico de los
productos que llamamos de Kronecker y que serdn de gran ayuda para estos
célculos. Se introducen el producto de Kronecker asimétrico y antisimétrico.

Abstract

We obtain the formulae of covariances between random, introducting the Kronecker’s
products: asymmetrical and antisymmetrical.

1. Estudio de los productos de Kronecker

Nuestro interés es el de definir diferentes productos de Kronecker, que seran de gran
utilidad para el calculo de covarianzas.

Definicién 1 Sean A, xm y Bpxq matrices, se define por el producto simétrico de Kro-
necker la matriz denotada A ® B de tamano np x mq tal que la entrada ijkl (entrada ki
del bloque ij) es (A ® B)ijr = aijbp, donde 1 <i<n,1<j<m,1<k<p 1<1<q.

En general se puede definir A® B de otra manera, (A, xm, @ Bpxq)a75:p(i_1)+k7q(j_1)+l,
donde

(Anxm ® Bpxq) a,8=p(i-1)+k, q(i-1)+ = (A® B)ijr = aijbi.
1<i<n | 1<5<
npxmyq 1<k<p 1<i<q

Definicién 2 Sean A, x, y Bpxq matrices, se define por el producto asimétrico de Kro-
necker la matriz denotada A® B de tamano np X mq tal que la entrada ijkl (entrada ki
del bloque ij) es (A® B)ijr = aibr; = (A ® B)akj, es decir que en la entrada ijkl de
A® B se encuentra la entrada ilkj de A® B, donde 1 <i<n, 1<j<q 1<k<p,
1<l <m.
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Similarmente se puede definir

(Anxm ® Bpxq) a,p=p(i-1)+k, m(i—1)+ = (A® Blikj = aabkj = (A® B) pi-1)+k, 1-1)+j
1<i<n 1<j<q 1<i<n  1<i<m
npxmg 1<k<p 1<i<m 1<k<p  1<j<gq
Definicién 3 Sean A,xm y Bpxq matrices, se define por el producto anti-simétrico de
Kronecker la matriz denotada A& B de tamano nm x pq tal que la entrada ijkl (entrada
kL del bloque ij) es (A& B)ijr = aixbj = (A ® B)irji, es decir que en la entrada ijkl de
A® B se encuentra la entrada ikjl de A® B, donde 1 <i<n,1<j<p, 1<k<m,
1<1<q.

(Anxm ® Bpxq) a,8=m(i-1)+k, q(i-1)+1 = (A® Bigji = airbji = (A® B) p(i—1)+j, q(k—1)+1
1<i<n 1<5<p 1<i<n  1<k<m
nmxpq 1<k<m 1<i<q 1<G<p  1<i<q

Algunas propiedades de estas matrices son
-(AeB)=A®B

- (A B) =B @A

- (A®B) =B®A.

X1
Sabemos que X = (Xj,..., X)), entonces se define [X] = | : o sea que la
X

Pdnpxi1
matriz X se transforma en un vector colocando todos los vectores X; en columna. Asi ten-

- [BXC] =C’' @ B[X].
- [A[B) = A'& B
tr(BX'CXD) = [X'] B'D' ® C[X] = [X'] DB & C' [X]

- [BO)=1®B[C]=C"®I[B]=C"® B|[I]
- [BYI®C)D=1&BI®@CD&1=12BD'C'%1=tr(BCD)&1 = tr(BCD)

-l ]=yer, =y 0z=20y

vy =@y =Ry =y Qr=2'9Qy
_ yq/®x2/ :yx/®q2/ — yz/®xq/
- a2y ®@zq¢ =22 @yq = [y2'][q?].

crRyd =21y =2y 12 =2y @2
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Otras propiedades interesantes son las siguientes.

- Si A es m X m con valores propios {ai,...,an,} y vectores propios {uj,...,un}t y
B es n x n con valores propios {b1,...,b,} y vectores propios {vy,...,v,}, entonces
u; ® vj es un vector propio de A ® B de valor propio a;b;.

- Sean {u;/i=1,...,n}, {v;/i=1,....m}, {fi/i=1,...,p}, {si/i =1,...,q} bases
candnicas de los espacios IR", IR™, IRP, IRY respectivamente. Sea H;; = uit;- = ui®t;
(respectivamente Jy; = vgs), Ry = vkt;-, Ly = u;s)), la matriz n x p es tal que la
entrada ij vale 1 y las demds 0,4 = 1,...,n, j = 1,...,p. El conjunto {H;;/i =
1,...,m; 7 =1,...,p} es la base canénica de L(IR"™, IRP).

Sea K = Y 1", z;’:l H;; @ Hj;, matriz np x np que denotamos K. La matriz K’
aunque tiene la misma dimensiéon que K, es preferible denotarla K;/m para tener mayor

claridad en las aplicaciones.

Observaciéon Podemos definir a partir de la matriz M,,p,xmq, las matrices Mypxmg y

M xpq de la siguiente manera

Mijr = Mg, Mijr = Migji-

Se puede probar que si M = A ® B, entonces M = AQBy M = A® B.
Mll . Mlm
Observemos que si M = : : s My = M,’j y ademds MK = M >, J¥'®
Mnl ce. M
J e

(MK)ap = Z Many (JSt ® Jts)“fﬁ

st

e ZM;;;(JSt)]u(JtS)lU
jlst

= Z M;gésjétuétlésv
jlst

= Z M]izqétu(stl&sv
st

s v
= E Mkt(stu(ssv = ku — Mivku
st

= Miukv = Ma,@7

osea MK = M.
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P n
— K, Z Z Hi; ® Hj; = Z Z H{;® Hy; Kg =Kl =30 S0 Ty ® J},

g 1i=1 j=1i=1

K=K =K1 KKy =1Ly =1,®1,=1,®1,
Kqut/]m = Imq = Im & Iq = [q ® Im Kmn = ZZRst ® Rlst
s=1t=1

n q
Kng=»_ Y Ly®Lj A®B = Kpy(B® A) = (A® B)Kng

s=1t=1
Knp(A®B)=B®A=(B® A) Ky, C®DA®B=CA®DB
A®BI,®I,=A®B A®BE®F = AF & BE
A®BC&D=AD® BC KnpA®B—B®A
A®BKpg=A® B L& —ZZHU@H/

=1 j=1

n p n p
L @1, = Kpng ZZHij@H{j:ZZH“@H’{j

i=1 j=1 i=1 j=1

n p n p
I, ®1, :ZZHij®Hij In®1 :ZZHij®Hij

i—1 j—1 i=1j=1

q m. p
AGB=T0A() Y L;j®Lj)B'®I A®B:A®I(ZZ Rij @ Rij)l ® B
i=1 j=1 i=1 j=1

m.p
A®B:ZZARM®RMB

k:lql:l

=> > LuwB ® ALy, A®BK! =A&B
u=1v=1
K,yA@B=A"®B A®BC®D=A&C'BD
E®F A®B=EAF' &B A®BC®D=A&D'BC
E®QF A®B=FAE &B A®BC&D =tr(BC")A& D
A'@B'A9B=1,81,=A®B B '® A~} (AoB)' =B 1At
(A®B)'=A"1® B! det(A® B) = det(A ® B)
= (det A)P(det B)"

tr(A® B) =tr(AB),sin=p=m=g¢q tr(A® B) = tr(AB'), sin=7p
tr(A® B) = tr(A)tr(B),sin=m, p=gq A& B es singular y rang(A® B) = 1
Si Ay B son ortogonales, A ® B es ortogonal SiA>0y B >0, entonces A® B >0

1.1. Propiedades

Usando esta nomenclatura podemos determinar algunas propiedades concernientes a
estos productos de Kronecker.
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L. (nzx‘lm@’(péq ®T€8))aﬁ =(A ®(B®C))pr(j—1)+k’,m(j’—1)+l = ail(B@C)r(k—l)-i-x,s(j—l)—i—y -
prxgs 1<i<n  1<i<m 1<k<p 1<j<q

1<k'<pr  1<j'<gs 1<o<r  1<y<s
itbjczy de lo que deducimos (A®(B ® C))ijkysi = @itbgjCay, 0 sea (AR(B ®
C))ijklzy = Giybrjcy . La matriz es de tamano npr x mgs, a« = pr(i—1)+r(k—1) +z,
B=ms(j—1)+m(y—1)+1L

2. (A®B)®Clag = (A8 B)@C), (1)1 o1y = AOB) iy m-ny ey =
1<a<np 1<b<mg 1<i<n 1<5<q
1<z<r 1<y<s 1<k<p 1<i<n

Q] bkj Cay

osea (A® B) ® C))ijkizy = QitbkjCzy y deducimos (A® B) ® C # A®(B ® C). La
matriz es de tamano nprxmgs, a = pr(i—1)+r(k—1)+z, 8 = ms(j—1)+s(l—1)+y.

3. (A® B)®C)ijkizy = Qitbkyczj, mpr X mgs, « = rp(i — 1) +r(k — 1) +z; 8=
mq(j —1)+q(l—1)+y

4. (A @ (B®C))2]kl:cy = aijbkycxb npr X mgs, & = Tp(i - 1) + T(k - 1) + ﬁ =
mq(j —1)+q(l—1)+y

5. (A®(B®C))ijkiey = @iybricej, npr x mgs, a = rp(i — 1) +r(k—1) +x; § =
mq(j—1)+q(l—1)+y

6. (A® (BX®C))ijkizy = @ijbracly, npg x mrs, a = pq(i —1) +qlk —1) +1; § =

rs(j—1)+s(z—1)+y

7. ((A®B) ® C)ijkizy = @ikbjicey, nmr x pgs, « = rm(i —1) +r(k —1)+a; 8=
s —1)+s(l—1)+y

8. ((A®B)®C)ijkizy = @ikbiyCsj, nrm X spg, « = rm(i — 1) +r(k—1)+z; [ =

pa(j—1)+ql—-1)+y

9. (A ®(B®C))2]klxy = aiybkxcjla npq X rms, @ = pQ(i - 1) + Q(k - 1) + @ B =
ms(j—1)+m(l—1)+y

10. A®(B®C)=(A®B)®C.

11. A®B&®C)=(A&B)®C.

12. (A®B)®C)# A&B®C).

Observacién Recordemos que (A ® B)®C = [4' ® B'][C’] matriz npmq x rs y
((A® B) @ C)g(ir—1)+k',s(2—1)+y = (A @ B)p(im1)+h,q(j—1)+1Coy = UijbkiCay,

donde 1 <i <mp, 1<k <mq,1<z<r, 1<y<s1<i<n 1<k<p 1<j<m,
1<qg<l,ie.

((A ® B) & C)mqp(i—1)+mq(k—1)+Q(j—1)+l,s(gc—1)+y = aijbklcmy-
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De igual manera

(A®(B ® O))m(i—1)+k,qrs(j—1)+qs(m—1)+s(l—1)+y = aikbjlcmy

(A®(B ® C))m(i—l)—i—k,qrs(j—1)+qs(x—1)+q(y—l)+l = aikbjlcwy-

Observemos que no podemos escribir los productos A@(B ® C) y (A ® B)®C como el
producto de tres matrices no triviales (vectores o constantes) A* ® B* @ C*.

1.2. Algunos resultados importantes

Consideremos una matriz A, xm v Upx1, Pgx1 vectores, entonces
- (Aop)@p=Acpu
-(WeoAd)ep=Acpu
-(peA) o) = oA
- @ (ARp) = A& pup
- @ (A®p) = A pup

-(WoA)@p=p @A

2. Matrices de Kronecker

La manera de multipicar matrices usando productos de Kronecker, nos sugiere la idea
de una clase particular de matrices que llamaremos matrices de Kronecker.

Definicion 4 Una matriz C es una matriz de Kronecker si existen matrices A y B no
triviales tales que C = A B o C=A®B 0 C = AX B.

Vamos estudiar aqui algunos casos particularmente interesantes. Sea M = (M*, ..., M?)
una matriz p X tqg com My, ., i =1,...,t. Sea Apxm una matriz, entonces A®@ M = (a;i; M)
es una matriz np x mtq.

2.1. Estudio del caso ®

1. La entrada (A® M);jr, = a;jmy,, donde la entada kp de M se identifica por my, =
mi;, conp=(s—1)g+1,1<s<t 1<1<gq,osealaentrada kp de M se identifica
con la entrada kl de bloque sde M, 1<i<n, 1<j<m,1<k<p 1<p<tg.

Ast (A ® M)y 3=p(i—1)+kstq(j—1)+p=p(i—1)+kstq(i—1)+q(s—1)+1-

Se puede estar tentado a considerar (A ® M );;rs1; para identificar la representacion
anterior de A ® M, pero no debemos olvidar que A ® M no es un producto de tres
matrices.
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SiA=aesnxl, (a® M)k, = aymi,, np X tq. Sin embargo, sin ser ¢ ® M un
producto A* ® M*, np x tq se puede identificar la entrada iskl de a ® M de la
siguiente manera (@ @ M)pi—1)4kiqs—1)+1 = (@ @ M)i1k, = a;mj,;. No es correcto
escribir (a @ M )isi = a;mj,; ya que a ® M no es de la forma A* @ M* para Ay,
My, .- Sin embargo se puede determinar la entrada iskl de a ® M, la cual es a;mj,
pues

alMl alMt
a® M= : :
ap MY - a, M?

que esnp Xtg,con 1 < i< n 1 <s<t, 1< k<p 11 <yg, porloque
(a ® M)igs = a;mj,;. Sabemos que la notacién (a ® M);s, no es correcta pero en
algunas ocasiones es muy 1itil. Lo correcto es (a ® M );1x,, donde p = (s — 1)q + L.

Sit=1,p=1ie (A® M)ijm = aijmp, np x mq y ademds (a ® M) = aimp,
np x q.

La matriz M ® A es np x mtq por lo que (M ® A)jpir = mipar = mi;ag, con
p=(s—1)q+j,1<s<t,1<i<p 1<p<q,1<j<q1<k<n 1<I<m.

Sit=1,p=j, M ®A)ijm = miljak‘lv np X mg.
SiA=anx1, 1 =1, (M ®a)ipk1 = axmip = apm;; = (M ® a)isk;-

Sit =1, (M ® a)ijtkn = msjar lo que indica el peligro de esta notaciéon pues se
estd tentado a escribir quesit =1, (M ® a)ijr1 = (M ® a)ilkj que no tiene sentido.

La matriz (A’ ® M’) es tmg X np, i.e. (A @ M');ju = m/

1@
(s—1)g+k 1<s<t,1<k<qg 1<j<n 1<i<m.

R S .. —
i myajq, con p =

Sit=1,p=k, (A ®M)u=m}aj, mqx np.
(@@ M")1j = aymj, = (' @ M)gjp ysit=1, (&' @ M) = myay.

La matriz (M’ ® A’) es mtq x np i.e. (M' ® A") i = mjpan, = mi;ai, con p =

Sit=1,p=14, (M @A )ijm = mz-ljalk, mq X np.

(M/ ® a/)pju = almﬁi = (M/ &® a/)sjil ysit=1, (M/ &® a/)iju = my;ay.

Observamos que la notacién (M’ ® a’)sj; se presta a confusién pues en el caso ¢t = 1,
se tiene s = 1 i.e. se estd tentado a escribir (M’ ® a’)1;4 = (M’ ® d');j11, 1o que no
tiene sentido.
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Estudio del caso ®

La entrada (A® M)pp = aiymy, = agmg;, donde p = (s—1Dg+j, 1 <s <t
1<j<¢,1<i<n, 1<1<m,1<Ek<p.
Ast (A® M)p(i—1)+k;m(p—1)+l:p(i—l)+k;mq(s—1)+m(j—1)+l7 np X mtq.

Sit=1, p=7,1Le. (A®M)Z]kl = ailmijv np X mqg.
(@@ M)ipr1 = azmi;, y sit =1, (a®@ M)yk1 = aymy; np X q.
Observemos que (a® M) es de tamafio np x tq y se podria buscar la entrada iskj

por (a® M);sk; = aimy; ysit=1se escribe (a ® M);1x; = (a® M);;51 que no tiene
sentido.

(M @ A)ijrp = mipar; = mjagj, con p=(s—1)g+5,1<s<t,1<1<q,1<i<p,
1<k<n,1<j5<m,npx miq.
Asi (M®A)n(i—1)+k;tq(j—1)+p:n(i—1)+k;tq(j—1)+q(s—1)+l'

Sit=1,p=1, M®A)jr = millakj, np X mq.
(M ®a)i1kp = apMip = akmfl. Sit= 1, (M®a)i1kl = QrMmy;.

La entrada iskl de la matriz (M ® a) np X tq es (M ® a)ispr = apms; = (M @ a)iik,
y si t = 1 las notaciones coinciden.

La matriz (A’ ® M') es mtq x np por lo que (A'@M');jn = mjpas; = mS,aii, con
p=(—1g+k 1<k<qgl1<I<n 1<i<m,1<j<np.
Asf (A" M) tq(i—1)+psn(j—1)+i=tq(i—1)+a(s—1)+hn(j—1)+1-

Sit=1,p=k, (AQM)jr = mjkau, mqg X np.

(a’®M’)1jpl = almik ysit=1, (a’®M’)1jkl = aymk.

La entrada sjkl de la matriz (o' @ M) tg x np es (a/ @ M") g = aym;;, y escribimos
(@ @ M')1jp = (' @ M")gjj y si t =1 las notaciones coinciden.

La matriz (M’ ® A’) es mtq x np por lo que (M'® A') ik = miaji, con p = (s —
Dg+i,1<i<q 1<j<n,1<k<m,1<1<p.
Asf (A'® M/)pjkl:mq(s—1)+m(i—1)+k;p(j—1)+l'

Sit=1, p=1, (M ®A)ijk = myajz, mq x np.

(M’®a/)pju = ajmlsi = (M’®a’)sjz-l y sit = 1, (M’®a’)iju = (M’®a’)1jil y las
notaciones coinciden.
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2.3. Estudio del caso ®

1. La entrada (A® M)k, = Wik, donde p=(s—1)g+1,1<1<q,1<j5<np,
1<i<n, 1<k<m, 1<s<t Asl (AD M )m(i—1)+hitq(j—1)+q(s—1)+1> MM X tpg.

Sit=1,p=11ie (AQM);jr = aikmjl-l, nm X pq.
(a®M)ij1, = aimjy, y sit =1, (a® M) = aimj; n X pg.

2. (M®A)ju=mipaj =miaj,conp=(s—1)g+k, 1<s<t,1<k<q 1<i<p,
1<j<n, 1<l <m,tpg x nm.

Sit=1, p=k, (M®A)z’jkl = milkajla pg X nm.
(M &®a)ijn =aymi,. Sit=1, (M®a)jr = ajmi.
(M ®a)ijn =ayms, ysit=1, (M®Qa)x = ajm.

3. La matriz (A’ ®M’) es nm X tpq por lo que (A' & M');pp = mypap; = mj;ak;, con
p=(6-1)g+7j,1<s<t,1<j<q1<k<n, 1<i<m,1<1<p.

Sit=1,p=j, (AQM)iju = mja, nm X pq.
(a/®M’)1pkl = akmlsj y sit= 1, (a’®M’)1jkl = aEpmi;.

4. La matriz (M’ ® A’) es tpg x nm por lo que (M'® A') i1 = mi,ay;, con p = (s —
g+i,1<i<¢q 1<s<t,1<k<p 1<I<n,1<j<m.

Sit=1, p=1i, (M'"®A)ijr = mriay;, pg X nm.
(M'&a) gy = aymj; = (M' @ d')gju y sit =1 (M @a)ip = armp.

3. Calculo de momentos de orden 3

Consideremos Ty x1, Ymx1, Zpx1, Ugx1 vectores aleatorios y consideremos E(y' @ z@u’) =
E(y @ zu') = E(yizu/, ... ymz) = (MY,...,M™) = M%, con M* = E(y;2u')px,, de

yu
dimensién p x mq. Recordemos que (M7 )1k = mil = E(yj(zu)). E(y ® 2 @ u) =
yz'uy Nt
E(yz @ u) = : = : = M3, con N' = E(uyz')mxp de dimensién
y2'uq N1
mq X p. Ahora

Bllyoouf) =Mu | 1pey g

EyozZou) =M% v
E@ ®@z20u)=E(z®r @u)= (M=)

120 M?
Erx®zeu)=E@@®z2)=FE : = : = (MZ2).

Tpiu Mm
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En resumen

1.

I A

B ®z@u) = My, pxng

Ex®Z ®@u)= M2 ngxp

ez

Ex®zou)=E@eu ®z)=M%, npxq

o

z

Exz®Zou)=FF @rxeud)= M= nXpq

zZu?

(
(
E@®2u)=E@u®z2)=MY qxnp
(
(

E(@®@z®u)=E(z®12 @u) = M2, pgXn.

Observemos que siz =2z =u, F(z®@2' ®@z) =M% =Mj, n*xny E@@' @z®1)=

M;% = M3, n x n?.

a) Consideremos la expresion siguiente

@—weYy-v)(z—p)=@-—p ey —v: —yp +vp) =

TRy —zvd —r@yp tr@vp —puRyd +pevd +peyp —pev =

TRYRY —xd v —ay Qp +ruvp —pQyd +puRvd+pyp —pvp.

E((z-p)@y—v)(z—p)) =M~ My ®v— My, @p' — p® My, +2u®@vp.
Siz=y =2z E(z—p)@(x—p)(z—p)) = My—My @ pp— My & pi' —n®@ Ma+2u@ 4,

donde My = My, = X+ pup' ie. E(z—p)@ (x—p)(z—p))=M3—Y@u—X@u' —
pRY—pu® pp.

b) Consideremos la expresion siguiente

4.

(z-p)@y-—v)(z—p)=(@-—pl'dy-—v)(z-p) =(@-—ply-v)@lz-p) =
TRy —2Qud —x@yp xR —puRy +puvy +uQyp — uRvp'.

E((x —p) &y —v)(z—p))=ML =M, &V —M,, @p — &My +2uQvp.

Momentos de orden 4

Consideremos T, x1, Ymx1, Zpx1, Ugx1 vectores aleatorios. La esperanza matemética,

E(xy' @ 2u)ijm = E(ziyjzrw) = Mijr = (My7)ijr, donde M7 es la matriz np x mq de

yu

momentos de orden 4, de las variables x, ¥, z, u.

La expresion E((z—p)(y —v)' @ (z —€)(u—0)') = M;Z matriz de momentos centrados

de orden 4, de las variables x,y, z, u. Asf

El@y @ 2u —xy @ 20 —zy @& + 2y’ €0 — py’ @ 2u’ + py’ @ 20" + py’ @ &u’ — xy’ @ &0
—axV @zu +av @20 +av@zu —x @Y + ' @ zu' — ' @ 20 — ' @ Eu’ + p' ® £67)
= Mgz - (M) @8 — M@ € — u® My — v/ @ (M) + May @ €0/ + bl & M.,

+ My @EV + ' @ My + p&' @ Myy + My, @00 — 3/’ @ 6.

Observemos que:
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L By ®@zu)=p@ Bl @z0u)=peMj

2. By ot)=FE@zoy u ef)=M;¢
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3. E@/@w)=El@z@zeu)=0 M7 =1 (MY

4. By @0)=E@reye2)00 =M7Fo0 =

5. E(xv' @ 20') = E(z2' @v') = My, @ v’

(M) @0

6. E@/&)=ExVu)=El/ @101 @&) =1V & My, ® € = My, @&V

7. E(zy ®&0") = My, @ &0
8. E(uy ®@&u) = E(ug @yu') = pg' & My,
9. E(uw/' @ zu') = v @ Myy,.

Siz=y=2z2=u,

E((x—p)(x—p) @@ —p) (@ —p))=My=My—My@p — M3 @ p—p®Ms— ' @ Mi+
SQup +pp' L+ X Q@ uu’ + pp @X + L@ pp + pp’ @ + 3up’ @ up!

donde My = M2 y M, = M=,

5. Calculo de covarianzas

Sea Y = (Y7,...,Y,,) vectores aleatorios con momentos de orden 4 tales que E(Y,) =
Pos a=1,....n, EY) = (pt1,...,tn) =T, cov(Ya,Ys) = dop2 y M3, My matrices de
momentos centrados de orden 3 y 4 respectivamente que no dependen de « y sean A,xn

matriz simétrica, By, xp.

a) Consideremos la forma cuadratica

E(Y —D)A( ZZ%BE — 1) (Y — pg)’ Za,m = tr(A)%
a=1p=1
by
porlo que E(YAY') =TAI" +tr(A)X. SeaYB = (Y3,...,Y,) | @ | =20, Yabl,,
by,

E(YB) = I'B. Definimos X =Y —I''TA =v = (vy,...

,Vn), entonces YAY' —
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TAIY — tr(A)Y = XAX' + TAX' + XA — Str(A) y YB —T'B = XB. Asi
cov(YAY',YB) = BE((X 01 Y1 @apXaXj+ 20 va X,

+ a1 Xavl, — Btr(A)) @351 Xabl,)")

= E(X 5y 0apXa X &0y X0 + 30 s va X, ©bs X}
+ 2 0p Xavy @bsXj + tr(A)X & B'X)

=2 apy @apE(Xo X, @ X5) @by + 3, vab, ® X
+X R, vably

=M,®dB+TAB® Y +X®IAB,

donde a’ = (ai1,...,an,) es el vector de tamano n x 1 con los elementos de la
diagonal de A.

b) Sean A, x,, Bnxn, matrices simétricas, entonces

YAY' —TAIY — tr(A)Y = XAX' + TAX' + X AT — tr(A)%, TA=v
YBY' —T'BIY —tr(B)Y = XBX'+ I'BX' + XBI' —tr(B)Y, TI'B=p
cov(YAY',YBY') = E(3_ 5,5 Qapbys Xa X & X\ X5+ 37 5 GapXa Xy © py X))
+ 2 apy G0 Xa X © Xoply — 305 GapXaXfy & Ttr(B)

2 apy VaXo @by Xy X5+ 37 15 va Xo @ ps X
+ s Yo Xt & Xty + s Xavh & bys X, X
T2 0p XaVa @ ppXf+ 305 Xave @ Xppj

—tr(A) & Y, 5 bapXaXj + tr(A)tr(B)T O X).

- Zaﬁ’y5 aagb-y(sE(XaX:{ X XBX(/g) =) a;ég 5 aagbagE(Xan & XgX[/;)
a=~y,0=
+ Z a#y aaabfy'yE(XaX»/Y & XaX»/y)+
a=f#,y=0
Z a#s aa(;b(;aE(XaXé (029 X(;X(/N) + Za aaabaaE(XaX& (4 XaX&) =
a=0,0="
[tr(AB)Y ® ¥ — a'bX ®@ ] + [tr(A)tr(B)X &Y — d'bX & Y] + [tr(A)tr(B)X® Y —
a'bY @ Y] + a'bMy =
dbMy —LRL -LRL-LRY] +tr(AB)[E@ L+ X @3] + tr(A)tr(B)X & X
donde a = (a11,...,ann), b = (b11,...,bnyn), es decir los elementos diagonales de A
y B respectivamente.
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- Yy s E(Xa Xy p, X)) = 35, aapB(Xap, ® XgX!) = 3, aaaph @ My =
a' BT ®@ M}
- Yapy GapE(Xa X @ Xp) ® pl, = Mj ® o' BT’
= Y5 e E(Va X @ XoX5) = 32, baaVa © Mz =T Ab® M;
- Yo b B(Xo X @ o X3) = M3 @ Y-, baaVa = M3 @ TAb
- Y ap @apE(XoaX}) @ Btr(B) = tr(A)tr(B)Z & X
- YapVal © E(XoXj) =TABI' @ %
- Youp BEWa Xl © Xapl) = Y05Vl @ E(Xo X)) =TABT' © %
- Yap E(Xaph @ va Xj) = 3 5 E(Xo X}) @ vaply = L@ TABTY

- Y apbapBE(XoXj) @ Btr(A) = tr(A)tr(B) 2 ® .
Asi tenemos
cov(YAY ) YBY')=ad'b(My —L@E -XY-S@%) +tr(AB)(E@ X+ S @ X)+
M} ®a'BT + o' BT ® M4+ M3 @ TAb+ T Ab ® M3+
FABI" @Y+ X @TABIY +TABI' @ X + X @ ' ABIY

Nota Si Y, es una variable aleatoria real, E(Y) = p, var(Y) = 021

cov(Y'AY,Y'BY) = a'b(iny — 30*) + 20 tr(AB) + 2’ Abing 4 2a’ Buing + 401’ AB .

c¢) Siasumimos que Y tiene esperanza I' y covarianza V @ ¥
cov(YAY',)YBY) = db(My —E@L -XRL -X@%) +tr(AVBV)(E®@ X+ @ X)+
M} ®a' BT + o' BT" @ M4+ M3 @ TAb+ T Ab @ M3+
TAVBI' @ 2+ X ®TAVBI' 4+ TAVBI'® X + L@ AV BIY

y si asumimos normalidad i.e. Y ~ N(I',V ® X), el término en a’b es nulo al igual
que M;.

-SiY ~ N,V ®ZY), Ayxr, Bnxg matrices, entonces
cov(YB,YA) = BVA® Y, cov(YA,YB) = AVB® .

Y =hH YR, var(Y) =XV cov(Y,Y)=%V
var(Y) =V X cov(Y,Y)=V@X.
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- cov(AY')YB) =YX ® AVB cov(YB,AY') = (AVB) @ %
cov(YC,YD)=C'VD®X¥  cov(EY' FY') =X @ EVF'.

- cov(KYA HYB) =A'VB® KXH'.

- Calculemos la covarianza entre dos formas cuadraticas mixtas.

[tlA = YAY' —TAI' — Str(AV)

= 3 [aapXaX) + dapraXp + asXavj — dapg(AV)asX]
a=1 ﬁ:l

K = Y'KY —T'KT — Vtr(K%)
= hst XX 4 5 A XY + 5 XN, — 634(SK) 51V

donde v = (vy,...,v) =TA, Xo =Y, —fia, A= (A1,...,Ap) = K[V, X* =Y* — 7,
I'= (le"mun)v "= (7T17"'77rp)'

E(ASK) =3 54 Elaaskss XaXp @ XX 4 dapkstvaX)y @ X XY + Sapks Xav) @ XXV
—0ap(AV ) apkstE @ XXV + a0pdst Xa X O A XY + 6apdstva Xj & A XY
F0ap0st XV O A XY + a0p0st Xa Xy @ XN, + 0apldsiva X © XN,
+0ap0st Xaty © XA, — aapdst(EK) st Xa X3 BV + 60505t (AV)ap(BK) B & V]
pues la esperanza de los términos de orden uno es nula.

- Zaﬁst aangtE(XaXé ®XsXY) = Zaﬁst aaﬁkStE(XaXs’@)XﬁXt’) =2XKY @ VAV +
tr(AV)tr(CK)SQV + M* @Dy — 25 KX Q VDAV —tr(KX)X @ DayV, donde Dy
es la matriz diagonal que tiene los elementos a;; en la diagonal, la entrada Mz, =
E(TqTsaThaTia) de M p? x p?, de modo que M = > k‘stM,ii = tr(KM™),

M1 A
M = : : .
MPL ... pgPP

En efecto, consideremos la entrada ijkl de E(Xo X ® X3X") ie.
> apst Gapkst BE(Xia Xsj Xup X)) = 30561 QapkstVajOisVa10kt + D0 g5t GapkstVapoinVji0st
+ D apst GapkstVaroinvipose + 3 ajj0jikst Miskl — 3 oo GaaKstVajTisVal Okt
— > st ajkstVajTikVji0st — oo GaakstValOitVja sk
= (SEY)w(VAV) j1 + tr(AV)tr(SK)omvt + (SKS)in(VAV) 1+ aj;01 3oy kst Miske

—(VDAV)jl(ZKE)ik - (AV)jjvjltI‘(KE)O'ik - (VAV)JZ(EKZ)M
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Y aet Oapkist EWa X & XPXY) = 35 Saphst E(a X¥ @ XpX") = Y00 kstVa ©

Mg
- Yapst Oapkst B(Xa XY @ vpX") = 3o kst Mif ® v
= Y apst 0a8(AV )apka L @ E(X*XY) = tr(AV)tr(SK)S &V
= Yoapst Gapdst B(Xa X[ @A XY) = 30 5 aaph; © (M5)
- Yapst 0apdst E(va X @ N XY) =37 55 0apdst E(vaX ® XpX") = TAV @ SKT
- Y apst Sapda B(Xary & X XY) = SKT' @AV
- Yt Qo E(Xa Xy & X°X) = T s (15) N
- Y apst Oapdst E(va Xy & X2N) = TAV @ KT’
- D apst Oapldst E(Xav @ X°N) = SKT' @ TAV
- Y apst Gaplst(KE)a B(Xo X)) &V = tr(AV)tr(SK)S &V
- D apst 0a8(AV )apdst (KX) 3 X @V = tr(AV)tr(BK)Z @ V.

Asi tenemos
cov(YAY  Y'KY) =25KS @ VAV + M* @Dy —25KE @ VDAV — tr(KX)S & DAV
+TAV @ SKT' + KTV QTAV + TAV @ SKIY + SKIY @ TAV + 3, kstva @ M

+ Zast kStMS.g Q Vo + Zaﬁs aaﬁ(Ma.cSﬁ)/ ® )‘Is + Zaﬁs aaﬁ)\ls & (Masﬁ)l

E(YAY') = TATY + Str(AV) E(Y'HY)=T'HT + Vtr(ZH)
cov(YAY' ) YB) =TAVB® X +S®TAVB+ M3®a'B | cov(Y'HY,Y'K)=T"HYSK QV + VQI'HEK + N3 @ k' K
cov(YAY' ) YBY') = tr(AVBV)(Z® =+ 2R X)+ cov(Y'HY,Y'KY) =tr(HEKZ)(VQV + VR V)+
Y@ TAVBIY + Y@ TAVBI' + TAVBIY ® %+ VQIHSKT + VQI'HYSKT + IVHYKT @ V+
TAVBT' @YX +ad'b(My —LQL -XQRX - SR X)+ IVHEYKTQV +WE(Nyg - VRV -VRV-VRV)+
M} @ a'BI’ + o/ BT @ M} + M3 @ TAb+ ' Ab ® M3 N, @K KL+ WKL ® N+ N3 @ IVHE + THk ® N3
cov(AY'K,HYB) = K'SH' ® AVB cov(HYB,AY'K) = B'VA' @ HEK
cov(KYA,HYB) = A/VB® KXH' cov(AY'K,BY'H) = KXH' @ A'VB

Tabla 1
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