REVISTA DE MATEMATICA: TEORIA Y APLICACIONES 1994 1(1) : 47-55
CIMPA — UCR — CCSS ISSN: 1409-2433

ANALISIS DE TABLA MULTIPLES DE DATOS

WILLIAM CASTILLO ELIZONDO" JORGE GONZALEZ VARELA™

Resumen

Se presentan los dos métodos mas utilizados por la escuela francesa de Anélisis
de Datos para estudiar las tablas multiples: el método Statis y el Analisis Factorial
Multiple. Se analizan los tipos de datos que puede procesar cada metodologia y la
forma en que cada una define el “compromiso” para obtener la representacion simultanea
de los individuos/variables en un espacio principal. Ademds, se estudian los aspectos
computacionales en vista de una implementacién.

Abstract

Two methods for analyzing multiple data tables of the French Data Analysis school
are presented: the Statis method and Multiple Factor Analysis. The types of data that
can be trated by each methodology are analyzed and how they construct an average
simultaneous representation of the individuals/variables in the same principal space.
Moreover, computational aspects of an implementation are studied.

1. Introduccion

Frecuentemente nos encontramos con tablas de datos de tres indices, un indice para
identificar los individuos que son objeto de estudio, un segundo indice para las variables
que se han medido sobre esos individuos, y un tercer indice para las diversas situaciones
(instantes) en que las mediciones se realizaron.

El objetivo es analizar las semejanzas y diferencias entre las diferentes situaciones a
través de las configuraciones de los individuos y de las relaciones entre los diferentes grupos
de variables.

Hay, al menos, dos enfoques para este estudio: el de la Escuela Francesa con los métodos
Statis (Estructura estadistica de tablas de tres indices) [10] y el Anélisis Factorial Muiltiple)
[5], v los denominados Indscal e Idioscal utilizados fundamentalmente en Estados Unidos
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y Gran Bretana [3]. Existen ademds otros métodos de la escuela francesa, como el método
Longi [14] basado en el andlisis candénico y los andlisis de tablas multiples de contingencia
propuestos por Carlier [2].

Los diferentes métodos difieren en la forma en que se consigue un referencial llamado
compromiso que permite ubicar en un mismo subespacio los individuos de las diferentes
situaciones asi como las variables.

En lo que sigue resumimos los aspectos méas notorios del método Statis propuesto por
Y. Escoufier y estudiado por L’Hermier des Plantes en [10], y el Andlisis Factorial Multiple
propuesto por B. Escofier.

2. Analisis Conjunto de Matrices de Datos Cuantitativas.
Método Statis

2.1. Los Datos

Nos referiremos, como es usual en analisis de datos, a los puntos de muestreo como
individuos y a los diferentes parametros medidos como wvariables.

Suponemos que tenemos 7 tablas de datos Xi,...,X,, donde X esta provista de las
métricas My y D, obtenidas de las mediciones durante r anos.

(Xk7 Mk7 D)pkxn

Notaciones: X} : matriz variables x individuos de tamano p; X n, centrada respecto de
D.

n : numero de individuos (puntos de muestreo), el mismo durante los r anos.

pr : numero de variables durante el k-ésimo ano.

D = diag(p1,...,pn) : matriz de pesos, invariante durante los r anos, métrica en el espacio
de las variables IR™.

M, : métrica utilizada en el k-ésimo ano, en el espacio de los individuos IRP*.

El triplete (X, My, D) resume el siguiente diagrama de dualidad:
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Xk
E = IRPx F*

M. Vi = AX]CZ)AX;C D Wy, = X}(Mka

E* F=IR"

2.2. Estructura espacial de los individuos

La estructura espacial de los individuos en el ano k-ésimo estd determinada por la matriz
de productos internos entre individuos W}, = X; M}, X}, que son los operadores introducidos
por Y. Escoufier (1970, 1975 y 1976) [15].

Comparar las diferentes situaciones expresadas en cada tabla se reduce a comparar las
matrices W} correspondientes. Para tal efecto utilizamos la métrica de Hilberth-Smith y
construimos una matriz S de tamano m x n, de distancia entre tablas definida por:

Sij = <WZ, Wj><1> = t?‘Z(WZ’DWjD)

2.3. Imagen euclidea

Obtengamos una imagen euclidea de la nube {W7y, ..., W, } a través de la diagonalizacién
de S.

Sea P la matriz cuyas columnas son vectores propios de S, asociados a los valores propios
no nulos, y sea Q = PD s con D /5 = Diag(v/A1, ..., V).

Luego se tiene S = QQ’, de donde las filas de @, forman una imagen euclidea para
W, ..., W,}, ¢), la cual satisface las siguientes propiedades:

L (W, Wie = (Qi,Qj)1 = QZ-Q;- Una representacion plana optima, en el sentido de
inercia minima , de los Wj;, la obtenemos con las dos primeras filas de Q.

2. Si WhD = WeD 6 WiD = aWseD = Y] = Y5 6 Y7 = /aYs, donde Y7,Y5 son
las matrices de componentes principales (vectores propios de W7D, Wy D), por lo que
tendran la misma configuracién de individuos o configuraciones homotéticas.

3. <WZ, Wj>c1> =0« XZDX]/ =0
Configuraciones ®-ortogonales de los afios i, j se corresponden con grupos de variables
de los mismos anos D-ortogonales.
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2.4. Evolucion de individuos y variables
2.4.1. Obtencién del compromiso

Podriamos analizar las posiciones relativas de un individuo (resp. variable) respecto de
los otros individuos (resp. variables) al interior de cada una de las tablas, pero esto no
permitiria un buen anélisis evolutivo, pues es necesario un sistema de referencia comun en
el cual se representen adecuadamente las diferentes estructuras aportadas por cada tabla.
El compromiso propuesto por H. L’Hermier des Plantes [10], en el desarrollo del método
Statis, es considerar una expresion de la forma:

T
0= Z OéiWi
i
Las siguientes son dos formas de elegir los «;.

Compromiso 1 Buscamos el punto O € R respecto del cual la nube {Wy,... W, },
provista de los pesos p1,...,p, tenga inercia minima:

Io =Y _pilWi - Ol3
1

Como sabemos esto se tiene para «; = p; i = 1,...,7, es decir el minimo se alcanza cuando
O es el centro de gravedad de la nube. Si los pesos son iguales, el compromiso es la media
aritmética de la nube.

Compromiso 2 Buscamos un subespacio de dimensién igual a 1 U = CL{O} respecto
del cual la inercia I;; de la nube sea minima o bien su inercia respecto del ortogonal Ij; 1 sea
maxima. Como es conocido, tal cosa se tiene cuando O es la primera componente principal
del ACP de (X, I,®).

T

O=Xv= Z%’Wi con v = (a,...,q.)! vector propio de S, ||v||; = 1, asociado al
i=1

mayor valor propio A\q
Este compromiso tiene las siguientes propiedades:

Lo 01 =M = 1) 8Will? VI8 8:)' 1 =1

i=1

T T T
2 2 ¢
2. E <§ BiWi, Wiy < E (O, Wi)g = A1 Y||(Brs---,6:) 1 =1
=1 =1 =1
3. Si todas las situaciones conducen a configuraciones vecinas de los individuos, entonces
todos los «; seran sensiblemente iguales y el compromiso es proximo a la media ar-
itmética.
4. Si, por el contrario, el grupo es homogéneo pero hay unas pocas situaciones particu-
lares, éstas intervienen poco en la definicién del compromiso, es decir el compromiso
respeta las mayorias y descarta las eventuales minorias.
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2.4.2. Intraestructura
m
La factorizacién del compromiso Z «a; W; permite una representacion suplementaria de
i=1
los individuos a través de las filas de las matrices W;. Si consideramos los primeros ejes
obtenemos representaciones planas en las cuales podemos estudiar su trayectoria.
Para las variables, es posible proyectarlas sobre las componentes definidas por el com-
promiso, obteniendo las representaciones planas correspondientes.

3. Analisis Factorial Multiple

Con el fin de facilitar la implementacién computacional del Analisis Factorial Multiple
, .
(AFM), se presenta una versién algoritmica

3.1. Los datos

El sistema es alimentado con datos de un archivo que contiene a registros (individuos) y b
columnas (variables). Se admiten variables cuantitativas y cualitativas. El usuario selecciona
n registros y p columnas para formar un nuevo archivo, notado A, sobre el cual se aplican
las operaciones que siguen.

1. Si v es una variable cualitativa con m1,...,m; modalidades, se definen sus k indica-
trices como sigue: v;(i) =1 si v(i) = m; y v;(i) = 0 en otro caso.

2. Una variable v numérica puede ser transformada en cualitativa, asi: sean [a,b] el
rangode vy a < c; < c2 <...< ¢ =b (informacién suministrada por el usuario).
Se guardan las r indicatrices vy, ..., v, definidas asi: v;(i) = 1sicj_1 < wv(i) < ¢y
vj() = 0 en otro caso.

3. Para cada una de las variables 0—1 definidas anteriormente se aplica la transformacién

0s(1) = \/g donde ¢; = Y1 vg(7).

4. El usuario elige unas variables cuantitativas del archivo A, excepto las que fueron

transformadas, para estructurarlas en ¢ grupos y formar las matrices de datos X1, ..., X,.
Las variables cualitativas transformadas como fue indicado, son estructuradas en ¢
grupos para formar las ¢ matrices de datos Yi,...,Y;.

3.2. Analisis en componentes principales

1. Se realiza un ACP normado (es decir, centrado y reducido) de algunas tablas X
escogidas por el usuario. Similarmente, se hace un ACP centrado de algunas tablas
Y; escogidas por el usuario. Sean Zi,...,Z, dichas tablas centradas y reducidas o
solamente centradas, segiin sean respectivamente de variables cuantitativas o cuali-
tativas. Se graban las primeras d; componentes principales normadas cil, ... ,cili del
ACP de cada Z;, los valores propios A1; > Ag; > ... > Ay, de cada ACP y se hacen
los histogramas de los valores propios.
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2. Se forma la tabla
< AL 1/2Z1 A 1/2Zr )

y se realiza el ACP de Z), sin reduccién —esta matriz ya es centrada—.

Se graban las primeras componentes principales normadas Cf, ..., Cy, los primeros vec-
tores principales u1,...,u; vy los primeros k valores propios A1, ..., A; de este ACP; k es
suministrado por el usuario.

3.3. Representaciones usuales

1. En los planos determinados por los vectores principales del ACP de la tabla Z, se
representan la filas de esta tabla en la forma usual. Las filas a representar deben ser
indicadas por el usuario, asi como los ejes. La coordenada de la fila x; de la tabla Z,,
sobre el vector principal u, se expresa por la férmula

coord,,( Z TipUp

2. En el circulo de correlaciones del ACP de Z,, se representan las columnas de Z,, previa
reduccién de las variables cuantitativas. En el caso de las indicatrices, el efecto de las
ponderaciones se elimina multiplicando la columna j de la matriz )‘1_k1/ 2 Z;. por el factor

A 1
1—c15k/n /2

Las columnas en 7, asi como las componentes principales, son escogidas por el usuario.
La coordenada de la variable 2’ en la componente principal C; se calcula mediante la
férmula

coordg, (z7) Z T thh

3.4. Representaciones suplementarias

1. Se pueden representar en suplementario los individuos caracterizados por los diferentes
grupos de variables. En este caso un mismo individuo aparece tantas veces como grupos
de variables hayan. Los elementos que van a ser representados, asi como el ntimero de
planos, son especificados por el usuario. La coordenada del individuo ¢ caracterizado
por el grupo de variables j, sobre el vector principal u se calcula mediante la férmula

coord,( Z T lul

donde
» ;= (z}...27) es la i-ésima fila de la matriz Z, y, :L'f = (:Egl, . :EZp ) el vector
de coordenadas del individuo ¢ respecto del grupo de variables j, dadas por las

columnas de la tabla )\l_jl/ 2Zj.
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J J

!,...,u") un vector principal del ACP de Z, y v/ = (u},...,u},).

| — (u
Junto con esta representacion se hace la de los individuos promedio %x donde x
es una fila de Z,.

2. Para cada modalidad j —variable cualitativa 0-1—, se representa el centro de gravedad
gj, de los individuos que la poseen, caracterizado por el grupo de variables Gs o por
la totalidad de las variables. La coordenada de g; en el eje u es, para la totalidad del
grupo de variables:

m
coordy(g;) = Y _ gjnun
h=1

y para el grupo de variables G es:
Ps
coordy(g;) = Y gipui,
h=1

donde uy,, uj fueron definidos antes y g5, = % Y oc 1; Tshs I; es el conjunto de filas de
J

Zp, que poseen la modalidad j y ¢; su cardinalidad. Por otra parte, g]“:’h es g;p, referido

sélo al grupo de variables G5 dadas por las columnas de la tabla )‘1_31/ 2Zs.

Se permite hacer una representacién simultdnea de las filas de Z,, de los individuos
promedio, de los individuos caracterizados parcialmente por los grupos de variables y
de los centros de gravedad.

3. El usuario escoge algunas de las componentes principales c{, . ,cgj del ACP de Z;,
para ser proyectadas en el circulo de correlaciones del AFM. Sus coordenadas en el
eje Cy se obtienen por medio de la férmula

n

: 1 :
coordg, (c}) = - > Cu
h=1

3.5. La inter-estructura

Siguiendo la misma idea que en el método Statis buscamos un procedimiento para rep-
resentar la evolucion de los grupos de variables por medio de configuraciones planas. Se
prueba que cada operador W;D tiene como coordenadas sobre el eje de rango ¢ en el sis-
tema referencial determinado, las cantidades L(Ct,Gj) = Zvecj 37 Cinop)? donde vy, y
Cyp, son las coordenadas de v y Cj respectivamente. Aqui G; es el grupo de variables de
la matriz Z;. Se debe advertir que las variables v € G corresponden a las columnas de la

matriz Al_jl/sz

3.6. Indices de calidad

La calidad de la representacién de un elemento —una fila o una columna—, depende de
su inercia proyectada sobre un eje o un plano. Si se trata de la calidad de la representacién
de un conjunto de elementos se hace la suma de las inercias proyectadas por esos elementos.
En el caso concreto del AFM tenemos:
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Para cada fila z = (z1,..., 2y ) de Z, se calcula la calidad de su representacién sobre
un vector principal v = (uy,...,uy) del ACP de Z,, por la férmula
2
cos?0,, — (coordy(z))

21:7;1 33?

Igualmente se calcula la calidad de la representacion de los centros de gravedad g; de
una modalidad j, sustituyendo en la férmula anterior las coordenadas de x por las de

95

La calidad de la representacién de las columnas —las variables—, en la direccién de CY

se calcula a partir de las columnas de Z,, previamente reducidas, lo cual es el cuadrado

de la correlacién entre la columna y el eje Cy. Esto es, cor?(z7, Cy) = [coorde, (27)]?.

Sea :L'f la fila 7 en la matriz Z,, pero caracterizada sélo por el grupo de variables j. La
calidad de la representacién de la nube N; = {zl|i = 1,...,n} en el eje us es:

. 1
Ius («]) = ﬁ Z(Coordus (x2)2
T

donde I; es la inercia total de la nube N;. Esto es; I; = Zii1 Asj-

La importancia del factor comin de rango ¢ en el grupo de variables G; se mide por
medio de los siguientes indices:

» Se compara la importancia de este factor en el grupo G; en relacién con la
importancia de los otros factores:

L(Gj, Cy)
Sh_1 L((Gy,Ch)

it =

» Se compara la importancia de este factor en el grupo G en relacién con su
importancia en los otros grupos:

L(G;,Cy)
> h=1L((Gh, C1)

Bji =

La presencia del factor de rango ¢ en el grupo de variables GG; también se evaliia por
medio de la correlacién entre las componentes principales Cl, ...,Cy v los vectores
Fl = (F’ , Fi,) donde FY. = coord, (z7).

MEIEEE

Es decir, para cada vector principal u, se calcula

Z (F] FJ )Ctz

¢zz (I, — )

corr F
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