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INTERPOLACI()N DOBLE DE HERMITE
Y SU APLICACION A METODOS RUNGE-KUTTA
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RESUMEN

En este articulo se presenta un método numéri-
co para resolver el problema de valor inicial:

y (x) = f(x,y(x)),
con y(a)UIR",
para f: [a,b]x R® —» R",

haciendo uso de un método de extrapolacion para:

{7

y se muestra un ejemplo obtenido con la ayuda de
Mathematica.

Ademas, se presenta el método de interpolacion
doble de Hermite, para métodos de Runge-Kutta.

ABSTRACT

In this paper we introduce a numerical method
to solve the initial value equation:

y (x) =f(xy(x)),
con y(a)UIR",
para f: [a,b]x R* — R",

by using an extrapolation procedure for:

0%

We show one example with the help of the
Mathematica program.

Further we present a double Hermite numeri-
cal method for Runge-Kutta methods.



Introduccion

Estudiaremos métodos de interpola-
cion de Runge-Kutta y su relacion con al-
gunos tipos de polinomios interpolantes.
Dentro de esta tematica, analizaremos el
proceso de interpolacion por polinomios
de Hermite, sobre la base de métodos de
Runge-Kutta.

Conceptos

Recordemos que un método de Run-
ge-Kutta explicito, de un paso, de p nive-
les, se define formalmente de la siguien-
te manera [1,2,6,12]:

n(z +h) =n(z) + b)Y vK;
=1
con:
@y = 0
Kl(zvyvh') o= f(x’y)
Ky(z,y,h) = f(z+ azh,y+ hB21K,)
p—1
KP(I) Y, h) = f($ -+ aphay +h ﬂlel]
=1
en donde:

(aj)7 .7 = 27' Y 2 (prk); (’716) son las
constantes del método y fes una funciéon
polinomial dada.

Esto se puede representar mediante
un esquema paramétrico, de la siguiente
manera:

(25} .811

(&5} ,321 ,322

xy ﬁpl ,Bp2 ,Bp3 M IBPP
2! Y2 Y3 - p

ap+1
con. f : [a,b] x R — R".
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El mismo método, en forma, implici-
ta, admite la siguiente representacion:

n(zx + h) = n(x) + hifyjK’j

Je=1
con:
Ki(z,y,h) = f(z,y)
Ky(z,y,h) = f(z+ azh,y+ h(B21 K1 + B2K2))
Koleh) = S+ oph,y + h(BpK)
en donde:

(@3):5 = 2,2 : (Bpk); (%) son constantes
dadas del método, es decir se autollama'y
requiere por lo tanto resolver un sistema.

Una rutina en Matemathica 4 que re-
suelve el problema anterior es el siguiente:

BeginPackage [“Runge-Kutta”] Rksimple::usage =
"RKsimple[ {el,e2,...}, {yl,y2,..}, {al,a2,. integra nu-
méricamente las funciones ei como funciones de los yi,
con valores iniciales az. El procedimiento integra en pa-
sos del tamano 47, de 0 a #7

Begin[” ‘Private*”]
RKStepl{f_y._y0_dt] :=
Block[{¥1, k2, k3, k4},
k1 = dt N[ f /. Thread[ y -; y0] ;
k2 = dt N[ f /. Thread[ y -; y0 + k1/2] ;
k3 = dt N[ f /. Thread[y -; y0 + k2/2] };
k4 = dt N[ f /. Thread|y -; y0O + k3] ;
¥O + (k1 + 2k2 + 2 k3 + kd4)/6
] \
RKsimple[f_List, y.List. yO List, {t1_, dt.}] :=
NestList{ RKStep(f, y, #, N|dt]&, N[y0], Round[N[t1/dt]]
Length[f]==Lengthfy]==Length[y0]

RKsimplel[f list, y_list, y0_list, {t_, t0_, t1_, dt.}] :=
Block[{res},
res = RungeKutta] Append[1,f], Appendt,y], Append

t0,y0
, {t1-10,}];
]
Length[f] == Length[y] == Length{y0]
End []
EndPackage]| |
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Ademas:

f:la, b} — R"

f

In

Se llama una funcién polinomial, si:
fi : [ayb] _)]R,’Z= 1,"',n

es una funcion polinomial. Definimos el
grado de f=sup grado [fil,comi=1,---,n

La interpolacion doble de Hermite f,
con respecto a

{zo <z < o <2}

con X € [a,b], es un polinomio Pj de
grado a lo sumo (2p + 1) y con Pj tal que:

13]'(1.1') = fj(xi)ai=0,17"'7p
'I)JI(:ES) = f_;(mi))izoala"'yp

donde:
P:la,b] — R"
Py(z)
T — :
Po()

es el polinomio doble de Hermite de f y
satisface:

P(z;) = flz:) ,i=0,1,-...n
P'(ﬂl,') f’(:v,‘) ,i=0,1,---,n
Observemos que el grado de P es alo
sumo (2p +1).
Llamamos polinomio moénico doble
interpolante, a un polinomio

P:la,b)] — R
Py(z)
z — :

P.(z)

donde:
pi(z:) = y;(zs) ,i=0,1,---,p
pi(zi) = yi(z:) ,i=0,1,---,p
tal que:
plz:) = f(z:),i=0,1,---,n
P(z) = fi(z),i=0,1,---,n

es de grado minimo.

Interpolacion doble

Mediante interpolacion doble, el po-
linomio de Hermite en una variable, es
de la forma:

H(t) = ap + azt + 0at® + ast®
En el caso de n variables:

Hiy(t)
H(t) =
H,(t)
y en donde los coeficientes tienen la so-
lucion Gnica:

0) +4i0) _, 3(0) = ()

Qs =

(a—b) @=b)?
N CRTE N
o; = yi(a) -a- y;(z — ;",/ ) + 3abas;
2 0 e —a3 2
o = yi(e) - ayi(a) +92_ y‘(‘(l‘i = :Il)li(b) _ 42-311 b'aa.'
Observemos que:
ue) = ulo)+ o - i) + E2 L (e
yi(z) = wild)+ (z - byi(d) + (—x;!—b)z.y?)(gﬁ)
con
1iy €2 E]a, b[, parai=1,.---,n
Luego:
yi(z) = %) ‘;' 4(®) | (z~a)yi(a) ‘2" (@= by
‘(‘{‘;—a)“y.{z}(fn) + (—z—;—;ﬂ-'y.@ (&2)

coni=1,...,n.
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De acuerdo a [14], obtenemos que el
caso de tres puntos:

- )z - 252 M
ue)-Hie)| < EEBEA o g 96) 2 € [

< (22— z)M;
S Ty
W) - H{z)| < (z=21)(2 - 7;2)'(12 - y)-M;

(22 =21 M; :
——F———parai=1n

IA

= OW);h=1,-1
Por lo tanto:

zy — z1)" M

|| y(z) = H(z) §< (z2 . ,con M = sup{M;,i=1,---,n}

es decir:
| ¥i(2) — H'(2) |< (22 — 21)>-M

Interpolacion doble spline
de grado tres

En la construccion del polinomio de
interpolacion de Hermite para métodos
de Runge-Kutta, haremos lo siguiente:

Para la funcién f [a,b] x L0 y g’
dado, donde g’(x) = f(x,g(x)), vamos a
proceder de la siguiente manera: un h >
0, h variable, decimos que se acepta si
con el se cumple una condicion del tipo
Runge-Kutta-Fehlberg o similar.

Ahora, si un h > 0 se acepta, entonces
en el intervalo [a, a + h] consideremos el
problema g’ (x) = f(x,g(x)), con g(a + h)
aceptado como valor correcto.

Luego, en el método de interpola-
cion, para los intervalos

[e,a+h,[a+hyya+hy+ho o [athy+hytee+hog,athy+hyt e+ by

se van asumiendo como correctos, los
valores

y(a), ¥ (a),¥'(a + 1),y (@+ hy + ha),- -,y (a+ Ry + ha+ -+ - hy)

Para el caso de una variable, hacemos
la siguiente construccion del polinomio
de Hermite.
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Sea
f:la,))— R conf € C*daday f Lipschiana.
¥ (2) = f(z,y(z)) , con y(a) dado.

El primer polinomio de Hermite,
H,, (x), se calcula en [a, a + h,] y satisface
que:

Hy(a) = y(a)
@) = ¢(o)
Hy(a+h) = yla+h)
m@a+h) = (a+h)

Para el segundo polinomio de Her-
mite, H ,(x), se calculaen [a+h,a+h+
h,] y satisface que:

]

Hh,(a + hl
H;,z(a + hl

yla+hy)
y(a+h)

)
)

Hh,(a‘l' hl + hz) = y(a +hy + hz)
)

H;,z(a + h] + hg = y'(a+ h] + hz)

Y asi sucesivamente, hasta el polino-
mio de Hermite, H, (x).

Dados dos puntos, estamos aproxi-
mando la solucién por una funcién poli-
nomial spline de grado tres, que en mu-
chos casos aproxima de manera adecua-
da. Ahora, ¢qué pasaria en ["?

En 0%, tenemos que:

fila, bl x RY — R
con
g' () = f(=z,g9(=))
y g(a) = g, dado.
Aplicaremos la interpolacion en n va-

riables, para [I¥siempre con la norma Il
11; esto quiere decir que vamos a buscar:

H : [a,b] — RY
spline interpolante, en el siguiente sentido:

H(a) = g(a)
H(b) = g(b)

H'(a) = ¢(o)
H'(b) = ¢'(b)
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con:
g:[a,b] — RY
g1(x)
g(z) =
gn(x)
Definicion:

Dadala funciéon y: | — [0, conI-[a,b]
y f € C*, con y(a), y(b), y(a), y(b) cono-
cidos, entonces:

H :[a,b] — RY

es una funcion interpolante si:

H,
H = :
H,
donde:
H(’iazi'f'h) : [IB.‘,III,-+I.] — RV
con:

Heziam(zi) = y(z)
H{z¢,1;+h)(zi) = y,(xﬁ')

y cada H' es un polinomio de Hermi-
te doble, de grados a lo sumo tres.

Nota

Al hablar de interpolacion sobre un
intervalo en 0%, se tiene presente la si-
guiente definicion:

H :[a,b] — RY
es polinomial es polinomial = H, donde:

H(z) = ap + oy + 2%z + 703

Los son las condiciones para los g,
donde a. € [IN. Es decir:

a;‘
ay =

«;

o'+ zoy'+ ot rlos!
H(z)=
o+ o+ e+ eV

En [8] se demuestra que:

Teorema de Kansy

Dado el problema del valor inicial:

¥’ = f(xy(x)),

a<z<b,cony(a) € R", dado,

para f : [a,b] x R"* — R",

Sea P(x) el polinomio de grado mini-
mo, el cual interpola la solucion local p:
[a,b] —» O, de acuerdo a:

P(&)
P'(&)

u({k),k=0,1,-~-,p—1

“’({k) 7k=0’11"')p_l

[}

con:
fk = Tn,j(k) » k= 1,"',?“' 1
Sea H >0, tal que p e C**[x , x + H],
entonces, [0 2 >0, con A< H:

0<k<(2p—-2),yzn<L2z<on+h<z,.+H
se cumple que:

h(2p—2—F)
(k) — p® < (2p—2)
40 (@) — PO(@) IS maz || w2 | G

sobre [x
variable.

Del teorema de Kansy anterior y con
las mismas hipotesis, obtenemos la si-
guiente variacion:

X, + h], con h medida del paso

n’

Teorema:

Dado el problema de valor inicial:
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y' = f(x,y(x)) ,con £ Lipschitz,
a<z<b,conya)eR"
dado, para

Si # € C*?[zn,zn + H] | entonces, para:
0<sks(2p-2)yx,<x<x +h<x +H,
se tiene que:

PO(a) - 4 (a) = of?*17)

sobre [x, x + ], con p >3.

n’?

Demostracion:

Puesto que:

h2p—2——k —_ hp+1-k R hp—»3

y h*’ es positivo, entonces:
p—-3>0,conloquep>3.

Método Grigorief-Euler [9]

Desde el punto de vista numeérico, al
dar un método de orden p, usualmente
se construye un método canodnico de or-
den p+1 que sirva de apoyo al primero, y
en donde se considera un error en x del
meétodo, al valor:

| Mpy1(2) — My(z) |< Tol ; Tol prefijado, de
las soluciones.

A manera de ejemplo, mencionemos
que esto es lo que ocurre en el método
de Runge-Kutta-Fehlberg [10], dado a
conocer por Fehlberg en 1970 y en el
cual usa el método de Runge-Kutta de or-
den cinco para estimar el error en el mé-
todo de Runge-Kutta de orden cuatro.
Una ventaja clara de este método es el
que requiere seis evaluaciones de la fun-
cion por paso, contra diez evaluaciones
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en el método de Runge-Kutta de orden
cinco.

Vamos a analizar el método Grigo-
rief-Euler en 0"

Dado el problema de valor inicial:

Y'(z) = f(z,y(z)),
con y(a) = yo € R” dado,
para f : [a,b] x R® — R",

h
f=1: fizla,t] x R" — R
fa

para t [a,b], y, de manera usual, es-
cribimos:

Sf1
21 (¢, 2)

3f=
Bz, &)

9
é—mii(t, ) =

Sfn )
o= (¢, 2)

parai=1,..n
con

of

Iy Bz,

continuas, el método Grigorief-Euler se
define como: para h>0, con:

se aproxima primero y(a+h) por medio
del método de Euler:

Vo) = ylo) + 517(0,9(0) + fla+hafa+ b))

"y (a,4(0) 80
f .

- igleso+|
5;{; (a,9(e)) - 31(a)

O (o o+ ) gfa+H
of o
Tio+hatari)- |

oL fwthalo+B) s+
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h %

hERn,h——- ah>0,y’=

h Yn

Para el método de Grigorief-Euler,
ponemos:

yl@) = o

ya+h) = yla)+hf(ayla))

Luego definimos:
h h
y(a.+ '2-) = H(a+ 5)
na+h):=H(@+h);conz < %

nN(a+x) es el método de extrapolacion po-
linomial: y se sustituye por Zen a, a + h/2;
(a+ h/2)es el polinomio de Hermite.

Debemos notar que, en la parte que
modificamos del método Grigorief, con
el algoritmo elegido de Euler, pudimos
haber usado cualquiera de los métodos
tradicionales conocidos, segiin los deseos
e intenciones del usuario.

Teorema:

El método de Grigorief-Euler es de al
menos orden cuatro.

Demostracion:

Emplearemos 11 1I, como norma. Sea
n el método.

h

lua+3)=nla+ D)1 = Iyla+h) - yle) ~ pif(au(@) + fla+hy(a+ h)]

2L (o (@) -sh(0)
w of c
- pla@ye)+ :

2w yte) shte)

'Tn,

2L o+ hyla+h) vha+h)

- Lt hyarn)- : 1=l

oL@+ hy(a+ 1) syla+h)
hz

h
yl(a+h)*y1(“)‘§'14—ﬁ'3

=1 lloo

h h?
yn(a+h)—yn(a)—§~A——~B

12
Donde:

A=f(a,y(a)) + fla+h,yla+h))

T(a) 140

L o) 40

?—f—(a+h,y(a+ R))-y1(a+ k)

3:61
9
~ Wbyt -
a of
5@t hyle+h)-gn(a+h)
Oz,
Como:
ot B =ma+ B = |ulath) = @)+ 25(o,2:@) + Sa + hyua+ W)
- Bk (o) + 2o, o) i)
- et b+ 1) - St 1) (e + ]|
< O(K)

Como este método es generalizado a
y preserva el orden en cualquier norma
computarizable, queda demostrado el
teorema.
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