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Resumen

Se presentan tres ejemplos sencillos de programas que ayudan, al programador novato, a entender riapidamente qué es

recursividad y cémo funciona .

Summary

Three simple examples are the conduit to lead the novice to an easier learning of recursion and how it works

1. INTRODUCCION.

Desde que fui estudiante siempre he sabido lo
dificil que es entender qué es la recursividad y
para qué sirve en computacién. Para muchos la
unica forma de aprender a dominar esta
importante técnica de programacion es correr
mentalmente muchos programas recursivos,
hasta que, por insistencia, se llega a entender de

es una aplicacién muy simple de recursividad
para crear un comando .bat para el sistema
operativo DOS/pc. El segundo es el famoso
¢jemplo del factorial escrito en Pascal, y el
ultimo es el clasico recorrido PID (Proceso-
Izquierda-Derecha) para drboles. Cada ejemplo
ilustra un componente diferente del concepto de
recursion.

1. ADONDE. bat: un comando DOS recursivo

C:

e i S e e Sl +

| | | | | | |

BAT BIN DOS JGO LEN O0S2 UTL WINDOWS
| --NU |--ICON
| --NU4 +--SYSTEM
+--XTG

Figura 1

qué trata este asunto. Como profesor, he tratado
de explicar este importante concepto y, con el
tiempo, he encontrado las tres formas de hacerlo
que expongo aqui.

Como 1la recursividad es wun concepto
fundamental en computacién, quiero compartir
mi experiencia en la ensefianza de esta técnica
de programacién.  Agradeceré  cualquier
sugerencia que ayude a mejorar este trabajo.

Presento tres enfoques diferentes, cada uno un
poco mas complejo que el anterior. El primero

Como los discos duros de los computadores
personales son cada vez mas grandes, contienen
mas y mas programas. Por ejemplo, en mi disco
duro tengo 1,400 archivos y programas
diferentes. Para organizar el disco duro, y evitar
que los programas aparezcan todos juntos, el
sistema operativo DOS permite distribuir los
archivos y programas en directorios.

Para organizar los directorios en mi disco duro
he usado las sugerencias expuestas en [Arg-91].

! Profesor Escuela de Ciencias de la Computacién e Informatica.

Fac. de Ingenieria. Universidad de Costa Rica.
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El resultado es una estructura de directorios
como la de la Figura 1. Cada vez que desde la
linea de comandos DOS el usuario llama a un
programa, DOS lo busca en el directorio actual,
y si no lo encuentra, lo busca en la lista de
directorios definida por la variable de ambiente
PATH. El comando SET sirve para desplegar el
valor de todas las variables de ambiente en uso.
En mi caso, las variable de ambiente que uso
son las que estan en la parte superior de la
Figura 2. Como programador, tengo una manera
de organizar mi disco duro diferente a la de la
mayoria de la gente. Otras personas usan un
PATH como el de la parte inferior de la Figura
2,

cual es muy incémodo. Por eso decidi escribir el
comando ADONDE.bat que encuentra un
programa en el PATH actual. En la Figura 3 estd
el resultado de ejecutar ADONDE.bat para
encontrar los nombres de archivos cuyo prefijo
es "comm", y luego "adonde".

ADONDE.bat recibe dos argumentos. El
primero es un prefijo del nombre del comando
que uno busca, y el segundo es una lista extra de
directorios en donde buscar, ademas de los
directorios mencionados en la variable de
ambiente PATH. ADONDE.bat imprime todos
los archivos que corresponden al comando
buscado.

PROMPT=$P$G
COMSPEC=C:\BIN\COMMAND.COM
DELDIR=C:\DELETE, 2048;
NU=C:\UTL\NU
VDE=C:\BIN\VDE

TMP=E: \TMP

TEMP=E:\TEMP

PATH=C:\UTL; C:\BAT;C:\UTL\NU; C: \UTL\NU4;C:\DOS

PATH=C:\DOS; C: \WINDOWS; C: \WP; C:\LOTUS; C: \FAXIT;C:\XTPRO

:\ARTICULO>adonde comm*
:\bin;e:\tmp
:\DOS\COMMAND. 620

:\DOS\ COMMAND.COM
:\bin\COMMAND.COM
:\bin\COMMAND. 500
:\bin\COMMAND. 620
:\bin\COMMAND. 622
:\ARTICULO>adonde adonde
:\BAT\ADONDE . BAT

Figura 3

o000

Independientemente de cOmo esté¢ organizado
nuestro disco duro, todos necesitamos un PATH
para que DOS encuentre los programas que
usamos. A veces necesitamos saber en qué
directorio se encuentra un programa, y para

Figura 2

Mi primera idea para  implementar
ADONDE.bat fue crear el comando que estd en
la Figura 4 (los puntos suspensivos indican que
el comando completo debe escribirse en una sola
linea).

for %$%d in (.;%path%;%2;%3;%4) do
if exist $3d\$1*.* for $3f
in (%%d\%1*.*) do echo %%f

La explicacion del comando de la Figura 4 es la
siguiente: el primer FOR sirve para sacar de la
variable de ambiente PATH cada uno de los
directorios. Para que la busqueda incluya al
directorio actual se agrega ".;" al principio, y al
agregar a los argumento %2;%3;%4 al final,
entonces la busqueda también incluird a los
directorios definidos por esos argumentos.

: ADONDE.bat ==> Fin de archivo

:: ADONDE.bat ==> Encuentra un archivo en el PATH actual
for %$%d in (.;%path%;%$2;%3;%4) do ...
. if exist $%d\%l*.* for %%f in (%%d\%1l*.*) do echo %%f

Figura 4
En la Figura 5 esta el valor que recibe en cada
argumento ADONDE.bat cuando s¢ le invoca.

hacerlo debemos verificar uno a uno los
directorios que se¢ mencionan en el PATH, lo
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El IF en la Figura 4 sirve para determinar si
existe, en alguno de los directorios escogidos por
el primer FOR, algun archivo de los denotados
por la miscara que ADONDE.bat recibe como
primer argumento (%1). Si ese archivo existe el
segundo FOR se encarga de desplegarlo en
pantalla. Para no obligar al usuario de
ADONDE.bat a escribir el nombre completo del
comando que busca, en el IF se agrega un
asterisco al nombre del archivo buscado. Por
ejemplo, si el valor de "$%d" es "C:\DOS", y si
"$1" es "comm*", entonces el IF evaluard a
VERDADERO si existe el archivo
"C:\DOS\comm**.*" (con tres asteriscos).
Esta mascara denota a los dos archivos

: ADONDE.bat ==> Encuentra un archivo
en el PATH actual
@echo off
@if not (%_depures)==()
echo %0 %1 %2 %3 %4
@for %%d in (.;%path%;%2;%3;%4)
do call %0 +++ %3d %1
:: ADONDE.bat ==> Fin de archivo

_ADONDE.bat ==> FOR anidado para

ADONDE.bat
@echo off
@if not (% _depure%)==()
echo %0 %1 %2 %3
@if exist %2\%3*.~*
for %%f in (%2\%3*.*) do echo $%%f

: _ADONDE.bat ==> Fin de archivo

Figura 6

C:\ARTICULO>adonde comm* c:\bin;e:\tmp a:
$0 %1 $2 %3 %4
(.;%path%;%4)==(.;C:\UTL;C:\BAT;C:\DOS;a:)
Figura §
C:\DOS\COMMAND. 620 y | El resultado de esta cirugia se muestra en la

C:\DOS\COMMAND.COM que aparecen en la
Figura 3; el FOR anidado en la Figura 4 sirve
para obtener el nombre exacto del archivo (por
ejemplo, C: \DOS\COMMAND. 620), a partir de
la mascara (C: \DOS\ comm* * . *). La labor del
FOR anidado es precisamente desplegar el
nombre completo del archivo. De hecho, sin este
FOR, ADONDE.bat solo desplegaria la mascara
(C:\DOS\ comm** , *).

A pesar del andlisis tedrico de los Wltimos
parrafos, al correr esta primera version de
ADONDE.bat la computadora despleg6 el
mensaje de error "FOR no se puede anidar®. No
queda mas que partir el comando ADONDE.bat
en dos, para que no queden los comandos FOR
anidados. Para eso hay que crear un comando
nuevo en el archivo _ADONDE.bat (con guién
al principio), ¢ invocarlo desde ADONDE.bat
(sin gui6én al principio) mediante el comando
"CALL" de forma que, al terminar la invocacién
de _ADONDE.bat, el control de ejecucién
vuelva al comando llamador ADONDE. bat.

Figura 6. El nombre con que ha sido invocado
un comando DOS siempre es el argumento
numero cero del comando (30). Por eso en la
invocacion:

call %0 +++ %%d %1

el argumento %0 es sustituido por la hilera
"ADONDE". Al concatenarle al guién () esta
hilera, resulta el nombre " ADONDE" del
comando auxiliar que se debe invocar.

Con esta division en dos archivos de
ADONDE.bat se¢ obticnen los resultados que
aparecen en la Figura 3. La letra "@" (simbolo
de arroba) al principio de cada comando evita
que DOS despliegue en la pantalla cada
comando antes de procesarlo; la variable de
ambiente "_depure" sirve para desplegar los
valores de los argumentos con que los comandos
ADONDE.bat y _ADONDE bat son invocados.
El resultado de usar esta traza de ejecucion, algo
rudimentaria, se muestra en la Figura7. El
nombre del comando que se invoca es lo que
aparece primero en cada rengldn (%0).
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C:\ARTICULO>set

path=C:\UTL; C:\BAT;C:\DOS
C:\ARTICULO>set _depure=cualquiercosa
C:\ARTICULO>adonde adonde C:\bin
e:\tmp;d:

adonde adonde C:\bin e:\tmp d:
_adonde +++ adonde

_adonde +++ C:\UTL adonde
_adonde +++ C:\BAT adonde
C:\BAT\ADONDE . BAT

_adonde +++ C:\DOS adonde
_adonde +++ C:\bin adonde
_adonde +++ e:\tmp adonde
_adonde +++ d: adonde

Figura 7

La implementacion de la Figura 6 es correcta
pero tiene un problema muy grande: requiere de
dos archivos de comandos, y eso es poco
elegante. Lo 16gico es fusionar estos dos
archivos en uno solo, que contenga tanto el
codigo de ADONDE .bat como el de

_ADONDE .bat. Para lograrlo es necesario
determinar cual de las dos partes del codigo hay
que cjecutar. Para esto se usa el primer
argumento del comando: si es la hilera "+++", la
seccion de codigo a ejecutar es la que
corresponde a _ADONDE .bat (con guién); de lo
contrario se debe ejecutar la de ADONDE .bat
(sin guién).

:: ADONDE.bat ==> Encuentra un
archivo en el PATH actual

18 - Versién consolidada
@echo off
@if not (%_depure$)==()

echo %0 %1 %2 %3 %4

@if (%1)==(+++) goto _adonde

:adonde

:: ADONDE.bat ==> Encuentra un
archivo en el PATH actual

@for %%d in (.;%path%;%2;%3;%4)
do call %0 +++ %%d %1

goto _fin

:_adonde
_ADONDE.bat ==> FOR anidado para
ADONDE.bat
@if exist %2\%3*.* for %%f in
($2\%3*.*) do echo $%%f
: Fin de archivo: _ADONDE.bat
fin

:: ADONDE.bat ==> Fin de archivo

Figura 8

La Figura 8 es el resultado de consolidar, en un
solo archivo, los dos archivos de la Figura 6. La
hilera "+++" fue elegida porque ningin
programa se¢ puede llamar "+++.exe" (DOS no
permite que el nombre de un archivo incluya el
caracter "+"); esta hilera se usa para separar el
codigo de _ ADONDE bat del de ADONDE .bat,
y el primer IF permite distinguirlos.

C:\ARTICULO>set
path=C:\UTL;C:\BAT;C:\DOS
C:\ARTICULO>set _depure=cualquier_cosa
C:\ARTICULO>adonde adonde C:\bin
e:\tmp;d:

adonde adonde C:\bin e:\tmp d:
adonde +++ . adonde

adonde +++ C:\UTL adonde

adonde +++ C:\BAT adonde
C:\BAT\ADONDE.BAT

adonde +++ C:\DOS adonde

adonde +++ C:\bin adonde

adonde +++ e:\tmp adonde

adonde +++ d: adonde

Figura 9

Al correr la version de ADONDE.bat de la
Figura 8 con los mismos argumentos de la
Figura 7, la traza de ejecucion que se obtiene es
la de la Figura9. Estas dos trazas son
practicamente iguales, pues solo difieren en el
nombre del comando anidado ("adonde" vs
* adonde"). Como las dos trazas son tan
similares, es natural pensar que el codigo de la
Figura 6 es equivalente al de la Figura 8.

En la Figura 8 se uso el argumento "%0" para
disfrazar el llamado que "ADONDE.bat" hace
cuando invoca a "ADONDE .bat +++"; de hecho,
la traza de ejecucion de la Figura 9 no cambia si
se remplaza "call %0" por “call adonde". En la
Figura 10 se¢ muestra una version simplificada
del ADONDE.bat de la Figura 8 en donde si
aparece el llamado (recursivo) que el comando
ADONDE .bat se hace a si mismo. El examen de
este codigo brinda la primera luz sobre qué es y
codmo funciona la recursividad.
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los argumentos que recibe sélo cuando la
variable de ambiente *_depure" esta definida).

:: NUNCA.bat ==> Comando recursivo
que nunca termina...
@if not (% _depure$)==() echo %0 %1 %2
%3
@call NUNCA.bat %1 %2 %3

: NUNCA.BAT ==> Fin de archivo

Figura 12
El examen del codigo del comando
ADONDE .bat nos sirve para entender una de las
aplicaciones de la recursividad: fundir en una
sola dos o mas rutinas relacionadas. En este
ejemplo se nota que cuando se usa recursividad
es muy importante que al ejecutar la rutina se
retenga la posicién desde donde se hace cada
invocacion; de la traza de la Figura 11 se puede
ver la importancia de que, después de terminar
la ejecucion de cada una de las invocaciones
recursivas (en _ADONDE.bat), se retorne al
lugar desde donde se hizo el llamado (en el FOR

termina cuando ha procesado el argumento del
directorio actual (.).

La aplicacion de la recursividad que se ilustra
con el comando ADONDE.bat no es la mis
comun, pues cuando se usa recursividad no solo
es necesario recordar la direccion de retorno
para cada llamado recursivo, sino que también
es necesario usar memoria adicional para
almacenar el valor de las variables locales
usadas en cada invocacion. En la siguiente
seccion se ilustra esto usando la funcién
factorial.

2. FACT(): UNA FUNCION PASCAL
RECURSIVA

Un e¢jemplo que con frecuencia se usa para
explicar la recursividad es la funcién entera
[y )

factorial, que se denota n!. El factorial de “n" se
calcula multiplicando todos los numeros desde

Fact (n) =n * (n-1* ... * 2 * 1) = n!
Fact(n-1) := (n-1 * ... * 2 * 1) = (n-1)!
Fact (n) = n * Fact(n-1) := n!
Figura 14
que esta en ADONDE bat), pues de lo contrario | "1" hasta "n".

no se ejecutarian los otros 1lamados recursivos.

C:\ARTICULO>set

path=C:\UTL; C:\BAT; C:\DOS
C:\ARTICULO>set _depure=cualquier cosa
C:\ARTICULO>adonde mov d:

adonde mov

adonde +++ mov

Figura 13

La Figura 13 es la traza que muestra el efecto
que tiene olvidar la posicién de retorno en la
invocacién recursiva. Para obtener esta traza
bast6 eliminar del comando ADONDE.bat en la
Figura 10 el comando "call". De esta forma
DOS no recuerda la posicion de retorno del
comando. En esa traza hay solo dos llamados: el
inicial y uno recursivo. Como el recursivo no
regresa al punto de invocacién, el comando

De acuerdo a la definicion de n!, para cualquier
nimero entero se dan las igualdades de la
Figura 14, en donde el factorial se define en
términos de si mismo: esta es la esencia de la
recursividad.

Al desarrollar la formula del factorial de la
Figura 14 para el caso especifico n=4 se
obtiene el desglose que se muestra en la
Figura 15.

1! := Fact(l) := 1;
= 1;2! := Fact(2) := 2;
=2 % 1;
= 2 * Fact(l);3! := Fact(3) := 6;
= 3 ¥ 2 * 1
= 3 * Fact(2);4! := Fact(4) := 24;
=4 % 3 * 2 % ]1;
= 4 * Fact(3);
Figura 15

e O™ e et et e L AS ol PN A e

O D
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Si se desglosa el factorial del nimero 3 usando

La Figura 18 es la implementacién de las cuatro
funciones  Fact_1(), Fact 20, Fact 3() y
Fact_4() que calculan los valores que aparecen

Fo + P L +
| Fact(3) = 3 * Fact(2) | | Fact(3) = 3 » Fact(2) |
| [ D B +
| | | | Fact(2) = 2 « Fact (1)
o + +- |
{1} | |
T, Fom o +
|
tommm e Rt +
| Fact(3) = 3 * Fact (2) |
| e __ +
[ Fact(2) = 2 « Fact (1) |
L +
I 1 | Fact(1l) =1 |
=1 | |
+-| Fact(l) = 1 |
Fommm o Fom e +
{ 5} |
Rt et + Fomm e R +
| Fact(3) =3 * 2 | | Fact(3) = 3 * Fact(2) |
| RS —— | _ +
| Fact(3) = 6 | | | Fact(2) = 2 * 1 |
e ettt + +- |
| Fact(2) = 2 |
P +
Figura 16 la Figural5. La Figura 17 también puede

la formula de 1a Figura 14, se obtiene la
secuencia de calculos que estén en la Figura 16
en donde se ilustra como se puede calcular el
valor de 3!=Fact(3) usando boletas para
apuntar los resultados intermedios [Sth-92].
Conforme se avanza en el desarrollo de las
formulas es necesario usar una nueva boleta
para registrar los resultados intermedios; cuando
por fin se llega al calculo del factorial de 1, se
pueden desechar las boletas mds recientes, hasta
que al final se obtiene el resultado deseado

La Figura 17 es un resumen de los calculos que
aparecen en las boletas de la Figura 16; cada
columna corresponde a un cilculo intermedio en

las boletas.

interpretarse como la traza de gjecucion de un
programa como el de la Figura 18.

El siguiente paso para escribir una funcién que
calcule el factorial es notar que las funciones
Fact_2(), Fact_3() y Fact_4() de 1a Figura 18 son
muy similares, pues lo que hacen es invocar a la
funcién que calcula el factorial inmediatamente
inferior. Sin embargo, la funcién Fact_1() es
diferente pues no invoca a otra funcién, y
siempre retorna el mismo valor: 1. En otras
palabras, para implementar la funcién Fact_3()
Que calcula 3! basta copiar el codigo de la
funcién Fact_4(), y sustituir el 3 porun 2, yel 4
por un 3. O sea, que la implementacién de las
funcion Fact_4() se puede usar como plantilla
para obtener la implementacién de la funcién

{1} {2} {3} (4} (5}
3*Fact (2) 3*Fact (2) 3*Fact(2) 3*2 6
2*Fact (1) 2*Fact (1) 2
2*1

Figura 17
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FUNCTION Fact_l : INTEGER;
BEGIN

Fact_1 := 1;
END; ( Fact_1 }

FUNCTION Fact_2 : INTEGER;
BEGIN

Fact_2 := 2 * Fact_1;
END; ( Fact_2 }

FUNCTION Fact_3 : INTEGER;
BEGIN

Fact_3 := 3 * Fact_2;
END; { Fact_3 }

FUNCTION Fact_4 : INTEGER;
BEGIN

Fact_4 := 4 * Fact_3;
END; { Fact_4 }

Figura 18
general Fact_n(), para cualquier n!. Cabe ahora analizar las funciones F3(), G2() y
H1() de la Figura 19.
FUNCTION F3 (n3 : INTEGER) : INTEGER | FUNCTION G2(n2 : INTEGER) : INTEGER
BEGIN BEGIN
IF n3 <=1 THEN BEGIN IF n2 <= 1 THEN BEGIN
F3 =1 G2:=1
END; END;
ELSE BEGIN ELSE BEGIN
F3 :=n3 *G2(n3-1); {2} G2 :=n2 *Hln2-1); {3}
END; END;
END; {F3} END; { G2}
FUNCTION Hi(nl : INTEGER) : INTEGER,;
BEGIN
IF nl <= 1 THEN
Hl =1, {4}
END
ELSE BEGIN
H1 :=nl * Q0(nl-1),
END;
END; { HI }
Figura 19
Invocacién {1} {2} {3}

a := F3(3) {1} @F3(3) n3=3 {1) €r3(3) n3=3 {1} @F3(3) n3=3
G2(2) {2} €G2(2) n2=2 {2} @G2(2) n2=2
H1(1) {3} @H1(1) nl=1

Figura 20

En la Figura 20 est4 la traza de ejecucién que se
obtiene al ejecutar la instruccién a:=F3(3).
Cada vez que se invoca un procedimiento es
necesario crear un registro de activacion
[Pra-87], que contiene dos cosas: la direccién de

retorno de la rutina, y espacio para las variables
locales que usa. En la Figura 20 se denota la
direccion de retorno precediendo el nombre de
1a funcién con el simbolo "@"; a la par aparece
la variable local que genera cada invocacion.

e T s - o,

€ €D ™ o g Pn N bud bl
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Por ¢jemplo, cuando desde la funcién F3() se
invoca a G2(), que se muestra con la anotacion
{2} en la Figura 19, se crea el registro de
activacion [@G2(2) | n2=2], que aparece bajo la
columna {2} en la Figura 20.

El registro de activacion [@G2(2) | n2=2] indica
que al terminar de ejecutar la funcién G2() se
debe regresar al punto marcado {2} en la
Figura 19 (la invocacion inicial {1} esta en el
programa principal: a := F3(3)). El valor n2 =2
indica que para ejecutar G2() es necesario crear
una variable local llamada "n2" cuyo valor es
"2". No es el caso para estas funciones, pero en
general las rutinas usan més de una variable
local, en cuyo caso el registro de activacion
tendria mas de una variable:

[@Rutina(2,3) | a=2,b=3,c,d,e]

En este ejemplo, Rutina(a,b) tiene dos
pardmetros llamados (a,b) y usa tres variables
locales (c,d,e).

Usar registros de activacion permite hacer
cualquier cantidad de invocaciones entre
procedimientos, sujetos s6lo a la cantidad de
memoria disponible para crear nuevos registros
de activacion. Como se muestra en la Figura 21,
al terminar cada procedimiento los registros de
activacion son removidos en orden inverso a
como fueron creados. La estructura de datos que

De forma natural surge la recursividad si se
examina con cuidado el cédigo de las funciones
F3(), G2() y H1(). Salvo el cambio de nombre,
todas estas funciones son exactamente
equivalentes, pues el algoritmo que cada una de
ellas implementa es exactamente el mismo:
llamar a la funcién que calcula el factorial
inmediatamente inferior o retornar el valor 1 si
¢l argumento de entrada es 1. De hecho, esta
descripcién es la misma de las funciones
Fact_1()..Fact 40) de 1la Figural8. La
diferencia esta en que F3(), G2() y H1() tienen
un pardmetro (n3, n2 o nl) que se usa para
hacer el célculo.

Mids ain, si hacemos un examen mas detallado
de estas tres funciones podemos encontrar, como
es el caso del comando ADONDE.bat de la
Figura 10, los dos componentes que siempre
estdn en un procedimiento recursivo. Primero,
esta la verificacion del caso limite, que en este
caso es el IF que prueba la condicién (n<=1), y
el otro es la invocaciébn recursiva del
procedimiento, que en este caso se da cuando
F3() invoca a G2(), G2() a H1(), y H1() a Q0().

¢(Como seria la versién recursiva de las
funciones F3(), G2() y H1()? En la Figura 22 se

Retorna { 1 } Retorna { 3 } Retorna { 2 }
a := F3(3) @F3(3) n3=3 @F3(3) n3=3 @F3(3) -> 6
G2(2) @G2(2) n2=2 @G2(2) -> 2
H1(1) @H1(1) -> 1
Figura 21

se ajusta a este comportamiento es la pila, por lo
que el conjunto de registros de activacion se
conoce como la pila de ejecucion del programa.

Los primeros lenguajes de programacion, como
Fortran y Cobol, no usaban una pila de registros
de activacion para ejecutar los programas, lo que
explica por qué en esos lenguajes no se podia
usar recursividad. Todos los lenguajes modernos
usan una pila de variables locales por dos
razones: es muy sencillo crear cada contexto de
gjecuciébn para una rutina, y automaticamente
cualquier procedimiento puede ser recursivo.

muestra la funcién Fact() recursiva que se ha

FUNCTION Fact(n : INTEGER) : INTEGER;
{ RESULTADO

Calcula el factorial (n!) del nimero
"n".

- Esta es la implementacién recursiva
cléasica. }
BEGIN
IF n <= 1 THEN BEGIN
Fact := 1;
END
ELSE BEGIN
Fact := n * Fact(n-1); { >}
END;
END;

{ Fact }

Figura 22

e
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obtenido editando la implementacién de F3() y
haciendo las siguientes sustituciones con el
editor de textos:

[F3==>Fact G2==>Fact n3==>n].

La Figura23 es la traza de ejecucion de la

invocacion a := Fact(3), y es muy similar a la de

la Figura 20. Las diferencias que estas dos trazas
yresentan son las siguientes:

Si se¢ examina el codigo de Fact() es facil
detectar que el llamado recursivo se hace con un
argumento diferente al recibido por la funcion,
pues si entra el valor "n", la invocacion
recursiva se hace con "n-1". En general, cuando
se escriben algoritmos usando recursividad, lo
usual es que sea muy obvia cual es la
modificacion que hay que hacerles a los
argumentos que recibe el procedimiento antes de
hacer el llamado recursivo. De esta forma se

Invocacién {1} {2} {3}

a := F3(3) @Fact(3) n=3 @Fact(3) n=3 @Fact(3) n=3
3*Fact(2) @{*} n=2 e{*} n=2
2*Fact (1) @{*} n=1

Figura 23

1. Para evitar confusion, en la Figura 20 se
usaron como nombre del pardmetro para cada
funcién F3(), G2() y H1() los identificadores n3,
n2 y nl. En realidad se pudo haber usado ¢l
mismo nombre "n" en todos los casos sin
problema alguno, pero tal vez eso hubiera
opacado el hecho de que cuando cada una de
esas funciones es invocada, necesita memoria
adicional para almacenar sus variables locales.
_ Esta memoria se obtiene de la pila de ejecucion

del programa.

En la Figura23 se tienc que usar el mismo
nombre para el pardmetro "n", pero en cada
invocacién recursiva de la funcion Fact() es
necesario scparar memoria de la pila de
ejecucion del programa, por lo que, aunque en la
Figura 23 aparece el mismo nombre "n" varias
veces, en realidad cada una de las invocaciones
est4 usando una variable diferente.

2. En la Figura 20 la direccién de retorno de
F3(3) es el programa que hace el llamado inicial
{1}, que también es la direccion de retorno dela
invocacion inicial a Fact(3). Sin embargo, cada
una de las invocaciones recursivas de Fact()
debe regresar al punto marcado con {*} en la
Figura 22, que es el punto equivalente de
retorno desde H1(Q) a G2(), y desde G2() a F30
en la Figura 19. Esos son los puntos de retorno
TEeCursivos.

evita que haya ciclos recursivos infinitos, como
el que se ilustra en el comando NUNCA .bat de
la Figura 12.

En resumen, la recursividad se basa en el hecho
de que cuando un procedimiento es invocado,
obtiene una copia nueva de todas sus variables
locales, que generalmente estan en la pila de
ejecucion del programa; ahi es donde queda
también registrado el lugar de retorno para la
rutina. Cuando el procedimiento recursivo
trabaja sobre sus variables, estd usando las que
estan en el nuevo registro de activacion, por lo
que, cuando termina su trabajo, regresa al punto
de invocacion que le corresponde. En realidad la
recursividad existe porque el llamado entre
procedimientos se implementa usando registros
de activacion organizados en una pila de
ejecucion para el programa.

En la implementacion de Fact() estan las dos
partes que siempre aparecen en  un
procedimiento  recursivo, separadas por la
instruccion IF. La prueba (n<=1) es la que
verifica si ya se cumple la condicién para parar
los llamados recursivos; en el otro bloque del IF
aparece la invocacién recursiva.

3. PID (R) : RECORRIDO RECURSIVO DE
UN ARBOL

Con frecuencia se usa el arbol como ejemplo
para que el estudiante aprenda recursividad,
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pues el arbol es la estructura de datos recursiva
por excelencia. Un arbol binario se define,
recursivamente, como sigue:

El 4rbol vacio es un arbol binario.

Si T no esta vacio, entonces T contiene un nodo
raiz que a su vez tiene enlazados a la izquierda
un arbol binario, y a la derecha otro.

T 1
/\ /\
/ 0\ / N\
/\ /\ 2 3
/N /_\ I\
izq. der 4 5
Figura 24

En la Figura 24 se muestran el diagrama general
de un arbol binario, y el arbol [1 [2 [4 5]] 3].

TYPE
PNodo = “TNodo;
TNodo = RECORD
izq, { puntero al hijo

izquierdo }

der : PNodo; { puntero al hijo

derecho }
info: CHAR; { contenido del
nodo }
END; { TNodo }
Figura 25

Para implementar un arbol en Pascal lo usual es
usar nodos como los que se definen en la
Figura 25. Un arbol entonces es un puntero a su
nodo raiz, que puede ser NIL si el arbol estd
vacio. Si un nodo no tiene alguno de sus hijos,
entonces el puntero correspondiente es NIL.

Como los arboles tienen muchos usos, es
necesario contar con algoritmos para recorrerlos
y procesar su contenido. Una forma muy usada
para procesar arboles es el PreOrden, o recorrido
PID, conocido asi por las siglas de las palabras
Procese-Izquierda-Derecha que definen el orden
de acceso a los nodos del arbol.

Para recorrer un arbol en PID lo que se hace es
procesar primer la raiz (por eso Procese aparece
primero), y luego se procesa (recursivamente)
primero el hijo izquierdo del nodo, y luego el
derecho. El orden de recorrido PID para el drbol

binario de la Figura24 es [12453]. En la
siguiente traza se¢ muestra entre paréntesis
cuadrados [] el nodo visitado.

[1] Para comenzar, se Procesa la raiz del
arbol.

[2] Luego del paso anterior se procesa al hijo
Izquierdo de 1a raiz. Para este subarbol se
aplica de nuevo el orden de recorrido PID
por lo que se Procesa la raiz de este
subarbol [2]. :

[4] El subdrbol Izquierdo del nodo [2] es un
arbol unitario que sélo contiene al nodo
[4].

[] Se aplica el proceso PID al subdrbol
Izquierdo del nodo [4], pero como ese
subarbol esta vacio, no s¢ obtiene valor
alguno.

[51 Se aplica el proceso PID al subarbol
Derecho del nodo [2], que es un 4rbol
unitario que s6lo contiene al nodo [5].

[1 Se aplica el proceso PID al subarbol
Izquierdo del nodo [5], pero como esc
subarbol estd vacio, no s¢ obtiene valor
alguno. Se ha terminado de recorrer el
subérbol que tiene por raiz al nodo [2].

[3] Después de recorrer el hijo Izquierdo del
nodo [1] se recorre al hijo Derecho, que
es un 4rbol unitario que sélo contiene al
nodo [3]. Se ha terminado de recorrer el

PROCEDURE PID(raiz: PNodo);
{ RESULTADO
Imprime en PreOrden el contenido del
arbol
cuya raiz es el nodo "raiz".
}
BEGIN
IF raiz = NIL THEN BEGIN
EXIT;
recursién }
END
ELSE BEGIN
Write(raiz”.info:2);
Procesa }

{ terminé la

{ P} {

PID(raiz".izq); {1} {
Izquierda }
PID(raiz”.der); { D} {
Derecha }
END;
END; { PID }

Figura 26



42 INGENIERIA

subarbol Derecho de la raiz del arbol, por
lo que el recorrido termina.

En la Figura 26 esta el procedimiento recursivo
PID() para recorrer érboles binarios. Como
sucede en el caso de Fact() y de ADONDE.bat,
el procedimiento recursivo PID() tiene dos
partes. A diferencia de esos otros dos, PID()
hace dos llamados recursivos: uno para el hijo
izquierdo, y otro para el derecho.

Pero lo mds importante de PID() es que muestra
cémo la recursividad aumenta la expresividad
del lenguaje, pues implementar el recorrido
PreOrden para arboles sin usar recursividad es
realmente complicado, pues seria necesario
recordar (usando una pila) el nodo del subdrbol
que se esta recorriendo. Més atin, para obtener
otro tipo de recorrido del 4rbol, como IDP o
DPI, basta cambiarles el orden a las
instrucciones marcadas {P}, {I} y {D} en el
procedimiento PID().

PROCEDURE EnPile;
{ RESULTADO
C:\TMP>ReVvCHAR
Digite la hilera a invertir:
adolfo.
.ofloda }
VAR
ch : CHAR;
BEGIN { EnPile }
Read(ch);

IF ch '.' THEN BEGIN
EnPile;
END;
Write(ch);
END; { EnPile }

PROCEDURE EnPileCH(VAR ch : CHAR);
{ RESULTADO
C:\TMP>RevCHAR
Digite la hilera a invertir:
adolfo. ....... }
BEGIN { EnPileCH }
ch := Crt.ReadKey;
Write(ch);
IF ch '.' THEN
BEGIN EnPileCH(ch);
END; Write(ch);
END; { EnPileCH }

Figura 27

Esta implementacion de PID(), tan concisa y
simple, pero sobre todo tan elegante, es la razon
por la que todos los profesionales de la
computacién estamos obligados a dominar la
recursividad. Esta técnica de programacion
permite implementar algoritmos muy elegantes.

4. OTROS ENFOQUES

La explicacion de recursividad de [CC-85] es un
buen complemento a las de este articulo, pues
usa un procedimiento que invierte el orden de
letras que lee recursivamente. Si el profesor
imparte lecciones usando una pantalla gigante
que despliega lo que ocurre en su computador, el
ejecutar ante sus alumnos estos procedimientos
le facilitarda mcho explicar como funciona la
recursividad.

En la Figura 27 est4 la implementacion, tomada
de [CC-85], de la rutina recursiva EnPile() que
invierte el orden de una hilera. La condicién de
parada es la lectura del caracter ".", y es hasta
ese momento que todos los llamados recursivos
retornan. EnPile() desplicga en orden inverso
los caracteres que ha leido.

El programa RevCHAR.pas de la Figura28
invoca a los procedimentos de la Figura 27. El
procedimiento EnPileCH() de la Figura 27 sirve
para ilustrar por qué es importante que cada
invocacion recursiva use una copia diferente de
las variables locales. Como el pardmetro "ch”
pasa de una invocacion a la siguiente por
referencia, todas las invocaciones comparten la
misma variable "ch". Asi EnPileCH() siempre
imprime solamente la iltima letra que recibi6, la
que forzosamente debe ser *.". A los estudiantes
esto los impresiona mucho, mis cuando
examinan con el depurador simbélico los valores
almacenados en la pila de ejecucion del
programa.
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PROGRAM RevCHAR; 5. CONCLUSION
{ RESULTADO
Vuelve al revés los caracteres L. L. .,
leidos. } La recursividad es una técnica de programacion
) mediante la cual un médulo puede invocarse a si
PROCEDURE EnPile; { § .
e} mismo. Es importante porque algunos
PROCEDURE EnPileCH(VAR ch : CHAR);  { algoritmos recursivos son mucho mds compactos
= ] y elegantes que los algoritmos no recursivos
VAR equivalentes. Por eso quien domina las técnicas
ignore: CHAR; basicas de programacién debe saber usar
BEGIN { RevCHAR } ividad
Writelns recursividad.

WriteLn('Digite la hilera a invertir:
'):
A

: Cuesta bastante entender por primera vez qué es
ignore := i

recursividad, pero para hacerlo ayuda mucho
EnPileCH(ignore);  WriteLn; { 1 } conocer como se usan los registros de activacion
EnPile; ReadLn; WriteLn; en la pila de ejecucion del programa, para
{ 2] recordar la direccion de retorno  del

END. I ReVC}TAR } procedimiento y almacenar sus variables locales.
Figura 28

: o . 6. RECONOCIMIENTOS
Es importante conocer los principios teéricos de

la_ recursividad. En [ASU-86] los autores | g, investigacion se realizo dentro del proyecto
explican - con gran profundidad queé € un | 4e  jnvestigacion  326-93-256 "DBgen:
registro de activacion. Una exposicion mas generacién automatica de programas a partir de
simple de estos conceptos esta en [Pra-87]. En su base de datos", inscrito ante la Vicerrectoria
[Bog-96] estan los fundamentos matematicos de | 4. Investigacion de la Universidad de Costa
la rec;ursmdad, il un Enfoque disefiado para Rica. La Escuela de Ciencias de 1a Computacién
estudiantes de computacion. e Informatica también ha aportado fondos para

, este trabajo.
El enfoque de [G1d-93] es el de la mayoria de los

textos de programacion. La idea de usar las
boletas de la Figural6 fue tomada de 7. BIBLIOGRAFiIA
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