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MODELO MATEMATICO PARA CALCULAR EL FACTOR GEOMETRICO J
EN ENGRANES RECTOS

Alejandro Pacheco Molina*
Alonso Rodriguez Chacon**

Resumen

En este articulo se formula un modelo matematico que permite calcular, en forma analltica, el factor geomélrico J
cen un engrane recto. El modelo estd constituido por una serie de algoritmos concatenados de ficil programacion en
una computadora. Se generaron curvas del factor J para diversas condiciones de engranes y se compararon con los
valores de disefio referidos por la AGMA, lograndose una excelente correlacidn.

Summary

In this paper, a mathematical model for calculating the geometrical factor J of spur gears is formulated. The model
includes a series of related algorithms which are easily programmed in a computer. The model was tested by gene-
rating curves of the J factor for several gear conditions and plotting them against the AGMA reference values. It
was found that the model curves match the AGMA curves very closely.

1. INTRODUCCION

El factor geométrico J es un pardmetro fundamental para el disefio de engranes en general. El méto-
do convencional para obtener el factor J consiste en consultar los gréficos publicados por la American
Gear Manufacturers Association (AGMA), en los cuales se expresa dicho factor como una funcién de los
nimeros de dientes de los engranes conectados. Este método tradicional, ademds de lento, estd sujeto a
las imprecisiones propias de una lectura grifica; adn mds, el hecho mis serio es que impide agilizar el
cdlculo de engranes por medio de un programa de computadora.

Desafortunadamente, AGMA no publica el modelo matemético que se emplea para desarrollar sus
grificas y tablas del factor J. Por esa razon, y con miras a desarrollar un programa de computadora para el
disefio de engranes rectos, es que se elabordé como primer paso el modelo matematico que permite calcu-
lar el factor J que se presenta en este articulo.

2. PARAMETROS UTILIZADOS EN LOS MODELOS MATEMATICOS

En la figura No. 1 se muestran los pardmetros geométricos principales que intervienen en la formu-
lacion del modelo matematico. Otros pardmetros de importancia que no se muestran en la figura, se defi-

- nen en la siguiente lista:

4 Ingeniero Mecdnico M.Sc. Profesor de la Escuela de Ingenieria Mecinica, Universidad de Costa Rica.
**  Ingeniero Mecdnico
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adendo
dedendo
centro del engrane a calcular

= centro del engrane compaiiero o acoplador

punto de tangencia entre los circulos de paso

punto de tangencia entre el circulo base de Ol y la linea de presion
interseccién entre el circulo de adendo y la linea de presién; primer punto de contacto
interseccién entre el circulo de adendo de O1 y la linea de presién; tltimo punto de contacto

punto de tangencia entre el circulo base y la linea de presién

centro del circulo de entalle

punto de tangencia entre el circulo de entalle y el perfil de involuta

punto mds alto de contacto
radio de adendo

radio base

radio de paso
radio de dedendo
radio de entalle

distancia entre el centro del engrane O y el centro del circulo de entalle A

O

Fig. |: Nomenclatura de los pardmetros utilizados.
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1z = distancia entre el centro del engrane O y el punto R
1y = distancia entre el centro del engrane O y el punto H

t= grueso circular del diente .
= grueso circular del diente en el clrculo base
= dngulo de presion
A¢ = dngulo entre la linea de centro OO, y la linea central del diente
¢y = suma del dngulo de presién ¢ y el dngulo Ad
0, = dngulo entre la linea OH y la linea central del diente
8, = dngulo entre la linea OH y la linea de centro OO,
0, = dngulo entre la linea central del diente y la linea OA
0z = dngulo entre la linea central del diente y la linea OR
= dngulo entre OA y OR
= dngulo entre OE y OH
Ademds se usardn los siguientes pardmetros:
p= paso circular
m= mddulo
N= nidmero de dientes del engrane
= ancho de cara del diente

3.  FACTOR GEOMETRICO J PARA ENGRANES RECTOS

31 Determinacién de las ecuaciones analiticas para el cdlculo del grosor del diente

El grosor “t” de un diente de engrane, a una distancia radial “r” a partir del centro del engrane “O”
(figura No.2), se puede determinar con la siguiente ecuacion (Shigley y Uicker, 1983, p.283):

t
t= 2r[—"’—+inv¢ —r'nvcp] (1
2r

P

t,=p/2=n/2P=mn2
r,=d,/2=N/2P=mN/2

donde:

¢ = dngulo de presién normal
inv(i) = tan(i)-i , y se conoce como funcién de involuta del dngulo i (en radianes).

3.1.1 Grosor del diente en el circulo base

De la figura No. 2 se puede observar que para un espesor en el circulo base (t,), el dngulo ¢ es igual
a cero.
Ademds, se sabe que : Tp =Ip.cos®

Entonces, de la ecuacién (1) :

1 =2r,,[{:;+fnv¢] 2)

p
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3.1.2 Grosor del diente en el circulo de adendo

Se tiene queir, =1, +a

De la figura No.2 se deduce que r, =1y /cosQ,

0= ccrs;_l{nJ /ry)

Finalmente de la ecuacién (1):

L
1, =2r, [Ep_+ invg —inve, ]
P

3

Fig. 2: Relaciones de involumetria.

3.2 Determinacién del punto mas alto de contacto

El punto mas alto de contacto “H” se encuentra a una distancia igual al paso base pb desde el ulti-
mo punto de contacto “L”, como se observa en la figura No. 3. El punto “H;” es el punto mds alto de

contacto del engrane compaiiero.
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0

(. adendo

C. adendo

C. poso

0

3.2.1 Determinacion de PH

De la figura No. 3, se tiene que :
Py, = p.cos¢) = mcosg /P

C()nl'ﬂ =rp|+a Y Iy =

PH:pb—PL

3.2.2 Determinacién de Ad

De la figura No. 4, se sabe que : Ag =90, - 0,
- Célculo de 0,:

~ donde el subindice “1” indica el radio del engrane compafiero.
Entonces: PH = LH - PL, pero como LH = py, entonces:

Fig. 3 : Determinacién del punto mis alto de contacto H.

PL=CL-PC=+r,? =1y * —r,send

[pl.COs¢

4)

Tang, = PH.cos¢ L
-~ { OP+PH.sen¢

'p

PH.cos¢
+PH.sen¢
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Donde son conocidos PH, yo.

Entonces:

6, = Tan"! PH.cos¢

? r, +PH.seng
Célculo de 0y:
2 tp i i
ty = — 4 - ;
Por involumetria : H=TH 2r, v —invey
donde: ty es el grosor del diente en el punto H :
oy =tan (EH/rp) = tm-l[MJ=m—l[m¢+ﬂ]
Ty Iy

ry =1, /cosgy.

Ap—=

®)

Fig. 4 : Punto mds alto de contacto H.

Usando la relacién : dngulo * radio = arco, se tiene que

Bl = 6|=§£§-(rad)
.rH

Finalmente:

Ap=6,-6,, y
Py=9¢+A¢

&)

(6)

a
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3.2.3 Determinacién del radio rp

De la figura No. 4, se tiene que:  ry = Tp,COSP g

Ip,=Tp /COSP

33 Determinacién analitica del 4ngulo N
3.3.1 Para dientes con perfil completo de evolvente

A partir de la figura No. 5 se obtienen las siguientes relaciones:

Tp =Ig+T¢ Yy rg=r -b

P
Del tridngulo OAF :

AF = AR+RF=l'f +Pr ‘—“\}l’ﬁz ‘—l'bz
donde:  pp =4/r,2 1,2 —rg

Ademds, se tiene que: tan ®r =pgr /1y, , €ntonces: g = Tan™! (Pr Ity)

2 2
TR =yPR" +1y

Por involumetria (ecuacién 1) se obtiene que:

t
R rg| =2 +inve—inve,
2 2rp

y tR/z=rR.9R

Igualando las ecuaciones anteriores:
ts )
6p =——+invg—invey
2r]J
Entonces:

B=or -6
AG =RH +r¢.cosff =g senfg +ry.cosf

®)

87
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Fig. 5 : Determinacién de 8 o para perfil completo de evolvente.

Finalmente se obtiene que

o, :sen"'[f—c}J )
A

3.3.2 Para dientes con entalle por debajo del circulo base
Refiriéndose a la figura No. 6, se obtienen las siguientes relaciones:

Iy, =14 +I'f

Por la relacién dngulo = arco/radio: Or =ty /21y
¥ t, se conoce de la ecuacién (2).

Del triangulo OAR:

rpseng=r; = a:sen"{rffrA)
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Finalmente:

= b gen1l T2
BA—BR—l—a—Z +sen [ ] (10)

Fig. 6: Determinacion de (A para dientes con entalle por debajo del circulo base.

34 Determinacion de la seccion critica al esfuerzo de flexién en un diente de engrane recto

La seccién critica en un diente de engrane recto se encuentra en la seccién que pasa por el punto S
de la figura No. 7. Para ubicar el punto S, se suele utilizar el criterio grafico convencional de la pardbola:
la secci6n critica se encuentra en el punto de tangencia entre el circulo de entalle, con centro en A, y una
funcién parabdlica desarrollada a partir del punto P’.

Si se toma en cuenta la componente radial (Wr) de la fuerza W que se aplica al diente del engrane
(figura No. 7), se tiene la siguiente relacion para el esfuerzo resultante en cualquier seccion genérica a
una distancia “y” por debajo de P’.

_Mc W, , donde:

I A



90 INGENIERIA

M=M.y

c=Xx
I=k2xf-Fp12
A=F-(2x)

W, =W, tandy

Sustituyendo los términos y simplificando:
Wy x W tangy

o= 3
8F-x 2F-x
12
_Eﬁ{éx_T“¢H)
2F \ x? X (11)
Para maximizar el esfuerzo, la ecuacién (11) se debe derivar e igualar a cero:
oc o)
d0=—-dy+—-dx=0
By O
-2) Tan
ﬁ:ﬁﬁLﬂm%J
dx  3\x?  x?
d Tan
= &y o) Tangy (12)

De la figura No. 7, considerando “x” y “y” como las distancias entre Pi y el punto S, se puede obte-
ner las siguientes relaciones:

y=0P'—0G+Gl=r; —r cosfy +rpsenfs

X =Ty send, —rpcosfs

Utilizando la siguiente relacion:

dy
d_y= Aﬁs - rf.COSﬁs =00iﬁ
dx 8%,65 -ry.(-senf;) 4

Finalmente, sustituyendo en la ecuacién (12):

Z[rp- —rp.cos8, +rf_sen,63) _ Tangy
I 5.8en84 -rp.cosf 3

(13)

Cotf; =
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Perfil del diepte
Parabola
de esfuerzo | ts/2

ot - W GH

, Wr *
X o . N>
i / \ Circulo de
(\ ¢ G N enlace
A /i

B

Circulo de
edendo

Seccidn
critic

»

O

A

Fig. 7: Determinacién de la seccidn critica.

El punto “S” obtenido por medio de esta técnica es mds preciso que el obtenido por la técnica de la
pardbola, en vista de que esta dltima desprecia la influencia de la carga radial.

La ecuacidén (13) se puede resolver utilizando un método numérico iterativo para determinar la
solucién de ecuaciones de una variable; se recomienda el método de la secante (Burden y Faires, 1985,
p- 59).

3.5 Determinacién del brazo de palanca entre la carga W y la seccién critica

El brazo de palanca se define como la distancia “h” entre el punto P’ y la seccién critica (figura No.
7). Entonces:

h=0P'-Ol=r —ry
r; =0G -Gl
OG =rp.co80,

GI=r;senf, = ] =T4.C088, -rp.senf

Finalmente:

b
h= i [ 14
v (r A.€0s8, —rgsenf) (14)




92 INGENIERIA

3.6 Determinacion del factor geométrico J

La ecuacién para el esfuerzo flector se obtuvo en el apartado 3.4 donde:
Me W,

I A

Refiriéndose a la figura No. 7, en la seccidn critica se tiene que:
M=W_h
C=1;/2=T, senf, —1( cosf,
[=FtJ’/12
A=Fl
W, =W, tan gy

Sustituyendo,

W h"
" K_W..raneaﬁ _&[ﬂ_tawﬁ]

o=
F,tf%; Fi, B> &

y comparando €sta ecuacion con la ecuacion del esfuerzo flector de Lewis (Shigley y Mischke, 1990, p. 662):

Se obtiene, por analogia, un factor geoméltrico Y, diferente al de Lewis, e igual a:

Y= [EI—J_ , donde m es el médulo. (15)

tangy
t> s

Finalmente, para obtener el factor geométrico J como lo define AGMA, se debe tomar en cuenta la
concentracion de esfuerzos Ky y la comparticion de carga mN (Shigley y Mischke, 1990, p. 678):

Y

I= Kf.Il'lN (16)

Para los engranes rectos, el factor de comparticion de carga my es igual a la unidad.
El factor de concentracion de esfuerzos K¢ se puede determinar con la siguiente ecuacién:

Kf=(K,~1).q+1 (17
donde q es la sensibilidad de la muesca que conservadoramente se considerard igual a la unidad, y K, es

el factor geométrico de concentracién de esfuerzo en el entalle del diente. El valor de K|, para engranes
fabricados por conformacién, se puede obtener de la relacién (Shigley y Mitchell, 1985, p. 635):
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L M
K, H[t_) (&) (8)

donde:

H=0.340-0.4583662.¢
L=0.316-04583662. ¢

M =0.290 +0.4583662.¢

¢ = angulo de presién nominal (rad)
t, =2r sen@y —2rycosf,

El modelo matematico presentado en las paginas anteriores permite el cdlculo secuencial de los nu-
merosos pardmetros intermedios que definen al factor J, de acuerdo a la ecuacién (16). Para ello se re-
quieren como datos los nimeros de dientes de ambos engranes y el sistema de dientes normalizado al que
pertenecen.

4, RESULTADOS DEL FACTOR GEOMETRICO J PARA ENGRANES RECTOS

Las figuras No. 8 y No. 9 muestran gréficos del valor de J para diferentes nimeros de dientes del
engrane. Los grificos se realizan para valores dados de mimero de dientes del engrane compafiero o aco-
plador “N_", del dngulo de presién normal “¢,” y para sistemas de dientes de altura completa:a=m,b=
1,25m.

La primera observacién que se puede obtener a partir de los gréficos, es el comportamien-
to similar que tienen las curvas obtenidas y las curvas de AGMA. El valor de J crece ripida-
mente en un primer segmento de la curva, para luego mantener un crecimiento minimo hasta el
final.

En cualquiera de los casos graficados, los resultados obtenidos de J para valores de nimero de
dientes menores de aproximadamente 100, son ligeramente menores que los datos dados por la AG-
MA. La diferencia entre los resultados disminuye conforme el nimero de dientes crece. Sin embargo,
los valores obtenidos de J menores representan resultados relativamente mds conservadores, que los
de la AGMA, de manera que el disefio se realiza con seguridad. En otras palabras, el valor obtenido J
menor que el de AGMA produce resultados de esfuerzos por flexién mayores, y por lo tanto mds con-
servadores.

Para los casos de dngulo de presién de 25°, figuras No. 10 y No. 11, los resultados obtenidos
y los de AGMA se mantienen prdcticamente iguales a partir de un nimero de dientes superior a
100.

Resultados para angulos de presién diferentes de 20° o 25° no se muestran debido a que dngulos di-
ferentes de los anteriores no son utilizados normalmente.
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Datos del factor geométrico J
Nc* = 17 dtes ¢n = 20"

0.50 J
0.45 + el
T 040
S
8
m 035+
0.30 +
0.25 f t + t
0 100 200 300 400 500
Nimero de dientes del engrane estudiado
[—a—Valor AGMA —e—Valor obtenido |
*Niimero de dientes del engrane compafiero
Fig. 8: Comparacion del factor J para engranes rectos.
Datos del factor geométrico J
Nc = 50 dtes ¢on =20°
053 O ———— i S e ot Ll _4,*
0.48
= 043 1
§
é 0.38 +
033 T
0.28 t t t .
0 100 200 300 400 500

Nimero de dientes del engrane estudiado
—a— Valor AGMA _—e—Valor obtenido |

Fig. 9: Comparacién del factor J para engranes rectos.
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Datos del factor geométrico J
Nc =17 dtes ¢n = 25°
086
055 + et ey~ e ;l
™ 05+
B
%
S 0451
04 1
0.35 -+ t : t
0 100 200 300 400 500
Niimero de dientes del engrane estudiado
|:A—Valor AGMA —e—Valor nbtenido—]
Fig. 10: Comparacién del factor J para engranes rectos.
Datos del factor geométrico J
Nc = 50 dtes ¢n = 25°
0.85
06 4'__6———_;-——'___1
- 0.55 +
1=
£ 05+
]
= 045}
04 1
0.35 t ' + t
0 100 200 300 400 500
Niimero de dientes del engrane estudiado
| —#—Valor AGMA —e—Valor obtenido |

Fig. 11: Comparacién del factor J para engranes rectos.
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5. CONCLUSIONES

El modelo matemdtico presentaclo permite calcular en forma analitica el factor J de cualquier engra-
ne recto a partir de los ndmeros de dientes del par de engranes conectados y su dngulo de presién. Este
modelo estd constituido por un grupo numeroso de algoritmos matematicos concatenados cuya solucién
se logra facilmente con la ayuda de un programa de calculadora o de computadora.

Los valores del factor J calculados con el modelo fueron comparados con los valores gréficos del
método AGMA, logrindose una aproximacién asombrosa, lo cual valida la efectividad del mismo.

El modelo matematico desarrollado es ficil de programar y fue concebido para convertirse en una
subrutina de un programa de cémputo mayor para el disefio de engranes.
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