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ROBOTICA: POSICIONES Y MARCOS DE REFERENCIA

i 5 *
Horacio Vdsquez C.

RESUMEN

Un robot, o manipulador mecénico, estd formado por un conjunto de brazos o miembros que se pueden progra-
mar para efectuar una serie de tareas en la industria. Los miembros de un manipulador se unen de tal forma que el
punto final del (ltimo brazo, el cual se puede llamar punto de herramienta, tenga ¢l més conveniente y amplio es-
pacio de acci6n para ciertas aplicaciones. Asi por ejemplo, si en este punto se colaca una garra mecdnica, una bo-
quilla para pintar, un electrodo para soldar, o cualquier otra herramienta, ésta podria moverse ficilmente en el es-
pacio de accién deseado y asi efectuar su trabajo. Este articulo presenta una introduccion al andlisis de posiciones
y marcos de referencia asignados a los brazos de los manipuladores, utilizando la notacién de Denavit-Hartenberg,.

SUMMARY

A robot, or manipulator, consists of a group of members which can be programmed to perform several tasks in
industry. Manipulator members are connected to each other in such a way that the end effector has the most conve-
nient action space for different applications. For example, if a gripper, a device to paint or to weld, is located at the
end effector, it could easily move in the action space to achieve the job. This article presents an introduction to the
analysis of the positions and reference frames of the manipulator members, using the Denavit-Hartenberg notation.

INTRODUCCION POSICIONES, ORIENTACIONES,

Y MARCOS DE REFERENCIA
En este articulo se presenta un predmbulo

al andlisis de las posiciones y marcos de referen-
cia asignados a los miembros, o brazos, de un
manipulador. Este andlisis utiliza la notacién de
Denavit-Hartenberg, la cual se disefié para des-
cribir fisicamente los brazos del manipulador. La
teoria presentada aqui se complementa con ejem-
plos sencillos que ilustran la conveniencia y efi-
cacia del método de andlisis. Se estudia, ademis,
la primera parte de la cinemdtica de manipulado-
res, sin adentrarse en el andlisis de velocidades y
aceleraciones.

gt Ing. MSc., Profesor de la Escueala de Ingenierfa Meci-
nica. U.C.R.

Posicion: La posicién de un punto en el es-
pacio se puede expresar con respecto a un sistema
de coordenadas por medio de un vector de tamafio
3x1. En la figura 1 el vector AP se refiere a la po-
sicién del punto P con respecto al sistema de coor-
denadas {A}, y AP se lee como la posicién de P
respecto a {A}.
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Fig. 1. Posicién de Prespecto al marco de referencia A.
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El vector AP se puede escribir como:
D
Ap_
P=p, (1)
p,

donde py, Py: ¥ P son las distancias a lo largo de los ejes x, ¥, y z del marco de referencia {A}.

Orientacién: La orientacién de un cuerpo en el espacio se puede expresar por medio de vn sistema
de coordenadas unido al cuerpo. En la figura 2 se muestra como la orientacion del cuerpo C estd definida

por el sistema de coordenadas {B} que estd unido a él, y cuyo origen se encuentra en la posicion Ap
[Craig, 1989].
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Fig. 2. Orientaci6n y posicion de {B) respecto a {A]).

En conclusion, la posicion y orientacion del cuerpo C estdn dadas por el vector AP, que indica la
posicién del origen de {B} con respecto a {A}, y por el marco de referencia {B} unido al cuerpo.

Una manera de describir la orientacién de {B} con respecto a {A} es a través de los vectores unita-

rios del marco de referencia {B} con respecto a {A}. Considerando estos vectores unitarios como colum-
nas de una matriz, la orientacién de {B} con respecto a {A} se puede expresar como:

iR=["%, "0 7] @

llamada matriz de rotacién de {B} con respecto a {A}. Este tipo de matriz es ortogonal y por lo tanto la
inversa y la transpuesta de la matriz son iguales a la matriz original:

f= ARt = 7 &

La posicién y o
quedan completamente

APLICACIONES DE

Los siguientes ejs
tes para transformar pc

Ejemplo 1: La pc

ma orientacion pero se -
la figura 3. Debemos e:

Para encontrar la p
gen de {B} con respecto

Asi por ejemplo, st
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La posicion y orientacién del marco de referencia {B) con respecto al marco de referencia {A}],
quedan completamente determinados por la matriz de rotacién y el vector de posicion:

{BY={ 2R, "P,.} &

APLICACIONES DEL VECTOR DE POSICION Y LA MATRIZ DE ROTACION

Los siguientes ejemplos ilustrarin c6mo el vector de posicién y la matriz de rotacién son importan-
tes para transformar posiciones de un marco de referencia a otro.

Ejemplo 1: La posicién de P se encuentra dada en un marco de referencia {B} el cual tiene la mis-
ma orientacion pero se encuentra trasladado con respecto al marco de referencia {A}, como se muestra en
la figura 3. Debemos encontrar la posicién de P con respecto al marco de referencia {A}.
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Fig. 3. Sistema (B} trasladado con respecto al sistema {A}.

Para encontrar la posicién de P con respecto a {A} debemos sumar los vectores de posicidn del ori-
gende {B} con respecto a {A} y la posicién de P con respecto a {B}:

"P="P+ * Pyoro
)

Asi por ejemplo, supongamos que :

2 8
B = «
P=|6 T S
0 0

(6)
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entonces al utilizar la ecuacién (5):

10

P=113
M

Ejemplo 2: En este ejemplo, la posicién de P estd determinada con respecto a un marco de referencia
{B}, el cual tiene el mismo origen pero estd rotado con respecto al marco de referencia { A}, como se pre-
senta en la figura 4. Debemos encontrar la posicién de P con respecto al marco de referencia {A}.

A
Y5 S
(B} Bp X g
Ya
Xa
Zp

Fig. 4. Sistema {B} rotado con respecto al sistema {A}.
Para resolver el problema, primero se encuentra la matriz de rotacién de {B} con respecto a {A}:
Ap_Jr v AYp A5
s R= [ Xy Yy ZB]

®)

y luego se determina la posicién de P con respecto a {A} de la siguiente manera:

AP= 4R °P ©)




VASQUEZ: Robotica: Posiciones y marcos de referencia

109

Suponiendo que los marcos de referencia {A} y {B} son los mostrados en la figura 5, en donde
{B} estd rotado un dngulo O con respecto a {A} alrededor del eje z, y la posicién de P respecto a {B}

estd dada, debemos encontrar la posicién de P con respecto a {A}.

Ya

k: {A)

(B}
p Xp

g
!

xh
Fig. 5. Rotacion de {B} respecto a {A} alrededor del eje z.

Supongamos que:

0=45%y *p=|8§

La matriz de rotacién de {B} con respecto a { A} en este caso es:

0707 -0.707 O
#R=0707 0707 O
0 0 1

Entonces, al usar la ecuacién (9):

0707 -0.707 0|3
AP=10707 0707 0|8
0 0 1110

-~3535
AP Nl
0

(10)

(11)

(12)

(13)
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Se determinaron asi, las coordenadas del punto P con respecto al sistema {A}, haciendo uso de la
matriz de rotacién de {B }con respecto a{A}, y del vector de posicién de P con respecto a {B}.

Ejemplo 3: En general, la posicion de P se encuentra determinada con respecto a un marco de refe-

rencia {B}, trasladado y rotado con respecto al marco de referencia {A}, como se ilustra en la figura 6.
Se debe encontrar la posicién de P con respecto a el marco de referencia {A}.

{(A)

Xa

Fig. 6. Rotacion y traslacién de {B) con respecto a {A).

Para obtener la posicién de P con respecto a {A} debemos utilizar tanto la matriz de rotacicn de
{B} con respecto a {A}, como el vector de posicién del origen de {B} con respecto af{A} y el vector de
posicién de P con respecto a {B}:

‘qP = ;R APBORG BP
1| looo 1 |1 (14)

Una de las matrices de la derecha es de tamado 4x4, siendo la cuarta fila de ceros excepto en la po-
sicién de la diagonal donde hay un uno. A esta matriz se le llama transformacién homogénea de {B} con
respecto a {A} o, simplemente, matriz de transformacioén de {B} a {A}, y se escribe:

A A
B R PB ORG

B2 710 0 0 1 (15)
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Supongamos ahora que los marcos de referencia {A} y {B} son los mostrados en la figura 7 y que
debemos encontrar la posicién de P respecto a {A}):

Fig. 7. Sistema {B} trasladado y rotado con respecto a {A}.

Para este ejemplo se asume que:

4 8
g=450; "P=|4]. y *Pyorc =9
0 0 (16)
y encontramos que la matriz de transformacién de {B} a{A} es:
0707 0707 0 8
... 10707 0707 0 9
s 1=
0 0 10 55
0 0 0 1
entonces, de la ecuacion (14) tenemos que:
0707 -0707 0 8||4
Ap| |0707 0707 0 9||4
1] o 0o 1 o]0 (18)
0 0 0 1|1
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8.000
y finalmente: 4p=114.656 (19)
0

Se puede notar cémo el procedimiento para determinar la posicién de un punto en un sistema de re-
ferencia, conociendo la posicién del origen y la orientacién de otro sistema de referencia respecto al pri-
mero, asi como la posicién del punto respecto al segundo, es sencillo con el uso de la matriz de transfor-
maci6n de un sistema con respecto al otro. Los anteriores ejemplos se basaron en situaciones donde la
rotacién del sistema {B} con respecto a {A} fue solo alrededor del eje z, y la solucién es relativamente
facil. Sin embargo, el procedimiento es el mismo para cualquier rotacién y traslacién en general.

NOTACION DE DENAVIT-HARTENBERG

Parimetros de los miembros del manipulador

Los miembros de un manipulador estdn conectados por junturas que generalmente son uniones de
revoluta o prisméticas, como se muestra en la figura 8. Una unién de revoluta permite a los miembros ro-
tar uno con respecto al otro, mientras que una unién prismdtica permite a los miembros trasladarse uno

con respecto al otro.

A A
B B
[ I DR
REVOLUTA PRISMATICO

Fig. 8. Unidn de revoluta y prismdtica entre los miembros A y B.

Los miembros del manipulador se enumeran comenzando con la base, o parte fija, a la cual se le asig-
na el ndmero cero. A cada unién entre los miembros del manipulador se le asigna un eje. Ast, el eje i estd de-
finido por la linea en la cual el miembro i rota con respecto al miembro i-1 si la unién es de revoluta, o se
traslada si la unién es prismética. Con la notacién de Denavit-Hartenberg, los miembros del manipulador se
caracterizan por dos pardmetros: longitud a; y el doblez o;. [Craig, 1989; Klafter, 1989). (Ver la figura 9).

Linea paralla
al eje 1 EJe CG+D1)

EJe |

Miembro |

o
(doblez>

Fig. 9. Longitud a; y el doblez (i de los miembros de un manipulador).
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Para miembros intermedios se asignan dos pardmetros adicionales llamados: desalineamiento d; y

dngulo de la union 6;, los cuales se presentan en la figura 10.

EJe I
»

Membro (-1

Membro |

EJe (+D EJe (-1

Fig. 10. Desalineamiento d; y dngulo de la unién 6; de los miembros de un manipulador.

Observando la figura 10, se concluye que d; es la distancia a lo largo del eje i que separa a los ejes

de a, 1 y a; , siendo con signo positivo desde a; | hasta ai en la direccion del eje i. El pardmetro 6; es el

dngulo formado por los ejes de a;_; y a; cuando ambos son proyectados a un plano perpendicular al eje i,

y es positivo desde a;_; hasta a;. Para el primer y dltimo miembro se recomienda usar a; y o igual a cero,

asfquea.=a,=0,yo. =0, =0.Silaunion 1 es revoluta, se escoge 8= 0 arbitrariamente, y entonces
q o~ dn ¥y Oy =0y ge Uy Y

d, = 0 siempre. Si la unién 1 es prismadtica, se escoge d; = 0 arbitrariamente , y entonces 6= 0 siempre.

Cuando se trabaja con uniones de revoluta, los pardmetros (i son llamados variables y los pardmetros a;,
0;, ¥, o son fijos [Craig, 1989, Klafter, 1989] .

A cada miembro i del manipulador se le asigna un marco de referencia {i} de acuerdo con el si-

guiente procedimiento:

Se definen los ejes de las uniones y se imaginan (dibujan) lineas infinitas a lo largo de ellos.

Se identifican dos de los ejes, 1 e i+1, se encuentra la linea perpendicular comiin entre los ejes y al
punto de interseccién con el eje i se le asigna el origen del marco de referencia i.

Se asigna la coordenada z; apuntando a lo largo del eje i.

Se define x; apuntando a lo largo de la linea perpendicular comiin, o si los ejes se intersecan, se de-
fine x; normal al plano de los dos ejes.

Se asigna y; tal que se cumpla la regla de la mano derecha.

Se identifica el marco de referencia {0} igual al marco de referencia {1}cuando 8,=0, o cuando
d = 0, dependiendo de si la unién en el eje 1 es revoluta o prismdtica, respectivamente. Para el

marco de referencia {N}, el ltimo en la cadena, se escoge un origen y se asigna Xy en cualquier di-

reccién, pero tratando de hacer la mayoria de pardmetros cero para ese miembro [Craig, 1989;
Klafter, 1989].




114 INGENIERIA

El siguiente ejemplo ayudard a entender el procedimiento anterior, y presentard una aplicaci6n de
las matrices de transformacion conjuntamente con la notacién de Denavit-Hartenberg.

Ejemplo: Este problema consiste en determinar los pardmetros a;, o, d;, y 6; para cada miembro, y
asignar los marcos de referencia a los cuatro miembros del robot mostrado en la figura 11.

eje 4

R 2
sesrsbrrrrvzl Base
Yy vyyvyy.

I
a
Fig. 11. Robot de cuatro miembros con uniones de revoluta.
. ; ; '
Los pardmetros de cada uno de los miembros se obtienen con la ayuda de las figura 9 y 10, més la
figura 11. Estos pardmetros se presentan en la tabla 1.
Ve

Tabla 1. Parametros de los miembros del robot mostrado en figura 11

Miembro i 4| (178 0, d;
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Para asignar los marcos de referencia a los miembros del robot, debemos seguir el procedimiento
explicado arriba, y asi se obtienen los resultados presentados en la figura 12:

eje 2

LR Rl d e d
vteresprzreszi Base

Fig. 12. Asignacién de los marcos de referencia a los brazos del robot.

En las dos figuras anteriores, p.h. es la abreviacién usada para el punto de la herramienta. Es reco-
mendable seguir el procedimiento explicado arriba para verificar la determinacién de los pardmetros y la
asignacion de los marcos de referencia a cada miembro del robot.

Matriz de transformacién entre marcos de referencia de miembros consecutivos
Basédndose en la figura 13, la cual consiste en una representacién grifica de dos miembros consecuti-

vos de un manipulador, se obtiene la matriz de transformacién entre los marcos de referencia {i} e {i-1}.

miembra |

Fig. 13. Dos miembros consecutivos del manipulador con sus pardmetros y marcos de referencia.
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La matriz de transformacién del marco de referencia {i} con respecto al marco de referencia {i-1} es:

ch, -0, 0 a,_,

o |885c0,  cBcon, —sQt -sa,_d,

T seson, cBso,  co,  co,d, (20)
0 0 0 1

en donde s; es el seno y c; es el coseno del dngulo 6; [Craig, 1989, Klafter,1989).

Ejemplo: Utilizando los resultados del ejemplo anterior, vamos a determinar las matrices de trans-
formacién JT: 5T 5Ty ST: y usando las siguientes caracteristicas fisicas L, = 30 cm, Ly = 35 cm,
L, =20 cm, 8, = 50°, 8, = 359, 83 =40°,y 6, = 30, encontraremos OT; a través de la siguiente

ecuacion:

$T=ITr 5T @1)

Utilizando la tabla 1 y la ecuaci6n (20) podemos obtener las matrices de transformacién, con la lon-
gitud de los miembros en metros:

9, -0, 0 L,| [08660 -05000 0 035
g0, s, B, 0 0| |0.5000 08660 0

“ 0O 0 1 0 0 0 1 0 (22)

L0 0 o0 1| | O 0 0 1

[0, —s8, 0 L,] [07660 -06428 0 030

3 s@, ¢c6, 0 O 06428 07660 0 O
T=lo 0 1 0|7] o 0o 1 0 (23)

0 0 0 1| | O 0 0 1

8, -s8, 0 0] [08192 -05736 0 O]

i 0 0 -10 0 0 -10
2" 7|, co, 0 0| 05736 08192 0 0 (24)

0 0 0 1 0 0 0 1]

6, -s8, 0 0] [06428 —07660 0 O]

o |8, 6, 0 0| |07660 06428 0 0
 T= - (25)

0 0 10 0 0 1 0

0 0 01 0 0 01

P1

n
Ca
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La matriz de transformacién del marco de referencia {4} al marco de referencia {0} se encuentra
utilizando la ecuacion (21):

-0.1664 —0.6209 07660 02162
op _| 01983 07399 06428 02576
4 09659 -02589 0 05102 (26)
0 0 0 1

Para localizar el punto de la herramienta, el cual se encuentra en el extremo del miembro 4 del ro-
bot, con respecto al marco de referencia (0} se debe calcular:

0 4
(el
1 1

020
‘P=| 0 (28)

fenemos que:

y finalmente, utilizando la ecuacion (27):
01829
"P={02180| en metros
07030 29

Este resultado puede comprobarse analizando la figura 11 y observando que:

p, =(L,cH, +L,c(8, +6;)+ L,c(6,+6, +6,)) cd, = 0.1829 metros (30)
p, =(L,c0, +L,c(6, +6;)+ L,c(8,+86; +86,)) s6, = 0.2180 metros G1)

p, =L,s0, +L,s(8, +6,)+L,s(6, +6,+6,) = 07080 metros (32)

Se concluye que el procedimiento trabaja perfectamente. Por supuesto, no siempre se puede com-
probar el resultado por observacion de la figura. Nuestro caso s6lo es un ejemplo sencillo, utilizado para
resolver el problema con el fin de verificar el método que combina las matrices de transformacion y la
notacién de Denavit-Hartenberg. Generalmente los manipuladores industriales son de seis miembros y en
casos asf es cuando, verdaderamente, se nota la versatilidad del método arriba estudiado.
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CONCLUSION

La posicién de un punto con respecto a un marco de referencia se puede expresar como un vector
de tamaiio 3x1, y la orientacién de un marco de referencia respecto a otro se puede expresar como una
matriz de tamafio 3x3. La matriz de transformacion es una matriz de tamafio 4x4 formada por la matriz de
rotacion y el vector de posicién del origen de un marco de referencia {B }con respecto a otro marco de re-
ferencia{ A}. Asi, conociendo la posicién de un punto con respecto a el marco de referencia {B}, y la ma-
triz de transformacién de {B} con respecto a {A}, se puede encontrar la posicién de ese punto con res-
pecto al marco de referencia { A}, solamente con multiplicar la matriz por el vector conocido.

Junto a la anterior conclusién, y al utilizar la notacién de Denavit-Hartenberg para asignar los mar-
cos de referencia a los miembros de un manipulador, se logra determinar la posicién del punto de la he-
rramienta con respecto a la base de un manipulador. Esto se consigue al multiplicar sucesivamente las
matrices de transformacién de un marco de referencia, comenzando por el tltimo, con respecto al marco
de referencia anterior hasta llegar a la base. Asi, la matriz 0T: se encuentra donde N es el dltimo miembro
del manipulador y la base del manipulador generalmente estd unida a la tierra y se le asigna el marco de
referencia {0}. En general, el método estudiado en este articulo es muy adecuado y conveniente para de-
terminar la posicion del punto de la herramienta con respecto a la base de un robot o manipulador.
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