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Resumen

En el presente articulo se exponen las técnicas de ajuste mediante polinomios ortogonales y su correspondiente andlisis de

varianza a las curvas que relacionan el factor de correccion Sta y la temperatura de ajuste fa de los termémetros diferencia-
les Beckmann, reportindose los resultados de su aplicacion a los principales productores mundiales. Se demuestra la no
homogeneidad estadistica de estas curvas con un nivel de confianza estadistica del 95 % , proponiéndose un método para su
reporte en los casos en que los termometros no estén perfectamente identificados con sus fabricantes.

Summary

Presently work is exposed the techniques fit by use ortogonal polynomials and its Analisys of Variance to curves that shows the
relationship between the corrected factor well-known like Value of the Grade and the adjust temperature of the Beckmann ther-
mometers, reporting its performance for the main worldwide makers. It was determined the no statistical homogenety of this
curves for a confidence level of 95 %, and it propose a method to report the adjust curve when the thermometers era not identities
which its makers.

1. INTRODUCCION bracién con los reportados por los fabricantes
segun [2, 3, 4].

La posibilidad que tienen los termometros

Beckmann de medir diferencias de temperatu-
ra en un amplio rango, mediante la regulacién
del mercurio, en un sistema de medicion,
implica el uso de un factor de correccién
conocido como Valor del Grado (Sta). Sin
embargo, su determinacion experimental en el
rango continuo de la variable temperatura de
ajuste (¢a) es imposible, por lo que interna-
cionalmente se comparan los valores experi-
mentales en el intervalo basico (ta=20°C)
[1] determinados en los laboratorios de cali-

El problema se presenta cuando los terméme-
tros no estan claramente identificados con sus
fabricantes, algo muy comun en las condicio-
nes de un pais netamente importador (en el
caso cubano, aproximadamente el 57 % de los
termometros que se enviaron al Laboratorio
de Temperatura del Instituto Nacional de
Investigaciones en Metrologia (INIMET) en
el periodo comprendido entre 1991 y 1995 no
estaban univocamente identificados con sus
productores [1] ) porque en este caso no pue-
de predecirse, dada la incertidumbre estable-
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cida, el comportamiento de Sta para otra
temperatura de ajuste, lo que no valida Ia
principal ventaja de este tipo de termdmetro:
el ajuste voluntario del rango de medicion.
Para resolver esta situacion, fue necesario lo
siguiente:

1. Demostrar que la relacion funcional
Sta vs ta propuesta por los principales fa-
bricantes, estadisticamente es homogg-
nea, para un nivel de confianza del 95 %,
mediante un Analisis de Varianza
(ANOVA) aplicado al ajuste minimo
(cuadratico de la curva mancomunada de
los principales fabricantes de termome-
tros Beckmann: U.S.A, Alemania y Ru-
sia. Si los resultados fuesen satisfactorios
se utilizaria una unica curva: la de los va-
lores medios mancomunados), ya que no
tendria importancia la procedencia del
termometro para reportar la relacion
Sta vs ta .

2. En caso contrario, proponer la metodolo-
gia que permita relacionar al termometro
con alguna de las curvas de ajuste de los
principales productores.

1 ta ta :‘a-‘fl -
. A 1 1
Sm_l 5 .
. 1 ta tas - tat -
Sta, 2 2 2
Sta=| Sta. ta = )
i 1 ta ta ta’
i i i
_Smﬂ_ nxl )
1 ta :‘az e tat -
L n n n

2. LA APLICACION DEL METODO
MINIMO - CUADRATICO A LOS
REPORTES STA VS TA

a. PLANTEAMIENTO DEL PROBLE-
MA

Cada fabricante reporta un conjunto de valo-
res Stavsia en el rango de trabajo del ter-
mometro; en este caso se considero, por ser el
mas comun, ¢l rango de medicién de tempera-
tura desde 0 hasta 100 °C para vidrio termo-
métrico 16 " . En términos mairiciales se
representa de la siguiente manera:

Sta=ta-f+e (1)
donde:

Sta : vector columna de los valores del factor
de correccion reportados por el fabricante,

°Clegc .

fa : matriz correspondiente a la variable inde-
pendiente temperatura de ajuste .°C .

f: vector columna de los parametros del
polinomio de ajuste.

¢: vector columna de los errores de ajuste,
°Clgc.

130 G|
;’f| “2
‘8 = e =
ﬁ_;’ e;_
7 s
_; .| (m+1) x| _(f‘-'_,, x1

nox (m1)
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donde:

n: nomero de variables independientes
reportadas; su contadores i =1,2,--, n

m : grado del polinomio de ajuste.
p = (m+ 1): nimero de parametros de la ecua-

cion de ajuste; su contadores j =0,1,--. m

Los estimadores minimos - cuadréticos de 3
son:

| .
b= (e‘aT‘ ta) . m?- Sta (2)

b. LA UTILIZACION DE LOS POLI-
NOMIOS ORTOGONALES

En general, las columnas de la matriz 1a no
son ortogonales. Si mas tarde se desea afiadir

otro término:

ﬁ(_m+|)+l ‘w(’" e

cambiaran todos los estimadores de los coefi-

cientes, sin embargo, pueden construirse

polinomios P; de la forma definida en [5]:

Pty =Wag =By Py =Cr Py
(3)

donde:

P(O“,)zi VieN

P(—‘I,I)={} YielN

(¥

Con la propiedad que son polinomios ortogo-
nales, es decir

TP oP=0 V=l )
J

Entonces el modelo (1) puede rescribirse co-
mo:

Sta=P-a+e (10)

De manera que la matriz correspondiente a la
variable independiente fa se transforma en la
matriz de los polinomios ortogonales P:

-P » F
0,1 1.1

nx(m+1)

y los estimadores minimos - cuadraticos de «

a=" .y opl s (n

¢. PRECISION DE LA ECUACION
AJUSTADA

Una vez lograda la ecuacion de ajuste, es ne-
cesario realizar el analisis de su precision
utilizando las técnicas ANOVA aplicadas a la
regresion lineal segun [5].

Si se asume que los errores e; son indepen-
dientes y se distribuyen segun la forma media
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pu = 0 y varianza ¢, se pueden realizar las
siguientes inferencias:

a. Docima de la ecuacion de regresion com-
pleta: su objetivo es verificar si las varia-

bles ] son capaces de explicar
significativamente el comportamiento de
la variable Sta;, y consiste en plantear la

siguiente hipdtesis:
Hyoy=0y=..=0,=0

Vs

H,: exista al menos un a;#0

Si Fr.‘uk" > FU.'US vi=p-livy=n-p), se

rechaza H, con un nivel de confianza estadisti-
cadel 95 % .

b. Décimas secuenciales F - Fisher: su pro-
pdsito es determinar la importancia esta-

distica del término «; analizado, y con-

siste en establecer la siguiente hipotesis:

H,: a;=0 Vs H,: a;#0
vi=0,L-.m
Si [vE:p—I:vz:n-—p), se

F., =F
‘f"‘j 0.05

rechaza H, con un nivel de confianza estadisti-
ca del 95 %; por lo que el término analizado
debe incluirse, en caso contrario, puede juz-
garse innecesario y eliminarse de la ecuacion
de regresion.

Si se desea afiadir otro término a, P, a la

ecuacion (10), no sera necesario recalcular los
coeficientes ya obtenidos debido a la ortogo-
nalidad de los polinomios.

c. Décima para comprobar la igualdad de los
coeficientes de las curvas que se han

mancomunado (vea epigrafe 4 del presen-
te trabajo).

Para obtener los valores ajustados del factor de
correccion Sta,; , se utiliza el siguiente algo-

ritmo [6]:

J=(m=2).---.0

Stag; (m,iy = Im

Stagi (m-1,i) = Am-i = Stagj (m, i) -

(ta; = By,1)

Stat (i) = + i1,y (06 = By) =
=Sty Ca

El valor de Sta,; ( ; serd el valor ajustado de

la variable dependiente Sta de manera que

af i»
la suma de las desviaciones cuadraticas del
residuo del ajuste (7R), se calcula segin la

siguiente ecuacion:

2
M
TR=), [Sraf- ~ Stay; (o, ,.)] (12)
i=1

El coeficiente de Determinacion Multiple

2 a P Sa-n(Sa)?
R® = 7 — (13)
Sta” - Sta — n - (Sta)

y el estimador isesgado de o7, obtenido como
el Cuadrado Medio del Residuo (CMRes),
segiin el ANOVA aplicado, junto a las doci-
mas anteriores y la suma de las desviaciones
cuadrdticas TR, permiten determinar estadisti-
camente el mejor polinomio de ajuste.

Si se desea obtener el polinomio ajustado
segun la forma descrita por la ecuacién (1), es




necesario sustituir la ecuacion (3) por la (10) y
desarrollar.

d. LA CURVA MANCOMUNADA

Cuando estan disponibles varios conjuntos de
datos (en este contexto, se refiere a los repor-
tes de los diferentes fabricantes, representados

por el contador k =1.2.---. K de Stay ; para

ta; ), la pregunta mas frecuente es: ¢puede
utilizarse una curva de regresion para todos los
datos?[7].

En este caso, el modelo, en términos matricia-
les, es el siguiente:

Sta =ta -fp +e (14)

I

Hanc manc NG manc
2

Donde”:

Sta, e -VeCtor columna de todos los factores

de correccion reportados por los fabricantes,
°Clgc .

ta - matriz mancomunada correspondiente
manc

a la variable independiente ta ,°C.

Boane - Vector columna de los parametros del

polinomio de ajuste de los valores mancomu-
nados.

De la misma manera que se construyen los
polinomios ortogonales segun [5], aqui se
utiliza dicho procedimiento para transformar
el modelo matricial mancomunado dado por la
ecuacion (14), en el siguiente modelo ortogo-

nal:
Stat e = P -a +e (15)
manc ~ manc  MaRc — ortog
2 ¢ . H F
Stay, e 18 . B pane Son expresiones de las

mane
matrices que se muestran en e Anexo 1.
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Donde:

manc - VECtor columna de los parametros del

polinomio de ajuste de los valores mancomu-
nados ortogonalizados.

o

€ manc—ortog - YECLOT columna de los errores de

ajuste  de los valores mancomunados
ortogonalizados, °C/gc .

Los estimadores minimos - cuadraticos de

son:
manc

S A N A 7

manc manc manc manc manc

(16)

Para comprobar si las funciones de regresion
correspondientes a los k - ésimos grupos, ya
ajustadas anteriormente, son el resultado de
unirlas y obtener una curva de regresion man-

K
comunada para kZ n, datos, se plantea la
=l

siguiente hipotesis:

ap | =Qp2 = =K
) =Q ==K
How ve o0 gy s
== =a5K
kam,l === Ay K
Vs
Ay F o2 F FAK
Qu #FA FFAIK
H\ 3y ’ ’ ’
Of,,‘; ;ta;‘z ;t e ;“:a—LK
Lam.] F Oy 2 # "'iam,K
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La prueba de ANOVA para la comprobacién
de la igualdad de los coeficientes de la regre-
sién puede consultarse en [8].

[
Feate> £ o vz - (KD iv = (;E;nk)—K- p

Si se rechaza la hipotesis H, con un nivel de
confianza del 95 %; significa que todas las

estimaciones de los parimetros ;4 sonasu

vez de un mismo parametro aj, independien-

temente del grupo que lo origind.

e. REGRESION LINEAL AJUSTADA A
LA MEDIA DEL GRUPO

Si se cumple la hipotesis del punto anterior, la
siguiente pregunta serd: ; puede utilizarse una
curva de regresion para los valores medios de

la variable dependiente Sta; ;, ?. En este caso,

el modelo matricial es:

St peqd =10 Bred + Cmed (17)

Donde:

Sta, .- vector columna de los valores me-

dios del factor de correccién reportados por
los fabricantes, °C/gc .

-

amed = a manc |
a med2 — manc 2
HU * amed g =a manc §
24 med p = manc p

vs

ta : matriz correspondiente a la variable
independiente temperatura de ajuste ,°C .

Beq - Vector columna de los parametros
del polinomio de ajuste.

e,.04 - Vector columna de los errores de
ajuste, °Clgc .

Transformando el modelo anterior a uno
ortogonalizado:

(18)

v — 2 . 2
.Smmud = '{med X ped +(med

La prueba de ANOVA para comprobar la
hipétesis: es similar a la planteada en el
epigrafe 3 del presente trabajo.

Hy  Chpeq o = Xed | == Upog u =0
Vs

H, #0

‘P ed |

Considerando que las pruebas anteriores
fueron satisfechas, es logico plantear la
siguiente hipdtesis:

"

amedl a

manc |

mane 2

amedE a

Hl' amcd I o manc j

FQ

amcd P manc p




DIiAZ: Comparacion del valor del grado de... 09

Donde los coeficientes & estan referidos

B

al modelo mancomunado que incluye los valo-

res medios Sta,,, -

La prueba de ANOVA para la comprobacion
de la igualdad de los coeficientes de la regre-
sion es similar a la realizada para la curva
mancomunada [8); si el resultado es satisfacto-
rio, entonces pueden referirse los valores del
factor de correccion Sta a la curva de ajuste

Sta Y ta, independientemente del fabri-
e

cante del termometro, con un nivel de con-
fianza estadistico del 95 % .

3. RESULTADOS

En las Tablas No.l, 2 y 3 se muestran los
resultados de la aplicacion del ANOVA al
ajuste de las curvas segun [5] para los dife-
rentes fabricantes [2, 3, 4] en el rango com-
prendido entre 0 y 100 °C:

En la Tabla No. 4 se muestran los resultados
de la aplicacion del ANOVA al ajuste, de
acuerdo con [8], segiin los reportes manco-
munados (NBS - GOST - PTB) en el rango
comprendido entre 0 y 100 °C.

En la Tabla No. 5 se exponen los resultados -
de la prueba de ANOVA para la comproba- I
cion de la igualdad de los coeficientes de la
regresion mancomunada segin [8].

Tabla No. 1. ANOVA aplicado a la regresion lineal por polinomios ortogonales que corresponde a los

datos reportados por los norteamericanos segun el NIST, anteriormente NBS [6].

Fuente de gl Suma de Cuadrados | Cuadrado Medio Faic
variacion
Regresion [m+1=5 21,471 99 4294 4
a, (media) ! 21,469 38 -
a, 1 259 x 10-4 25,9X 10"1 F|: 118 8?2‘()
iy l 1,532 457 x 10—5 1,532 457 x 10_6 ng ?02,9
ay 1 7.062 29 x 108 7,062 29 x IOR FJ = 3.,2
dy 1 3266 41 x 10? 3,26641)(10? F4=]5
SCR(Reg/a,) 4 "26.1 % 10° 6,5x 10"
Residuo 16 3,488 51 x 107 2,180 x 10*
Total 21 21,471 99 F, =29 898,5

Otros coeficientes de interés son: R2 = 0,999 87

TR =3,00 x 107¢
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Tabla No. 2. ANOVA aplicado a la regresion lineal por polinomios ortogonales que corresponde a los
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datos reportados por los rusos [3].

Fuente de gl Suma de Cuadrados | Cuadrado Medio | 9 Esi.
variacion
Regresion |m+1=3 21,486 73 4,297 35
8 (media) ' 21,483 93
a, 1 28.0 x10 28,0x 10* F, - 6,12
a, 1 5014644 x 10° | S114644x10° |F, > o0 6,12
a, 1 4’,009 81 x 10° 4,00981x10° |F, > 6,12
dy | 8293 35 x ]0-!2 0 F4-—)m 6,!2
SCR(Reg/a,) 4 "28.1 x 107 6,72 x 10
Residuo 16 0 0
Total 21 21,486 73 --- Fr = 3,73

2

Otros coeficientes de interés son: R< = |

Tabla No. 3. ANOVA aplicado a la regresion lineal por polinomios ortogonales que corresponde a los

TR =673 x 10

datos reportados por los alemanes [4].

15

Fuente de gl Suma de Cuadrados | Cuadrado Medio Foatc Fior
variacion
Regresion |m+1=5 21,469 14 4,293 83
a, (media) 1 21,466 52 -
a, I 26.1 x 10 26,1 x 10* Fi=3100116 6,12
a, | 1,391 681 x 10° 1,391 681 x 10° [ F,= 16 545,1 6,12
dq | 2,375 81 x 10-0 2,3?5 81 x ]0‘0 F3:2,8 6,]2
a, 1 7.069 77 x 101 7,069 77 x 10" [F,=0.8 6,12
SCR(Reg/a,) 4 262 x 10 6,6 x 10™
Residuo 16 1,34583 x 10°* 8,41144x 107"
Total 21 21,469 14 --- F=779 166,3 3,73

Otros coeficientes de interés son: R?' = 0,999 99

TR =192 x 1078
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Tabla No. 4. ANOVA aplicado a la regresién lineal por polinomios ortogonales que corresponde a los

datos mancomunados (norteamericanos, rusos y alemanes).

101

_i
Fuente de gl Suma de Cuadrados | Cuadrado Medio Fee F. ‘
variacion -

Regresion |m+1=5 64,427 79 12,8792
|
. 5
3, (media) ' 64.419 75 |
a, I 20.0 x 10 80,0 x10™ F,=68 076 5,28 |
2 l 1971 346 x 10° | 3271346 x10° | F,=278.4 528 |

5 -% -

ay | 2,4?0 73 x 10-8 2,470 73 x10 i F_]—O‘Z 5,28 |
dy 1 1.241 01 x ]0-7 1,24] 01 x10 F4"_‘1,l 5,28 i
SCR(Reg/a,) 4 803 x 10 20,1 x10* !
Residuo 58 6,815 19 x 10° 117503 x107
Total 63 64,427 79 F=17 088,9 3,02

Otros coeficientes de interés son: !{2 = 0,999 15

TR=782x10"°

Tabla No. 5. ANOVA aplicado a la regresion lineal por polinomios ortogonales que corresponde a la
comprobacion de la igualdad de los coeficientes de la regresion mancomunada.

Fuente de variacion Suma de cuadrados el Cuadrado Medio F.c Frusr
Desviacion de la SCH = 6,452 881 x 107 85.5 2,34
hipétesis H, 6,452 881 x 10° gl, =10
Regresiones separadas SCS= gl, =48 7,548 110 x 107
(residuo) 3,623 093 x 107
Regresion comiin SCC = gl,=58 | -
(residuo) 6,815 19x 10°
4. DISCUSION DE LOS RESULTADOS es magnifica si se utiliza la regresion lineal me-
diante los polinomios ortogonales.
Como se observa en las Tablas No. 1,2,3y 4,y Los valores de los estimadores minimos cuadra-
de los parametros asociados a la precision del ticos de los parametros B definidos en la ecua-
ajuste, la calidad del ajuste individual de las cion (2) se muestran en la Tabla No. 6.

curvas reportadas por los principales productores
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Tabla No. 6°. Estimadores minimo - cuadraticos de los parametros de los polinomios de ajuste.

Pais productor | Parametros de los polinomios de ajuste para los diferentes productores

ho by by by by
US.A 0,991 1467 [0,0437369 [0,0106503 [(-0,0396233) (0,0214736
Rusia 09913252 |[0,0453092 |-0,0090093 0,001 1266 -4974 x 10°%
Alemania 0,991 018 4 0,04704142 |-0,010294 5 | (- 0,001 587 1) |[(0,000 928 4)

Sin embargo, del andlisis de la Tabla No. 5 se
obtiene la siguiente conclusion: no existe
homogeneidad estadistica de los parametros

@ paraun nivel de confianza del 95 % , a

pesar de que la curva mancomunada, de mane-
ra individual, posee un ajuste estadistico signi-
ficativo (ver Tabla No. 4).

Ademas, un analisis posterior no tiene sentido
porque se sustenta en el estricto cumplimiento
de las hipotesis anteriores, tal como se plantea
en el epigrafe 5 del presente trabajo.

Para encontrar otras alternativas, se realizaron
idénticos analisis:

a. Se desglosa el intervalo de temperatura,
por ejemplo, de 0 a 50 °C y de 50 hasta
100 °C.

b. Se incrementa sucesivamente el limite
superior del primer intervalo definido,
por ejemplo, hasta 60 °C y valores suce-
SIvOSs.

c. Seasocia el intervalo de temperaturas
de ajuste analizado por los producto-
res, por ejemplo, alemanes con nor-
teamericanos. Los resultados fueron
igualmente insatisfactorios desde el
punto de vista estadistico.

5. PROPUESTA DE SOLUCION

Si se desea reportar la relacion Sta vs ta
en el rango de trabajo de un termometro
que especificamente no puede asociarse a
un productor, y ante la imposibilidad de
utilizar una curva de valores medios man-
comunados en el rango de temperaturas de
0 a 100 °C, o en cualquier subrango esco-
gido, se recomienda lo siguiente:

I. Calcular el valor de Sta no solo
en el intervalo basico, donde
ta = 20°C, sino también en otros,
denominados asociados, cuyas
temperaturas de ajuste correspon-
den con los valores proximos a
los limites superior e inferior del
rango solicitado.

* La inclusion de los valores de los parametros entre paréntesis son opcionales en la ecuacion de ajuste de acuerdo con los

resultados de las docimas secuenciales F-Fischer.
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7. Hallar la diferencia entre los valores
experimentales (Sta ) [1]y nominales

(Sta,,,) [2. 3, 4] del Valor del Gra-
do para los intervalos basico y aso-

ciados:
ASta = Sta, — Sta,p (19)
Si
|asta| < U (20)
donde:

. [ 5 R ]o.s
Up=xk-|u, (Sta) + u (St(:w-mk,) 21)

Up: Incertidumbre Expandida de Sta para la

temperatura de ajuste fa, con k=2 (p=95
%).

u, (Sta): incertidumbre estandar combinada

de Sta ., °Clgc . Si el proceso de calibracion se
mantiene bajo control metrolégico, se utilizan
los valores reportados en [1].

- incertidumbre estandar asociada

“(‘Slm(:;'u.s'fc )

a la calidad del ajuste de la curva Sta vs ta ,
°C/ge; su valor coincide con la raiz cuadrada
positiva del Cuadrado Medio del Residuo
(CMRes) (vea el epigrafe 3).

Por tanto, se pueden notificar en el Reporte de
Calibracion los valores de Smm}, segun la

siguiente expresion:
Stayy, = Stapom + ASta,, (22)

Aunque no habria nada que objetar, desde el
punto de vista estadistico, si se reportaran los
mismos valores nominales del fabricante para
las restantes temperaturas de ajuste fa.

Si se incumple la desigualdad (20), enton-
ces es necesario determinar experimental-
mente el factor de correccion para el inter-
valo de trabajo deseado.

6. CONCLUSIONES

La relacion funcional Sta vs ta Sl depende

del productor, coincidiendo con el resulta-
do experimental reportado en [1] donde
se demostré que a pesar de que el modelo
matematico que describe la determinacion
de Sta no depende del fabricante, su mo-
delo estadistico SI depende en el intervalo
basico de calibracion.

Esta adversa conclusion impide la utiliza-
cién de una curva de valores medios man-
comunados de Sta en el rango de tempe-
raturas de 0 a 100 °C. Sin embargo, cuan-
do el termometro no esta debidamente
identificado con su productor, y se desea
reportar la relacion funcional Sta vs ta, se
recomienda utilizar el procedimiento refe-
rido en la propuesta de solucion del pre-
sente articulo, y asociar el termometro a la
curva que mejor satisfaga la condicion
(20).

La aplicacion de la metodologia descrita
no coincide exactamente con la propuesta
por los rusos [3], pues si bien ellos tam-
bién determinan experimentalmente Sta
en un intervalo asociado, la temperatura de
ajuste correspondiente ta =30°C se con-
sidera demasiado proxima a 20 °C.
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ANEXO No. 1

Expresiones matriciales correspondientes a los términos defi nidos para el modelo mancomunado por la
ecuacion (15)

_ 5 ; .
— _ 1 fﬂL] Ial,l Ial,l "'fﬂL]
Sta .
1.1 2 j . I
I tay 5 tayo ldjp o la) ) |
Stay 3
1 2 |
Stay g ta g K “1 K lank i
I . 2 m f)
Sfa:ll ICIZ.[ Ia2 1 laz 1 {az 1
' 2 m
Sfﬂ'z‘z 1 1‘32‘2 mz 2 mz 2 MZ 5
Sfa'z K 1 ta {az mj mm
Stamane = {4ane = 2.K 2K 2K 2.K
Sta;
ik 1 ta; ta? Lo Ay
Stay, | I ) j .
St a, | tay ) ctap) ol |
Sta i
n2 5 j !
1 ta,, ta,q tay 5 -ty o i
LSIG K |
Jinx K)yx1 | mZ ---taj ™ |
L nK nK nK nK J(n x K) x (m+1) |






