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Consideraciones sobre el calculo infinitesimal
leibniziano y el calculo de fluxiones newtoniano

Resumen: El presente trabajo contrasta
el cdlculo infinitesimal de Leibniz y el cdlculo
de fluxiones de Newton para poner de relieve
algunos aspectos relevantes del pensamiento
leibniziano: la importancia del simbolismo en
matemdticas, la relacion entre la doctrina del
pensamiento simbdlico y la concepcion de los
infinitesimales como «ficciones iitiles».
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Abstract: This paper compares the Leibni-
zian calculus and Newtonian calculus in order
to present some relevant aspects of Leibniz’s
thought: the importance of symbolism in mathe-
matics, the relation between the doctrine of sym-
bolic thought and the vision of infinitesimals as
«useful fictions».
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1. Introduccion

El célculo infinitesimal constituye el logro
matematico mds notable del siglo XVII. Propor-
ciona a la ciencia de la naturaleza una herramien-
ta sumamente poderosa y efectiva para analizar y
comprender cuantitativamente diversos procesos
de cambio y movimiento del mundo fenoménico.
Aunque Leibniz y Newton son considerados sus
inventores o descubridores, no debe pensarse
que crearon el cdlculo ex nihilo. Los desarrollos

infinitesimales se remontan al uso del método de
exhaucion por Arquimedes para calcular dreas de
superficies y volimenes de sélidos. Los matema-
ticos europeos venian usdndolos y trabajando en
ellos desde hacia tiempo, en especial a partir de
los estudios de Cavalieri y de su método de los
indivisibles. De hecho, el cdlculo continud desa-
rrolldndose y amplidndose después de la muerte
de Leibniz y Newton, recibiendo su expresién y
fundamentacién mads rigurosa en el siglo XIX.
Sin embargo, si se atribuye la gloria a estos dos
grandes hombres se debe a que ambos elaboraron
procedimientos y simbolismos algebraicos que
hicieron posible ofrecer un tratamiento unifi-
cado de los diversos métodos infinitesimales
desarrollados anteriormente por sus predeceso-
res mediante un método algoritmico simple y
general. En las manos de estos dos grandes mate-
maticos los nuevos métodos unificados se convir-
tieron en instrumentos poderosos de la ciencia (cf.
Courant y Robbins 1996, p. 398; Mancosu 1996,
p- 150; Boyer 1959, p. 186).

La idea central del cdlculo, como se sabe, es
que los procesos de diferenciacién y de integra-
cion son en términos generales inversos o, dicho
en términos geométricos, la determinacién de la
tangente a una curva dada y el célculo del drea
delimitada por el eje y la curva son problemas
inversos. Leibniz y Newton reconocieron con
claridad la intima conexién entre ambos proce-
sos, dejando claramente establecida la relacién
existente entre cdlculo diferencial y célculo inte-
gral, lo que hoy se conoce habitualmente como
teorema fundamental del célculo.!
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2. Calculo infinitesimal leibniziano y
calculo fluxional newtoniano

A pesar de la agria disputa por la prioridad
en la invencion del cdlculo, se ha demostrado que
tanto Newton como Leibniz llegaron de mane-
ra independiente a sus métodos y resultados.
Newton descubrié su método de series infini-
tas y el cédlculo de fluxiones durante los afos
1665-1666. Aun cuando sus descubrimientos se
remontan a 1675, Leibniz fue el primero en hacer
publicos sus resultados en las Acta Eruditorum en
un breve ensayo de 1684 titulado Nova methodus
pro maximis et minimis, itemque tangentibus,
quae nec fractas nec irrationales quantitates
moratur et singulare pro illis calculi genus (cf.

Hofmann 1974, pp. 187-201). En este opusculo
Leibniz ofrece las formulas de la derivada del

producto d(xy) = xdy + ydx |

. x\ ydx —xdy

del cociente d (—) =—
¥ y

de una potencia de x dx™ = nx""*dx. En 1686

Leibniz publicé el articulo De geometria recon-

, la derivada

y la derivada

dita et analysi indivisibilium atque infinitorum,
donde proporcionaba los fundamentos de su con-
cepcion del célculo integral.

Leibniz concibe la curva como un poligono
«infinitangular», es decir, como un poligono
compuesto por un ndmero infinitamente grande
de lados. Inspirado por sus estudios sobre las
propiedades de series numéricas, como €l mismo
explica en Historia et origo calculi differentialis
(cf. Duran 2006, pp. 235-240), Leibniz considera
que los problemas de tangentes y cuadraturas
son problemas inversos de modo andlogo a como
las operaciones de sumar términos numéricos
consecutivos y establecer diferencias entre ellos
tienen una relacién reciproca entre si. La analogia
con el célculo numérico es importante. A medi-
da que las diferencias de los términos se hacen
mds pequeflas, mejores son las aproximaciones
de las cuadraturas y las tangentes de la curva
(considerada como poligono). Y finalmente se
hacen exactas cuando las diferencias se hacen
infinitamente pequefias (0 los términos sucesi-
vos se hacen infinitamente préximos), es decir,
cuando la curva es considerada como un poligono

de infinitos lados (cf. Bos 1980, pp. 84-86). De
ahi que Leibniz haya considerado la integracién
como una especie de suma y que haya adoptado el
signo de una S estilizada, a saber [, para designar
dicha operacion. Leibniz vio con claridad, por
tanto, que las operaciones de diferenciacion e
integracion son inversas y reciprocas.

Newton presentd sus resultados en una serie
de exposiciones tardfamente publicadas.? La pri-
mera exposiciéon impresa del cdlculo de Newton
aparecio en 1687 en los Philosophiae naturalis
principia mathematica. Los Principia no utilizan
la notacidn caracteristica del método de fluxiones,
sino que estdn escritos en una especie de cdlculo
infinitesimal more geometrico basado en el méto-
do de las razones primeras y ultimas (methodus
rationum primarum et ultimarum), expuesto en
la seccién primera del libro primero de dicha
obra. Newton declara haber preferido reducir las
demostraciones de las proposiciones a «las pri-
meras y ultimas sumas y razones de cantidades
nacientes y evanescentes, es decir, a los limites de
esas sumas y razones», porque, aunque el método
de los indivisibles abrevia las demostraciones
(largas y tediosas segtin el proceder de los geé-
metras antiguos), «la hipétesis de los indivisibles
parece de alguna manera mds ruda y, por ello, es
considerada menos geométrica como método»
(Newton 2011, p. 71). El prefacio de The Method
of Fluxions and Infinite Series; with its Applica-
tion to the Geometry of Curve-Lines’ declara que
el principio fundamental sobre el que estd cons-
truido el método de fluxiones, que es muy simple
y es tomado de la mecdnica racional, consiste en:

Toda cantidad matemdtica, particularmente
la extension, puede concebirse como genera-
da por un movimiento local continuo; y que
cualquier cantidad, al menos por analogia
y acomodacidén, pueden concebirse como
generadas de una manera similar. Por con-
siguiente, debe haber velocidades compa-
rativas de aumento y disminucién, durante
dichas generaciones, cuyas relaciones son
fijas y determinables. (Newton 1736, p. xi).4

Newton sostiene en esta obra que todos los
problemas relativos a la naturaleza de las curvas
pueden reducirse a s6lo dos, a saber: (i) encontrar
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la velocidad del movimiento en cualquier tiempo
propuesto, siendo dada continuamente (es decir,
en cualquier tiempo) la longitud del espacio des-
crito; y (ii) encontrar la longitud del espacio des-
crito en cualquier tiempo propuesto, siendo dada
continuamente la velocidad del movimiento (cf.
Newton 1736, p. 19). Estos problemas generales se
corresponden con los procesos de diferenciacion
e integracion respectivamente. En este escrito se
introduce la caracteristica notaciéon newtoniana
que utiliza las letras finales del alfabeto (v, x, y, z)
para representar las cantidades fluyentes o fluen-
tes (fluents), las variables que varian continua e
indefinidamente, mientras que dichas letras con
un punto sobre ellas (¥, % ¥ Z) designan
las fluxiones (fluxions) o tasas de cambio de
la variable respecto al tiempo (las velocidades
instantdneas del movimiento). Newton puntualiza
que las fluxiones son las velocidades o celerida-
des (Velocities or Celerities) por las cuales cada
fluente es aumentado o incrementado por su
movimiento generador (generating Motion) (cf.
Newton 1736, p. 20).

Como se puede ver, la notacion fluxional de
Newton se asienta en una concepcién cinema-
tica de las curvas y de su generacién. Newton
estaba especialmente interesado en los procesos
temporales y dindmicos subyacentes a los fené-
menos fisicos. Elabora su método de fluxiones
concibiendo la geometria desde un punto de vista

cinemadtico, como herramienta para la investiga-
cion de la naturaleza.

El punto de partida de Leibniz, en cambio, no
es cinematico ni basado en consideraciones fisi-
cas, sino que es algebraico, teniendo como tras-
fondo sus estudios de filosofia y 16gica, asi como
una formacién en matemadticas, que es —como
él mismo reconoce- deficiente respecto a los
principales avances de su época. En efecto, Lei-
bniz llega relativamente tarde a las matemdticas
modernas. Inspirado por sus tempranos estudios
de logica y combinatoria, accede a ellas recién en
su decisiva estancia en Parfs de 1672-1676. Sus
estudios de logica aristotélica lo introdujeron,
como €l dice, en el «pais de los escoldsticos»,
donde se interesé sobre todo por la silogistica
y los aspectos formales de la computacion y las
propiedades de los nimeros. De hecho Leibniz
no obtuvo un conocimiento real y una adecuada
familiaridad con la geometria, ni en la escuela ni
en la universidad, sino tan solo en su madurez. En
1714, mirando en retrospectiva, indica en Histo-
ria et origo calculi differentialis que inicialmente
no presté suficiente atenciéon a Euclides y que
s6lo comenz6 a conocer en profundidad el andli-
sis de Descartes a instancias de Huygens.’

A continuacién se presenta, a modo de resu-
men, una comparacion del cdlculo leibniziano, el
célculo newtoniano y el cdlculo moderno:®
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Calculo leibniziano

Calculo newtoniano

Calculo moderno

Conceptos
fundamentales

Variable (variando
en una serie de
valores infinitamente
proximos)

Diferencial: diferencia
infinitamente pequefia

entre valores sucesivos
en la serie

Variable (variando en el
tiempo)

Fluxion: velocidad finita
o tasa de cambio respecto
al tiempo de la variable

Funcion

Variable base;

dx = constante (de

Tiempo; £ =1 (de modo

criterio modo que ddx = ...
que
=0) f=.=0)
Diferenciacion: Encontrar la fluxion a Derivacion:
partir de un fluente dado:
Variable — variable Funcién ® funcién
infinitamente pequefia | Variable — tasa de
cambio con respecto al f—=r
x—>dx tiempo de la variable f=f
dy — ddy
. (f* siendo la derivada de fy definida en
. LT * términos del concepto de limite como:
X=X
F@= =y [EF DT
dx Ax—0 Ax )
Sumacion: Encontrar la cantidad Integracion:
fluente a partir de una
Operaciones Variable — variable Sfluxion dada: Funcién — funcién
fundamentales | infinitamente grande
x> I f—F
x— fx
ydx — [ydx (con F(x) = rf(t)dt)
a
Lugar En los diferenciales dx, | En los momentos o, 02,... | Andlisis no estdndar
principal de los | ddkx,... del tiempo Smooth infinitesimal analysis
infinitesimales
Principales Tridngulo Integracion término a
técnicas caracteristico; término y diferenciacién
matemadticas analogifas con -, +y de series de potencia
+,X
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Es importante destacar que tanto el célcu-
lo de Newton como el de Leibniz se refieren a
variables, mientras que el cdlculo moderno trata
con funciones. Todas las funciones son finitas y
el concepto bdsico es el concepto de limite. En
el andlisis moderno ya no se habla de cantidades
infinitamente pequefias ni infinitamente grandes.
Aunque Newton traté de basar su célculo en el
uso de limites, lo hizo de manera poco clara y
satisfactoria.’ Segun Courant, la fundamentacién
del célculo fue oscurecida por el no reconoci-
miento del derecho exclusivo del concepto de
limite como la fuente de los nuevos métodos (cf.
Courant y Robbins 1996, p. 433). En la actualidad
el concepto de limite ha sido completamente cla-
rificado, avance con el que no contaban Leibniz
y Newton en su época.

Se puede apreciar, por tanto, una clara y
significativa diferencia de enfoques entre ambos
matematicos, que concierne tanto a la manera de
acceder a los problemas infinitesimales como a
la fundamentacion del cdlculo y al problema del
rigor en el desarrollo de las matematicas. Como
advierte Hall (2002, p. 431), Newton fue un
gedmetra por eleccion, mientras que Leibniz fue
sobre todo un algebrista. Aunque ambos trabaja-
ron con cantidades infinitamente pequefias y se
dieron cuenta de los problemas 16gicos que su uti-
lizacién implicaba, Newton, a diferencia de Lei-
bniz, se tomd el problema del rigor mucho mas
en serio. Como afirma Bos (1980, p. 93), Newton
creia que su cdlculo podia proporcionar una fun-
damentacion rigurosa por medio del concepto
de razones primeras y ultimas, un concepto afin
al concepto de limite (aunque no idéntico a él).
Pensaba que era «posible ofrecer una explicacién
completamente geométrica, expresada en térmi-
nos de su geometria cinemdtica, para el éxito del
método de los infinitesimales» (Kitcher 1984, p.
237). Mientras los seguidores de Leibniz fueron
criticados por utilizar libremente la manipulacién
algebraica de «simbolos vacios», Newton y sus
adeptos fueron considerados como seguidores de
«los verdaderos métodos de los antiguos», cerca-
nos al ideal euclideo del rigor.

Los escritos de Leibniz dan a entender que €l
no llegé a considerar el problema del rigor, en lo
que al célculo infinitesimal concierne, como algo
especialmente urgente. Esta actitud puede parecer

extrafia en alguien que insistentemente reclama la
necesidad de demostrar todas las proposiciones,
incluso los axiomas, y que constantemente sefiala
la importancia de que la ciencia se asiente sobre
principios firmes y rigurosos. En algunos pasajes
de su obra Leibniz explica las razones de ello. La
ciencia en sus inicios (como en el nacimiento del
calculo) no debe ser refrenada por exceso de celo
formal ni por una desmesurada escrupulosidad en
sus procedimientos, por cuanto el rigor excesivo
puede ser contraproducente e incluso puede llegar
a paralizar el avance de la propia ciencia (cf. NE
IV 2 § 8). La fundamentacion del saber ha de
valorarse en perspectiva y supeditarse a la natura-
leza y repercusién de los resultados que produce.
No se puede pretender fundamentar sobre bases
absolutamente rigurosas algo que todavia no se
ha alcanzado plenamente. El empefio por profun-
dizar en la inteligencia de los primeros principios
de la ciencia, admitidos en un comienzo sin prue-
ba, y sin una estricta fundamentacion, responde
sensu stricto a una fase del desarrollo del saber
en la que ya se ha apuntalado y afianzado la con-
quista del nuevo territorio y en la que la ciencia
ha logrado una suficiente madurez y seguridad
en si misma (cf. NE IV 7 § 1). En otras palabras,
la fundamentacion rigurosa de los cimientos del
calculo infinitesimal puede esperar a la consoli-
dacién de la ciencia. Inicialmente debe predomi-
nar la busqueda de procedimientos adecuados y
la constatacion de la correccion de los resultados.
De este modo, se ha de privilegiar en primera
instancia el desarrollo de la 16gica inventiva de la
ciencia, de los aspectos heuristicos de la matema-
tica infinitesimal como ars inveniendi, en lugar
de concentrarse en su justificaciéon rigurosa, a
fin de lograr la consolidacién de sus métodos y
resultados, que estdn dirigidos a favorecer, en
ultima instancia, el progreso y el bienestar del
género humano.

Esta actitud encuentra su explicaciéon mads
plausible en el hecho de que Leibniz tenfa con-
ciencia plena de que el cdlculo suponia un avance
revolucionario en matemadticas, de modo que era
preciso subordinar el escripulo formal y la bus-
queda del rigor al progreso de esta rama nueva
de las matemadticas. Segin Hall (1980, p. 90),
la principal diferencia entre Leibniz y Newton
(y Huygens) reside en la valoracién del célculo.
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Leibniz tuvo conciencia de que no se trataba de
una mera prolongacién y continuacién de los
métodos analiticos ya existentes, de un perfeccio-
namiento, si se quiere, de lo ya disponible, sino
de una mutacién decisiva y de un salto cualitativo
respecto de lo previamente alcanzado. Newton,
aunque consciente del cardcter innovador de sus
logros, no lo vio asi. Leibniz, en cambio, consi-
der6 su cdlculo infinitesimal como un gran paso
adelante, al modo como lo fue la introduccién del
dlgebra, de manera que la matemadtica jamas vol-
verfa a ser la misma. Leibniz tenia consciencia,
en definitiva, del verdadero valor y trascendencia
histérica del calculo.

3. Caracteristica universal
y notacion del calculo

A partir de ahora nos concentraremos sobre
todo en algunos aspectos fundacionales del cdl-
culo infinitesimal leibniziano, que son de interés
filoséfico y de alcance sistemdtico en el pensa-
miento de Leibniz. En particular nos referiremos
sucintamente al papel del simbolismo y del
pensamiento simbélico en la concepcioén de los
infinitesimales como ficciones utiles.

Bos (1980, p. 60) afirma que la principal idea
que se encuentra a la base de la invencién del
célculo infinitesimal leibniziano es de naturaleza
filosofica, a saber: la idea de la characteristica
universalis como lenguaje simbdlico general. A
lo largo de toda su vida, Leibniz jamds abandoné
el proyecto de crear una characteristica generalis
que empleara los caracteres, adecuadamente idea-
dos, de modo que todas las consecuencias que se
pudieran establecer, en el curso del razonamien-
to, procedieran directamente de los caracteres
mismos. Un simbolismo semejante potenciaria la
capacidad inventiva de la ciencia para beneficio
de la humanidad. Insigne investigador e inven-
tor de notaciones matemadticas, es plenamente
consciente de que la potencia y el éxito de la
matemadtica provienen en gran medida de la
indole peculiar de su lenguaje simbdlico. Leibniz
consideraba, como afirma Dascal (1978, p. 5),
sus éxitos en el dlgebra, el cdlculo infinitesimal
y la l6gica como simples muestras de su proyecto

mds ambicioso de crear una notacién simbdlica
universal que se convertiria en el instrumento
definitivo de perfeccionamiento de la ciencia y
de la filosoffa. Leibniz dimensiond con acierto el
valor de la notacién de su nuevo cdlculo y de las
ventajas operacionales propiciadas por ella (cf.
Hall 1980, p. 90).

Leibniz destaca las virtudes de su simbolis-
mo en su escrito Symbolismus memorabilis cal-
culi algebraici et infinitesimalis in comparatione
potentiarum et differentiarum, et de lege homo-
geneorum transcendantal, publicado en 1710
en Miscellanea Berolinensia ad incrementum
scientiarum, poniendo de relieve la analogia que
permite establecer su notacion entre la elevacién
a una potencia de una suma de variables y la
diferenciaciéon de un producto de variables. Esta
analogia se observa constantemente si se continta
la potenciacién y la diferenciacion, de modo que
es posible operar con los diferenciales como si
se tratase de potencias algebraicas. Con ello se
revela y enfatiza que d actia como un operador
diferencial sobre una variable.

La regla de la diferenciacién del producto de
dos variables establece que d(xy) = xdy + ydx
(cf. Leibniz 1989, p. 106).(8) A partir de ella se
tiene que d3(xy) = dd(xy) = d(xdy + ydx) =
d3xd®y + 2dxdy + d°xd?*y = yd?*x + 2dxdy
+ xd?y, siendo d®x=x y d°y=y. Si se
desarrolla el cuadrado del binomio de dos varia-
bles se tiene que (x + ¥)* = x3y® + 2xtyt +
yzxo =x*+ 2xy +)r2,00n x?=1 y )"n =1.
De este modo, el simbolismo exhibe una simili-
tud entre los desarrollos de d"(xy) y & +3)" o
como escribe Leibniz, p™(x + y). Se observa que
la diferenciacién se convierte en una manipula-
cién simbdlica y mecdnica gracias a la combina-
toria (cf. Leibniz 1989, p. 419, nota 24).

Ahora bien, la notacion de Leibniz «no es
meramente sugestiva por si misma —como advier-
te Courant-, sino que es en realidad sumamente
flexible y util. La razén es que en muchos cdlcu-
los y transformaciones formales podemos tratar
con los simbolos dx y dy exactamente como si
fueran nimeros ordinarios. Tratando a dx y dy
como nimeros es posible dar una expresién mas
clara a muchos cdlculos que pueden llevarse a
cabo con toda validez sin su uso» (Courant y
John 1988, p. 193). Para facilitar la operatoria y
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potenciar la capacidad inventiva de los caracteres,
este simbolismo trata, de alguna manera, lo con-
tinuo como si fuera discreto, los infinitesimales
como si fueran cantidades finitas.? Las analogias
que el simbolismo de Leibniz sugiere ayudan a
agilizar y automatizar el pensamiento. La doc-
trina leibniziana del pensamiento simbdlico per-
mite comprender mejor este planteamiento, como
veremos a continuacion.

4. Pensamiento ciego

El proyecto de la caracteristica universal y
la doctrina del pensamiento simbdlico van de
la mano para Leibniz, lo cual se refleja en la
invencién de la notacion del célculo infinitesimal.
En las Meditaciones sobre el conocimiento, la
verdad y las ideas (1684) Leibniz sostiene que el
pensamiento ciego o simbdlico se utiliza «no s6lo
en el dlgebra, sino en la aritmética, y casi en todo»
(GP IV 423). Los caracteres y pensamientos cie-
gos son ltiles para el razonamiento, por motivos
de eficiencia mental y economia temporal.

Creo que, efectivamente, sin el deseo de
hacerse entender nunca hubiéramos llegado
a formar un lenguaje; y una vez formado,
también le sirve al hombre para razonar por
si mismo, tanto por la oportunidad que le
dan las palabras para acordarse de los pensa-
mientos abstractos como por la utilidad que
tiene para razonar el servirse de caracteres y
pensamientos sordos [caracteres et pensées
sourdes], pues si hiciese falta explicarlo todo
y substituir siempre cada término por su
definicion, necesitariamos demasiado tiem-
po. (NETII 1 §2).

Ahora bien, la utilizacién de sistemas sim-
bélicos no garantiza de suyo el conocimiento.
Como todo instrumento, el 6rgano simbodlico
debe ser adecuado a su finalidad. Si no lo es, su
uso puede ser contraproducente. Segin Leibniz,
puede acontecer que lo que es expresado en el
lenguaje no necesariamente tenga su correlato
en el plano de las ideas. Constituye un requisito
de todo conocimiento la posesion efectiva de una
idea de la cosa de la que se piensa o se habla,

de acuerdo a criterios estrictamente 16gicos, no
psicolégicos.

Sin embargo, Leibniz argumenta en los Nue-
vos ensayos que el pensamiento simbdlico se
caracteriza por la existencia de algo vacio y sordo
en el pensamiento (quelque chose de vuide et de
sourd dans la pensée), que no queda cubierto sino
por el nombre, ya sea porque, al usar las palabras,
no se lo vincula a ninguna idea, ya sea porque se
lo une a una idea imperfecta (idée imparfaite),
una de cuyas partes estd vacia y, por asi decir,
queda en blanco.(10) Esta clase de pensamiento,
desprovisto de contenido, es frecuente e incluso
fundamental en la ciencia matemadtica, puesto
que no siempre es posible disponer de la ayuda
de las figuras, como en geometria. El dlgebra
pone de relieve que es posible realizar grandes
descubrimientos sin tener que recurrir siempre a
las ideas mismas de las cosas (cf. NE IV 3 §30).
Como acontece en el cdlculo algebraico, el pen-
samiento consiste en gran medida en el empleo y
manipulacién ciega o sorda de caracteres, donde
se considera solamente de vez en cuando lo que
los signos representan.

El espiritu, debido a la naturaleza finita de
las facultades humanas de conocer, busca afano-
samente maneras de compendiar, abreviar, tomar
atajos. Sin estos recursos artificiales el espiritu
no avanzarfa mucho en la comprensién y cono-
cimiento de la complejidad de lo real. Sin alguna
clase de signos no se podria pensar ni razonar.
Para Leibniz el pensamiento ciego cumple una
funcién vital en la abstraccién y en los procedi-
mientos algoritmicos, en los cuales se ha de pres-
tar atencion principalmente a las reglas sintacticas
que regulan la operatoria con los caracteres. Aun-
que Leibniz piensa que se trata de una tendencia
extensamente documentada en el lenguaje natural,
con resultados dispares, es en los lenguajes forma-
les, como en las matematicas, donde se ha sabido
encausar adecuadamente y sacar rendimiento a
esa disposicion cognitiva natural.

5. Infinitesimales como ficciones utiles

Cuando Leibniz hizo publico su célculo
infinitesimal, las objeciones relativas al cardcter
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supuestamente contradictorio de los infinitesi-
males no tardaron en llegar. Podian ser tratados
como cantidades finitas y la notacién de Leibniz
permitia establecer fructiferas asociaciones con
el célculo numérico en términos algoritmicos.
Pero al mismo tiempo los infinitesimales de
grado superior se igualaban a cero, lo cual supone
al menos las siguientes dificultades. El infinitesi-
mal parece constituir una entidad matematica
intermedia entre el cero y una cantidad finita,
sin ser en realidad ninguna de las dos. Ademas,
como los infinitesimales de grado superior son
despreciados, los resultados alcanzados parecen
ser tan sélo aproximaciones, en lugar de resulta-
dos exactos. También se objet6 que se considerara
a los infinitesimales como cantidades realmente
existentes, aunque muy pequefias, a la manera de
los indivisibles de Cavalieri.

Leibniz adopta basicamente dos estrategias
para defender su célculo y la indole de los infi-
nitesimales. Aunque argument6 -en linea con el
concepto moderno de limite- que el infinitesimal
(el diferencial) es una cantidad que se puede
hacer siempre mds pequefia que una cantidad
dada, su respuesta madura consistié en sostener
que el infinitesimal es una ficcion itil, una fic-
cion bien fundada. Poco antes de morir, en su
escrito de 1716 La ultima respuesta, declara que
«el cdlculo infinitesimal es til cuando se trata de
aplicar la matemadtica a la fisica, aunque no pre-
tendo emplearlo para dar cuenta de la naturaleza
de las cosas. Pues considero a las cantidades infi-
nitesimales como ficciones ttiles» (GP IV 629).
En lo que sigue nos concentraremos en esta linea
de defensa de Leibniz y mostraremos su vincula-
cién con la doctrina del pensamiento simbdlico.

Es importante destacar que Leibniz califica
de ficcidn il al infinitesimal, porque las ficcio-
nes pueden ser, como de hecho sucede frecuen-
temente, ficciones indtiles, improductivas. Como
la duda cartesiana, las ficciones pueden ser extra-
vagantes (cf. Advertencia a la parte general de
los Principios de Descartes, GP 1V 358, EF 482).
Ahora bien, segtin Leibniz, los entes mateméticos
se caracterizan precisamente por ser entia ima-
ginaria, los cuales pueden ser posibles o impo-
sibles, puesto que hay ficciones imposibles como
la cuadratura del circulo. En términos practicos,

y en tanto que nocidn posible, el infinitesimal es
admitido por la utilidad que su uso reporta.

En una carta a Des Bosses del 11 de marzo
de 1706 Leibniz se expresa de manera significati-
va sobre el asunto:

Filoséficamente hablando no sostengo las
magnitudes infinitamente pequefias mas que
las infinitamente grandes, o las infinitesi-
males mds que las infinituplas. Pues las con-
sidero, a unas y otras, ficciones de la mente
[mentis fictionibus], debido a formas abre-
viadas de hablar [modum loquendi compen-
diosum], aptas para el cdlculo, tal como son
las raices imaginarias en el dlgebra. Ademds,
he demostrado que estas expresiones tienen
gran utilidad para abreviar el pensamiento
[ad compendium cogitandi] y de este modo
para la invencién; y no pueden conducir al
error, ya que bastaria con sustituir lo infi-
nitamente pequeflo por una magnitud tan
pequefia como uno quiera, de modo que el
error serfa menor que cualquiera dado; de
donde se sigue que no puede darse ningtin
error. (GP II 305; Leibniz 2007, pp. 32-33).

El caricter ficcional de los infinitesimales
viene dado entonces por el hecho de ser formas
compendiadoras de hablar, atajos simbolicos,
formas de escribir que ahorran tiempo y energia
mental y permiten automatizar el pensamiento. El
infinitesimal constituye, en fin, una abreviatura
cuya existencia seria, por de pronto, meramente
nominal e imaginaria. En cierta forma, Leibniz
es nominalista (al menos provisional) en lo que
a las nociones matemdticas concierne.!! Segin
él, los entes matematicos son seres abstractos
que no existen realmente. La ficcién matematica
entonces se juega, por asi decir, su carta de ciu-
dadania como dispositivo cognitivo en la utilidad
y fecundidad que su empleo conlleva en términos
heuristicos, algoritmicos y computacionales.

En la medida en que constituyen formar de
hablar que compendian procedimientos de paso
al limite y que, con todo, pueden considerarse
como si fuesen magnitudes indivisibles, aun-

que en realidad no lo sean, los infzpitesimales

_ L. ) .
son ficciones utiles. Aun cuando ax designe
una operacion de diferenciacién respecto a una
variable, puede tratarse, sin embargo, como si
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fuese un cociente de magnitudes finitas, como
una fraccion racional. Desde el punto de vista
de la eficiencia operacional este tratamiento es
muy util para resolver ecuaciones diferenciales
simples. El ficcionalismo leibniziano respecto
a los infinitesimales descansa en el tratamiento
algoritmico “como si” que se les puede dispensar.

Estos procesos de abreviacion han sido espe-
cialmente relevantes en el desarrollo histérico del
dlgebra, que —como afirman numerosos eruditos
(cf. Bell 1985, pp. 132-133; Dantzig 2007, p.
80)- ha pasado por las fases retorica, sincopada
y simbolica, en las cuales un proceso paulatino
de sincopacién ha permitido finalmente que las
abreviaturas se conviertan en auténticos simbolos
algebraicos. El caso de los infinitesimales y de los
nimeros imaginarios seria una «vuelta de tuerca»
adicional en este proceso de abstraccion, forma-
lizacién y simbolizacién creciente del lenguaje
matemadtico. Desde el punto de vista leibniziano,
los sistemas simbdlicos matematicos tienden a
avanzar por el camino de una independizacién y
autonomia progresivas respecto a los supuestos
objetos que representarian y a los que se referi-
rian. El simbolismo propende para Leibniz a la
presentacién meramente formal de estructuras
que los signos y sus relaciones revelarian.

6. A modo de conclusion

Como hemos visto, existen similitudes y
diferencias importantes entre el cdlculo infini-
tesimal de Leibniz y el cdlculo de fluxiones de
Newton. Ambas versiones del cédlculo se basan
en el uso de variables, en lugar de trabajar con
funciones, como se hace en el analisis moderno.
Pese a ciertas formulaciones de Newton, y a algu-
nas sugerencias mds bien aisladas de Leibniz, el
concepto bdsico del cdlculo infinitesimal no es
para ellos el concepto moderno de limite, sino
el de fluxion y el de diferencial respectivamente.
De todos modos, estos puntos en comun en los
desarrollos de ambos autores no deberian hacer-
nos perder de vista las profundas diferencias
existentes entre ambas concepciones del calculo,
en lo que respecta especialmente a sus puntos de
partida y a los enfoques que los caracterizan y les

dan forma. Newton se interes6 mds por el rigor
que Leibniz, debido tal vez a que no vio con la
misma claridad que éste el significado y el carac-
ter revolucionarios del nuevo andlisis matemaético.
Su cercania al punto de vista tradicional, basado
en la geometria cldsica como modelo de certeza
y rigor, contribuy6 a ello en gran medida. Leib-
niz, mas cercano al modo algebraico de pensar e
interesado en los métodos generales que explotan
los aspectos algoritmicos y la automatizacién de
los procedimientos de cdlculo, vio la importancia
capital del simbolismo. Su ojo avizor, desarrolla-
do en sus estudios de l6gica formal y combinato-
ria numérica, le permitié asociar inmediatamente
su proyecto general de crear una caracteristica
universal con la invencién del cdlculo. Pero la
utilidad real de la caracteristica s6lo puede enten-
derse a la luz de una epistemologia que ponga
debidamente de relieve la importancia del érgano
simbdlico en el saber sobre la base de la dispo-
sicién natural del hombre para ello. Su doctrina
del pensamiento ciego o simbdlico constituye un
elemento clave que permite vincular ese proyecto
con la obtencién de resultados efectivos en las
ciencias. Aunque Leibniz da a entender en nume-
rosos pasajes que no es partidario de un formalis-
mo puro, puesto que los signos en algtin momento
tienen que referirse a algtin contenido ideal, a fin
de dar un fundamento al pensamiento a parte rei,
no se puede negar, de todas formas, la existencia
de una cierta tension entre la doctrina leibnizia-
na del pensamiento simbdlico y su teoria de las
ideas, en la medida en que el simbolismo tiende
a una formalizacién extrema y a un desarrollo
auténomo, pues se hace cada vez mas dificil refe-
rir las “ficciones” y las abstracciones resultantes
a las ideas que en principio les corresponderian.

Notas

1. El teorema fundamental del cdlculo se puede for-
mular brevemente asi: La derivada de la integral
indefinida F(x) =

x es igual al valor de f(i) en el punto x: F'(x) =

f@du como funcién de

f(x). En otras palabras, el proceso de integracion,
que lleva de la funcién f(x) a F(x) (la primitiva de
f(x)), se invierte por el proceso de diferenciacién
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aplicado a F(x) (cf. Courant y Robbins 1996, pp.
436-437).

De analysi per aequationes numero terminorum
infinitas (escrito en 1669 y publicado en 1711);
Methodus fluxionum et serierum infinitorum
(escrito en 1671 y publicado en 1742 (en versién
inglesa en 1736); De quadratura curvarum (escri-
to en 1676 y publicado en 1704).

Esta es la traduccién al inglés de 1736 del original
latino no publicado hasta ese entonces. La traduc-
cion fue realizada por John Colson, maestro de la
escuela libre de matematicas Sir Joseph William-
son, asentada en Rochester.

El problema de encontrar tales relaciones se basa
en suponer que la cantidad es «infinitamente
divisible, o que puede ser (al menos mentalmente)
disminuida continuamente, de modo que al final,
antes de que se extinga totalmente, se llegue
a cantidades que pueden llamarse cantidades
evanescentes [vanishing Quantities], o que son
infinitamente pequefias y menores que cualquier
cantidad asignable» (Newton 1736, p. xi).
Leibniz escribe en Historia et origo: «Pero la
aplicacién de verdades numéricas a la geometria
y también la consideracién de series infinitas
eran a la sazén totalmente ignotas para nuestro
mozo, quien ddbase por satisfecho con observar
complacido cosas tales en series de nuimeros.
Nada tenfa de la geometria, fuera de vulgarisimos
preceptos pricticos, y apenas miraba a Euclides
con atencién suficiente, metido de plano en otros
estudios» (Durdn 2006, p. 240).

Este cuadro estd basado en Bos (1993, p. 96),
Bos (1980, pp. 92-93) y Grattan-Guinness (1998,
p. 245).

En la seccién primera del libro primero (lema I)
de los Principia Newton proporciona una especie
de definicién del limite de una variable: «Las
cantidades, y las razones de cantidades, que en
cualquier tiempo finito tienden continuamente a
laigualdad, y que antes de terminar ese tiempo se
aproximan una a otra mds que cualquier diferen-
cia dada, se hacen finalmente iguales» (Newton
2011, p. 61).

Leibniz lo habia introducido en las Acta Erudito-
rum en octubre de 1684 en el Nova methodus pro
maximis et minimis, itemque tangentibus, quae
nec fractas nec irrationales quantitates moratur
et singulare pro illis calculis genus.

Leibniz pasa de lo discreto a lo continuo, ddn-
dose cuenta de las analogfas y similitudes entre
el estudio de sumas y diferencias de nimeros
en los tridngulos aritmético y armoénico y las

consideraciones infinitesimales sobre tangentes y
cuadraturas (cf. Boyer 1959, pp. 203-204).

10. Leibniz llama también a los pensamientos cie-
gos (cogitationes caecas) pensamientos sordos
(pensées sourdes), esto es, vacios de percepcion
y sentimiento (vuides de perception et de senti-
ment) (cf. NE II 21 § 35). En el siglo XVII, se lla-
maba nimeros sordos o razones sordas (rationes
surdae) a los nimeros irracionales o inconmen-
surables (numera incommensurabilia), es decir,
aquellos nimeros que no pueden ser expresados
como cociente entre dos nimeros enteros, siendo
v2 un buen ejemplo de ellos (cf. C 17-18; NE 1I
16 § 4). Newton, de hecho, en su Arithmetica
Universalis, define numerus surdus, como aquél
que es inconmensurable con la unidad (cui unitas
est incommensurabilis) (cf. Newton 1722, p. 2).

11. Como afirma en la Disertacion del estilo filo-
sdfico de Nizolio (1670), «nominalistas son los
que piensan que todas las cosas, excepto las sus-
tancias singulares, son meros nombres. Niegan,
por tanto, de raiz, la realidad de los abstractos y
universales» (Leibniz 1993, p. 85).
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