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Resumo

O ensino da algebra constitui uma dificuldade para os professores de matemética do ensino
fundamental, devido a complexidade da linguagem de representacao, propria da abstracao ma-
tematica. As investigagdes sobre o pensamento algébrico ao longo do curriculo escolar indicam
a importancia da fase intermedidria da pré-algebra, entre anos iniciais e finais, que requer um
ensino e aprendizagem nos anos iniciais que tornem a transicao efetiva. O objetivo deste trabalho
é discutir, sob a dtica de formacdo de professores dos anos iniciais, a evolucdo do pensamento
algébrico que pode ser trabalhada por meio do modelo pictérico da Matemética de Singapura.
A metodologia se baseia em andlise qualitativa de uma sequéncia de atividades selecionadas
de uma colecédo de livros didaticos da Singapura, pelas competéncias esperadas pelo curriculo
do ensino basico. Concluimos que a colegdo apresenta uma proposta adequada para a apren-
dizagem dos professores sobre o desenvolvimento do pensamento algébrico para transicéo na
pré-dlgebra.
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Abstract’

Due to the complexity of the language of representation necessary for mathematical abstraction,
the teaching of elementary algebra is a difficulty for mathematics teachers. Investigations of
algebraic thinking throughout the school curriculum indicate the importance of the intermediate
phase of pre-algebra between early and late years, which requires teaching and learning in the
early years to make the transition effective. The objective of this work is to discuss, from the
point of view of teacher preparation for the early years, the evolution of algebraic thought that
can be worked through the pictorial model of Mathematics in Singapore. The methodology is
based on qualitative analysis of a sequence of selected activities from a collection of Singapore
textbooks, by the competencies expected in the basic education curriculum. We conclude that
the collection presents an adequate proposal for the teachers learning about the development of
algebraic thought for transition in pre-algebra.
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1. Introducao

Este texto baseia a conferencia "Desarrollo de pensamiento algebraico en el curriculo
de la escuela bésica: caso de modelizacion pictérica de Matematica de Singapur”
proferida dentro da programacao do Il CEMACYC, Cali.

Os professores na sala de aula e também os matematicos e os educadores enfrentam,
com frequéncia, o desafio de responder a questdo recorrente dos alunos: “Por que
temos que aprender algebra?” . A abstracdo do raciocinio matematico que envolve
dimensées intutiva, indutiva e dedutiva se mostra mais contundente na area da élgebra
que trabalha uma linguagem simbélica da matematica que, por sua vez, contribui so-
bremaneira ao avango do conhecimento cientifico de variadas formas, desde ha muitos
séculos, e as aplicagées no mundo em que vivemos. Desta forma, a élgebra é uma
componente do curriculo escolar como um tépico essencial da educacao bhésica, para a
formacdo dos cidadédos do século 21, como registram os documentos oficiais de palses
em geral, e em particular no Brasil, os Pardmetros Curriculares Nacionais (BRASIL,
1998) e a recém aprovada Base Nacional Comum Curricular para o Ensino Fundamen-
tal (BRASIL, 2017). Em especial, cabe ressaltar que o papel do pensamento algébrico
na aprendizagem da matematica escolar estd relacionado ao dominio da linguagem
de representacdo da matematica abstrata, que inclut a representacao simbdlica e sua
manipulacao regida por estruturas mateméticas. A trajetéria de aprendizagem da apro-
priacdo de linguagem simbdlica como caminho para a matematica formal, a partir da
percepgao por manipulacdo do concreto, é tema de pesquisa em Educacédo Matematica,
teorizado por pesquisadores em cognicao e aprendizagem; por exemplo, Tall (2015)
discute a incorporacdo conceitual (conceptual embodiment), simbolismo de processos e
conceitos (proceptual symbolism) e o formalismo (axiomatic formalism) para desvendar
os processos de desenvolvimento cognitivo na aprendizagem da matematica em que se
enquadra o desenvolvimnto do pensamento algébrico.

Neste trabalho, ndo aprofundaremos na direcéo de pesquisa cognitiva, mas focamos as
atividades matematicas dos anos iniciais que auxiliem os professores desses anos a
compreenderem uma sequencia de desenvolvimento do pensamento algébrico ao longo
de uma proposta curricular. Vamos adotar uma linha de discussao sob perspectiva de
contetido curricular, proximo da prética efetiva dos professores na sala de aula que se
alinhe com o desenvolvimento da disciplina matematica formal, como uma contribuicao
aos cursos de preparacao de professores de matemdtica para a realidade da escola
atual.

Matematicos como Stewart (1995), Wu (2009), mostram o entendimento dos avancos da
Matematica como disciplina, cuja trajetéria envolveu sempre a descoberta e inclusao
de novos conceitos a partir do conhecimento anterior, ao longo dos tempos. Isto é
fato notdrio, presente também em livros didaticos que procuram organizar os contetidos

curriculares, acompanhando o avanco dos anos escolares e a capacidade cognitiva
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de aprendizagem pelas idades dos estudantes. Por outro lado, Stewart aponta na
pagina 1 da obra citada que, nas escolas, muitos novos conceitos sdo introduzidos
sem haver compreensdo de como eles se relacionam com a matematica tradicional
em execucdo. Da mesma forma, Wu (2009) aponta uma lacuna que existe entre a
aritmética dos primeiros 5 anos do ensino bdsico e a algebra dos 8% e 9% anos, lacuna
que corresponderia a necesséria fase de transicao, a fase da pré-édlgebra.

No contexto das escolas brasileiras, apesar da indicacdo nos documentos (BRASIL,
1998) e nas recomendagdes curriculares dos cursos de formacdo de professores sobre a
necessidade de aprender a ensinar com compreensédo conceitual, e também as aplica-
coes dos conceitos matematicos, o ensino tende a ser procedimental, e especialmente a
algebra é entendida como manipulacdo de formulas e expressdes com simbholos e letras,
cujos significados variam conforme o contexto (matemético ou na resolucdo de proble-
mas), mas ndo reconhecidos ou trabalhados com conexdes. Logo, esta visédo do papel
da algebra na pratica escolar esta longe do pensamento matematico que se deseja
como meta educacional da matematica. Stewart (1995, p. 5) advoga que o pensamento
matemdtico comeca com uma intuicdo diante de situacao problema antes de qualquer
formalismo, e que a intuicdo embasa futura formalizacdo de dedugdes. Embora esta
visdo seja um consenso entre matematicos e educadores, por exemplo, (Tall, 2015),
(Kaput, 1999), (Vlassis & Demonty, 2002), existem dificuldades de abordagem da pro-
blemédtica em trazer efetivamente para a formacao de professores as metodologias que
percorram a trajetéria de desenvolvimento do pensamento matemético, em particular
do pensamento algébrico.

Hé boas referéncias que se apoiam na estrutura organizada dos conceitos matematicos
para explicar aos futuros professores a abordagem matemética do contetido para o
ensino de topicos de dlgebra do curriculo escolar, como (Wu, 2009), (French, 2002) e
outros, mas no nosso entendimento o enfoque direcionado “da disciplina matematica
para a atividade escolar”, com contetido que almeja, sob forma ainda que implicita, a
algebra elementar do ensino médio, ndo ajuda em geral a formagao dos professores dos
anos iniciais, que nao recebem educacdo especializada em matematica, e cujas visdes
da matemdtica estdo aquém da compreensdo que o tema requer. Queremos dizer que
ha necessidade de abordar a problemética também na direcdo “de baixo para cima”,
isto é, do contelido escolar de Numeros e Aritmética, Formas/Geometria, Medidas de
Grandezas e Linguagem de Representacédo de Infomagdes, com suas pedagogias naturais
e adequadas ao desenvolvimento da crianca, desde os primeiros anos, na direcéo da
sistematizacao dos conceitos e ideias da matematica, na transicdo pela pré-algebra
que desenvolve o pensamento matematico. Esta orientacdo de visualizar o ensino e
aprendizagem da dlgebra, de “atividade escolar para a matemética abstrata” encontra
fundamentacdo em posicdes similares defendidas em (Kaput, 1999).

Apresentamos a sequir argumentos para fundamentar a questao norteadora da pesquisa
desenvolvida em um projeto de concluséo de curso de licenciatura de matematica de
uma aluna com formagdo anterior de pedagogia, atuante nas salas de aula dos anos
iniclais do ensino fundamental.
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2. Referencias da pesquisa em educacao matematica

A preocupacéo dos pesquisadores em educacdo matemética na perspectiva de viabilizar
a educacao escolar que desenvolva o pensamento algébrico a partir do ensino signi-
ficativo da matematica desde os anos iniciais, vem de longa data. Nos referimos aqui
a trabalhos do Mathematics Learning Study Committee do PME, especialmente o livro
que sistematiza as contribuicdes neste tema das investigacdes nos anos 90, (Kilpatrick,
Swafford & Findell, 2001). Na pdgina 314 desta obra, no capitulo “da Aritmética para
Numeros”, encontramos consideracdes como “Em, geral, o pensamento aritmético dos
estudantes.. da escola elementar é diferente do pensamento que é central a alge-
bra". Ainda, para ajustar a novas demandas cognitivas que advém desta constatacao,
a referéncia dizz "Enquanto a aritmética focaliza em nlimeros e respostas numéricas, a
algebra escolar focaliza relacdes”. Isto corrobora a percepcéo de que o fato da matema-
tica formal do pensamento abstrato das relacdes matemdticas “ndo estar em sintonia”
com a compreensao do papel da aritmética dos nimeros, prejudica a transicdo para o
pensamento algébrico em nivel escolar.

Portanto, vemos que o pensamento numérico deveria crescer de maneira cont{nua para
desenvolver um pensamento algébrico, mantendo os significados do pensamento numé-
rico adquirido. Uma referéncia importante é (Kaput, 1999) sobre "o ensino e apendi-
zagem da élgebra com entendimento” que advoga o desenvolvimento do pensamento
algébrico na escola elementar, baseado entre outros principios, em dois que destaca-
mos: - de iniciar cedo, em parte construindo sobre o conhecimento informal que os
alunos trazem; - de construir sobre o potencial cognitivo e linguistico existente nos
alunos.

Nesta referencia, temos que “generalizacdo e formalizacdo”, sendo conceitos intrinsi-
cos a atividades e pensamentos matematicos, possuem como suas fontes essenciais no
processo de aprendizagem de conceitos e procedimentos mateméaticos o raciocinio e
a comunicagao com linguagem matematica. A comunicacdo com linguagem mateméa-
tica deve abranger, além da situacdo da prdpria matemética, as situacdes-problemas
contextualizadas, que usualmente comecam na aritmética e trabalham raciocinios quan-
titativos de grandezas que evoluem para situacées de raciocinio algébrico.

A conexdo entre essas fontes é especialmente problemética nos anos iniciais quando a
atividade matematica é estimulada por meio de materiais concretos e atividades ludicas,
e o raciocinio por meio de comunicagdo com linguagem matemdtica ndo é enfatizada
de forma explicita. Entdo, um grande problema se apresenta para os professores dos
anos iniciais, o problema de desenvolver pensamentos matematicos a partir dos mate-
riais concretos e outros materiais diddticos que nao deixam explicitas as competéncias
curriculares.

Estas dificuldades implicam uma questdo de investigacdo, em que se baseia o trabalho
deste artigo:

“Como estimular o desenvolvimento de pensamento algébrico a partir de nocées basicas
da aritmética presentes nos curriculos dos anos iniciais da educagao bésica?”
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A pesquisa motivada por esta questdo consistiu em analisar qualitativamente uma
colecdo de livros didaticos da Matematica de Singapura para os anos iniciais, sistema-
tizada na forma de um texto (Dotti, 2017) acessivel para os professores que atuam nos
anos iniciais do ensino basico, apoiando a aprendizagem dos professores no ensino de
matematica em nivel elementar.

3. Materiais Didaticos e Formacao de Professores

Diversos paises e seus curriculos se dedicam a questdo destacada acima, desenvol-
vendo material didatico para uso na sala de aula, que tenha como objetivo primordial
o desenvolvimento de pensamento matemadtico dos alunos, planejando cuidadosa e co-
erentemente o curriculo escolar. Para que o material didético atinja este objetivo, os
professores do ensino basico precisam conhecer profundamente o seu contetido, tanto
sob ponto de vista de significado conceitual como de metodologias adequadas, diver-
sificadas e sequenciadas para promover a aprendizagem significativa dos alunos. E
o conhecimento pedagdgico de contetido (Shulman, 1986), necessario para o professor
aprender a ensinar.

Isto quer dizer que os livros didaticos e suas guias para professor séo fonte de apri-
moramento profissional, constituindo em instrumentos de aprendizagem para quem nao
estudou a matemédtica de nivel superior, dos professores de anos finais da educacgao
basica.

Neste sentido, é notério o movimento nos paises que desenham seus curriculos de
matemadtica dos anos inicias em torno da Resolucdo de Problemas que trabalha, junto
com as competéncias de linguagem e comunicagao, a construcdo de significados dos
conceitos, as técnicas algoritmicas e operacionais, desenvolvimento da capacidade de
propor estratégias e compreender as dos outros, investigar a validacdo de solucoes e
suas extensdes. Séo itens do desenvolvimento de raciocinio matemético. Japéo, Coreia
do Sul, Singapura séo alguns paises que podemos citar pela qualidade excelente de
seus livros didéticos escolares, com o enfoque mencionado. Em especial, a abordagem
do pensamento algébrico a partir da aritmética dos anos iniciais que respeita a traje-
toria de material concreto, sequida de representacao pictérica antes da abstracao com
linguagem simbélica, é observada consistentemente em livros do Japdo como (Isoda,
Murata & Yap, 2017) e da Singapura (Kheong, Ramakrishnan & Wah, 2007), disponi-
bilizados traduzidos em inglés. A publicacdo (Cedillo & Isoda, 2013), em espanhol, de
guia para aprendizagem e ensino de aritmética, geometria e medicao, é um exemplo
representativo do material eficaz para curso de formacéo inicial e continuada de pro-
fessores dos anos elementares, baseada em textos didaticos (Isoda & Cedillo, 2012),
que é traducdo para espanhol da edicdo anterior de 2005, da colecdao japonesa que
esta revisada e atualizada como (Isoda et al,, 2017). O guia (Cedillo & Isoda, 2013) vai
além de simples orientacdo das atividades para uso em sala de aula, ele representa
um material para a formacdo de professores dos anos iniciais, por incluir uma analise
dos conceitos trabalhados na colecao didatica que o acompanha, com reflexdes que
acompanham a progressdo curricular do contetdo e sugestdes metodoldgicas. Outros
paises como Tailandia, Chile, Costa Rica também trabalham seus curriculos de forma-
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cao de professores em torno da capacitacdo em ensino de matematica com enfoque de
resolucdo de problemas que promovem o desenvolvimento do pensamento matematico.

A colecdo (Kheong et al, 2007) da Singapura é a colecdo escolhida pelo projeto de
investigacao em que se baseia este trabalho. Existem semelhancas entre livros japo-
neses e esta colecdo, no que se refere a uso de modelos pictéricos para trabalhar a
transicdo do material concreto para representacdo simbélica da aritmética e logo, a
exploracdo das estruturas algébricas da aritmética. A escolha da colecéo da Singapura
para trabalhar com uma professora de anos iniciais se deve ao Modelo de Barras,
caracteristico da Matemdtica de Singapura, e a abordagem amigével e atenciosa em
detalhes sutis que facilitam a andlise por professores dos pontos e momentos criticos
em que se evidenciam os avancos no pensamento algébrico. Por outro lado, na colecao
japonesa percebemos uma introducdo precoce, ja a partir do 3° ano, da representacao
de niimeros na reta numérica, uma abordagem defendida por (Wu, 2009), em paralelo
com o modelo pictérico, que consideramos adequado, porém sofisticada para trabalhar
ainda mais uma representacdo abstrata e técnica da matematica, que na colecéo da
Singapura é adiada sem prejuizo de rigor. A abordagem da colecdo da Singapura é,
nesse sentido, intuitiva e amigavel, o que facilitou a analise pela professora, pedagoga
de formacéo, no seu trabalho de conclusao do curso de Licenciatura em Matemdtica. No
cendrio educacional do Brasil que enfrenta atualmente uma fase de implementacédo da
Base Nacional Comum Curricular, uma abordagem facilitada do contetido matemético
dos anos elementares contribui para o aperfeicoamento dos professores em exercicio.
Apesar desta mencédo ao contexto do pais Brasil, cabe ressaltar que a questao motiva-
dora investigada neste trabalho se enquadra dentro da perspectiva global de pesquisa
em Educacdo Matemética, sobre o tema de Ensino e Aprendizagem da Algebra desde
os anos elementares do ensino fundamental. (Kaput, 1999), (Kieran, 1992), (Kilpatrick
et al, 2001).

Este trabalho tem como objetivo contribuir para a formacdo de professores néo espe-
clalistas de matemdtica nos anos iniciais da educagao bdsica, que sdo agentes funda-
mentais no desenvolvimento do raciocinio algébrico dos alunos antes desses chegarem
a fase da pré- algebra, quando os professores com formacao especifica em matematica
precisam trabalhar a transicdo para a algebrizacéo.

A metodologia adotada no trabalho (Dotti, 2017) foi de andlise qualitativa das atividades
de livros de cada ano escolar da colecdo selecionada, detectando os momentos criticos
em que o raciocinio algébrico avanca conforme a estrutura organizada da Matematica,
com atencao especial para o uso pedagdgico do Modelo de Barras na introducao de
conceitos, facilitacdo de representagao simbélica e modelagem matematica de proble-
mas contextualizados.

Os exemplos que ilustram este trabalho sdo da Colecao “My Pals are Here!" (Kheong
et al, 2007) com autorizacdo concedida pela editora Marshall Cavendish Education,
Singapore. A anélise dos exemplos foi conduzida com objetivo de compreender como
uma sequencia concebida cuidadosamente numa colecao didética pode percorrer a tra-
jetdria de aprendizagem e amadurecimento dos conceitos e procedimentos matematicos
que desenvolvem o raciocinio algébrico, como esperado nos curriculos dos anos iniciais
do ensino bésico.
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4. Exemplos da Matematica de Singapura e uma andlise qualitativa

Nesta secao, apresentamos exemplos mais contundentes dos momentos em que a ana-
lise das atividades apontou o avanco no pensamento algébrico, sem esgotar o trabalho
de investigacao realizada em (Dotti, 2017). Para limitar o foco da discussdo, nédo va-
mos neste texto discutir as caracteristicas essenciais da Matemética de Singapura que
atraem a atencdo em nivel global, mas sim concentrar no papel do modelo pictérico no
desenvolvimento do pensamento algébrico nos anos iniciais. Para conhecer estudos da
Matemética de Singapura nos Estados Unidos, em que as caracteristicas importantes
da mesma podem ser encontradas, nos referimos a (Ginsburg, Leinwand, & Anstrom,
2005), (Hoven & Garelick, 2007), (Leinwand & Ginsburg, 2007).

No trabalho da nossa pesquisa, destacamos o papel mediador do Modelo de Barras
na passagem da “construcdo de conceitos matemdticos por manipulacao do material
concreto” para a “abstracdo da representacdo simbdlica dos conceitos”, por meio de
representacdo pictorica no processo de abstracdo.

No primeiro livro, destinado aos alunos do 1% ano (6 anos de idade), os estudos
se iniciam com a contagem do 1 ao 10, primeiro com a contagem de objetos e a
representacdo de cada quantidade por niimero que corresponde a um numeral decimal
correspondente, como é usual em livros didaticos em geral. Nas atividades de contagem
de objetos representados nas figuras e a escrita/leitura do néimero que representa a
quantidade, o aluno exercita o primeiro registro com simbolos mateméticos e o conceito
de 0, correspondendo a auséncia de quantidade.

O aluno também é apresentado a um objeto especial, um material cibico que se encaixa
um ao outro por extremidades. Cada pega representa uma “unidade” na contagem.

Nas atividades diversas de contagem de objetos, a ideia fundamental de “compara-
cdo" entre as quantidades é trabalhada por meio da contagem de agrupamentos de
quantidades distintas, introduzindo o conceito de “mais que”, ‘menos que”, “igual” en-
tre as quantidades de unidades em diferentes agrupamentos, e logo abstraido para o
conceito de ordem nos numeros inteiros positivos. Em seguida, o conceito basico de
‘partes” de um numero (ainda até 10) é intensamente trabalhado dentro de ativida-
des de decomposicéo, sejam lidicas ou ndo. Notamos entédo as ideias de “parte-todo”
e “‘comparacdo’ que permeiam a Matematica de Singapura sendo iniciadas desde as
primeiras atividades.

Essas ideias fundamentais ja se conectam com ‘relacdes” entre nlimeros, uma ideia
algébrica. As diferentes possibilidades de decomposicdo de um nimero sdo exercita-
das por meio de juncdo de pecas formando uma barra que representa a quantidade
correspondente ao numero inicial. Foi analisado que a visualizacdo e a manipulacao
de objetos com formato de barras facilitam a representacdo pictérica de quantidades,
generalizadas por meio do Modelo de Barras, nos anos sequintes.

A Figura 1 a sequir ilustra uma atividade do 1% ano que aproveita o conceito de
composicao e decomposicdo de um nimero, em que percebemos a ideia algébrica
que prepara o conceito de equagdo (igualdade entre niimeros, no caso), assim como o
raciocinio de diversas possibilidades de decomposicéo que traz a ideia de variabilidade
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e prepara as ideias de incognita numa equacdo em contexto de anos posteriores. O
exercicio da Figura 1 consiste de uma proposta para decompor o nimero 7 de vérias
maneiras e usar a “balanca” para compreender o significado de comparacéo e igualdade.
Atividades planejadas com claros objetivos curriculares permeiam esta proposta.

(3) ﬁ Carty out this activity.

Make number bonds with a maths balance.
vosre nﬁe T sif 0

3.and 4 make 7.

What other numbers make 7?

v e 8785432 |zaosuiswn
L I

A Explain fo your child that placing the weights af the number 7 on both sides of the balance
will give: o

1y
) AR
° sl 4
24

Figura 1: Pag 24 Livro 1A © Marshall Cavendish Education. Adapted with permission.

Ainda neste exercicio percebe-se a preparacdo do pensamento sobre o principio da
adicao, mesmo antes de introduzir a operacdo de adicdo e seu algoritmo. E interessante
também observar no final do exercicio, a proposta de uma situacdo desafio, em que se
considera a situacdo de colocar o 7 em ambos os lados, estimulando assim o aluno
a considerar que o 7 (todo) pode ser comparado com o préprio 7 (parte), logo 7 se
decompde com as partes 7 e 0, em que 0 representa o ‘nada” para a crianca, o futuro
conceito de “elemento neutro” da adicdo.

Na Figura 2 a seguir, o conceito de “decomposicdo de um nlmero em partes” retorna
numa atividade ladica.
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Find the missing number of beads.

o There are altogether 6 beads under the two cups

e There are altogether 10 beads under the three cups.

4 Q
00

W8 1A Pt 1, p 35 W8 1APartl,p 36
‘Challenging Proctice Problem Sobing

CEEEE—

27

Figura 2. Pagina 27 do livro TA© Marshall Cavendish Education. Adapted with permission.

Observamos nesta atividade uma proposta inteligente de estimular o pensamento algé-
brico num raciocinio de operacdo inversa dentro de uma situacao de principio aditivo,
estudado nas atividades de decomposicdo de nimeros. Isto é, no jogo de dois baldes,
sabendo-se o “todo”, por exemplo, 6 bolinhas ao todo no primeiro item, indicado na
pagina como caso 1, observando-se a ilustragdo em que quando o balde da direita
é levantado 2 bolinhas sédo vistas, o aluno deverd adivinhar quantas bolinhas estao
debaixo do balde a esquerda, e representar a situacao simbolicamente no diagrama ao
lado da figura. Trabalha-se a ideia de subtracdo como operacao dual na situacao de
decomposicdo, ao mesmo tempo que estimula o racioctnio algébrico com a nogao de
“incégnita” numa situagao de equacao que serd necessario identificar nos anos finais
do ensino fundamental. No sequndo caso, consolida-se o raciocinio, quando o todo é
dado como 8 bolinhas e o balde da direita apresenta 3 bolinhas. Notamos ainda que
este exercicio, mais uma vez, trabalha o conceito do nimero 0 na ultima ilustracdo, o
caso 3, em que ndo ha nenhuma bolinha debaixo do baldinho do meio, e reforca-se a
ideia de 0 como o elemento neutro na adicdo, quando o aluno deverd representar a
situacdo desta decomposicao simbolicamente , completando o diagrama a direita.

A aritmética é retomada com os numeros até 20, repetindo o ciclo de exercicios de
contagem de objetos, a partir do nimero 10, formando os niimeros de 11 a 20. A técnica
de decomposicao é retomada com esses nimeros de diversas formas, incluindo uma
proposta adicional de que fixe uma das partes da decomposicdo como 10, para facilitar
a introducao da representacao decimal e seu significado na representacdo posicional,
pois a outra parte restante resgata o conhecimento consolidado até entdo, reconhecendo
as unidades até 9 na representacéo posicional. A professora pedagoga compreendeu
nesta atividade a proposta de consolidar a ideia de “dezena” como ingrediente essencial
no sistema de representacdo decimal posicional dos nimeros, e o modelo de barras,
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desenhando as “pecas unidade” juntadas, antecede mesmo a introducao de material
padronizado como o material dourado.

A Figura 3 abaixo ilustra a pagina do Guia do professor de uma atividade, ainda para
o 1° ano, da integracdo das diferentes linguagens de representacéo no trabalho com a
técnica de subtracdo, onde é possivel ver o algoritmo sendo trabalhado com significado
mediado por modelo pictérico, material concreto se necessdrio, e a organizacao do
registro da operacao aritmética. As paginas do Guia do professor contém orientagoes
sobre possibilidades de condugdo na sala de aula, com sugestées de questionamentos
ou de desdobramentos possiveis.

Additional Activity

Get pupils to work n pairs.

Show the following modek
F—— L J
(B |
[

Get them to study the model and
write an addition story based on
the model

1

Instructional Procedure

= Note that this question applies © Mohan lives on the 14th floor.
the ‘comparing'conceptin He lives 11 floors higher than Neesha.
subtraction. On what floor does Neesha live?

+ Use unit cubes to demonstrate i
We can use & fo show e floor on

the problem to pupis. g

.

+ Show that Mohan has a set u Ls
of 14 cubes and thatitis 11 ~ =t @ B
cubes more than Neesha's set Mohan SWERE N
of cubes.

* Place the smaller set of cubes
below the other fora clearer
visual comparison. ¥-n=3 1

+ Pointoutthat 11 ess than 14 -1
53 Neesha lives on the 3rd flor. 3

+ Explainto pupils thatthisis a
sublraction problem and not

Neesha [l

[ T

dition problen sitiouoh @ Googol makes 20 chicken pies for a party.
He makes 6 more chicken pies than Huiling
How many chicken pies does Huling make?

the term higher'is used in the
question.

(]

+ Assess puplils'ability to solve
asimilar problem. Provide
pupils with cubes to work on if
necessary.

* Get pupils to read the problem
and then use cubes to model
after the word problem
statements, 0 - 6 =mu

* Then get them to fill in the
unknown values to complete Huiing makes 4 chicken pes.
the solution. @

| o2 d

Figura 3: Pag 82 do Guia do Professor 1B © Marshall Cavendish Education.
Adapted with permission

Percebemos que o conceito de operagdes iniciais de adicdo/subtracao se processa con-
comitantemente com o préprio conceito de niimeros e suas representacdes, trabalhando
a dindmica das operacoes dentro do conceito de decomposicao de um niimero em suas
partes (parte-todo) e comparacées.

O projeto de investigacdo analisou todos os anos da colecdo e o seu estudo pode ser
consultado em (Dotti, 2017). Neste artigo, ressaltamos que é no livro do 2° ano que
detectamos um passo decisivo no processo de abstracdo para o raciocinio algébrico,
que conecta a parte elementar de visualizacdo de objetos concretos do cotidiano a
linguagem de representacdo por modelo de barras, que por sua vez, permite estender,
por abstracdo, o conceito de nimeros que representam quantidades discretas ao con-
ceito de outros “niimeros”, que aparecerdo em contextos de quantidades de naturezas
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distintas, por exemplo, fracdes e nimeros decimais ainda nos anos da escola elementar,
e depois nlimeros racionais e reais nos anos finais do ensino fundamental.

O exemplo- chave neste ponto de salto cognitivo que julgamos apropriado destacar
aparece na pagina 60 do livro 2A.

Using Models:
, ,Addition And Subtraction

@ Let’s Learn!

|7

o
I can draw the i@
thisway. @8 0
:
I can draw the
this way. N
[ o)
I can draw... oh no! P
| have no space. @\
Lo

It can be done this way!

60

Figura 4. Pagina 60 do livro 2A© Marshall Cavendish Education. Adapted with permission

Este exemplo mostra uma situacéo problema de limitagao do material concreto para
representar as barras com quantidade grande de “pecas unidade’, cujo registro na
lousa ou folha de papel (também espacos limitados) estaria dificultado. Um dialogo
dos personagens dentro da atividade leva a estratégia de “desenhar” (modelizar) uma
barra de tamanho qualquer que “represente” a quantidade desejada, e que o modelo
tenha as “informacdes” (dados) que representem as “relacdes” entre as quantidades,
rompendo neste ponto a barreira de dependéncia de objeto concreto para manipular,
mas visualizar modelos pictdricos para compreender situacdes problema, sejam essas
da prépria matemdtica ou aplicacdes em problemas contextualizados. O Modelo de
Barras apresenta um forte poder pedagdgico especialmente na resolucéo de problemas,
quando permite visualizagdo de dados com suas propriedades matematicas e “relagdes”
algébricas (dlgebra da aritmética) como passagem segura para a fase da pré-algebra.

Um exemplo que estende o conceito parte-todo e comparagdo num problema que tra-
balha fragdes para 5% ano, ¢ ilustrado na Figura 5.



42 Baldin

p—
ry
o A = -kg watermelon is cut into 2 equal pieces. What is the mass of each piece

of watermelon?

Method 1

2
From the model, we see that the mass of each piece of watermelon is 7 kg.

Method 2
v SR R
i i

.
2 2 <l
=5k
The mass of each piece of watermelon is % ke.

Figura 5 Pagina 121 do livro 5 A © Marshall Cavendish Education. Adapted with permission.

O enunciado do problema dizz “Uma melancia de 4/7 kg é cortada em duas partes
iguais. Qual é a massa de cada pedago de melancia?”.

A atividade no livro trabalha dois métodos de resolucao, o primeiro com modelo de
barras, e o sequndo sistematizado com a técnica de operacdes com niimeros fraciond-
rios. O modelo de barras representa claramente as etapas da resolugdo de problemas,
permitindo justificar e validar o raciocinio, estimulando a interpretacdo dos dados e a
comunicacao do raciocinio matematico. No modelo pictdrico, o todo (unidade de me-
dida de massa 1kg) é considerado para resgatar o significado da “unidade fraciondria
1/7" como conhecimento prévio, de modo que as 4 unidades fraciondrias representam a
massa da melancia, e logo, a metade da massa da melancia, solicitada pelo problema, é
representada como metade de 4 unidades do modelo pictérico, obtendo-se claramente
a resposta 2/7kg como a massa de cada pedaco. O segundo método sintetiza a parte
operatdria e consolida o significado da divisdo entre fracbes como o produto da pri-
meira fracdo pelo inverso do segundo, com compreensdo da algebra das operacées no
campo dos ntmeros fraciondrios, e sem regras memorizadas mecanicamente. Ambos
métodos correspondem a habilidades requeridas na aprendizagem da matemética nos
anos iniciats.

No inicio do 6° ano o desenvolvimento do raciocinio algébrico, aliado ao dominio de
procedimentos operacionais facilitados pelas representacées com o Modelo de Barras,
permite introduzir a representacdo de incognitas por letras, com significados para as
operagoes literais em contextos proprios de linguagem matematica ou em problemas
contextualizados.

Conclusao

O trabalho desenvolvido em (Dotti, 2017) mostrou-se consistente para poder concluir
que a andlise das atividades, com olhar atento sobre o significado e o papel das
mesmas dentro do fluxo do curriculo escolar, permite ao professor dos anos iniciais
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uma aprendizagem de como promover o desenvolvimento do pensamento algébrico,
com abordagem confortdvel e coerente dos contetidos do curriculo escolar, segundo as
competéncias desejadas. Consideramos que o projeto de investigacdo deste trabalho,
do ensino e aprendizagem da dlgebra desde os anos iniciais, apresentou resultados
desejados de contribuir com um texto que auxilie a compreenséo dos professores dos
anos iniciais sobre o tema do pensamento algébrico, e fundamentacdo para ampliar o
campo de investigacdo sobre as conexdes de outros temas do ensino dos anos iniciais
com o ensino dos anos finais, para haver a desejada integracdo da matematica escolar
com a matemdtica que os estudantes precisam saber. A colecdo estudada mostrou
possibilidades de analisar evidéncias para outros temas.

Agradecimentos: Agradecemos o apoio da Marshall Cavendish Education pela permis-
sdo concedida para usar sua publicacdo e algumas péginas nos resultados do projeto
e sua divulgacao.
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