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Abstract: The continuity and bounddedness of improper integrals of type f X |
p(x) I-r dx with respect to the polynomial of 7 variables p(x), of degree less
than orequal to k, for 0 < r < i— is established.

Subject headings: continuity, improper integrals, bounddedness.

Resumen: Se prueba la continuidad y acotacién de integrales impropias del tipo
f e | p(x) |~" dx con respecto al polinomio de 1 variables p(x), de grado menor
oigualak,pa.rao <r< 715

Enc_abezados de materia: continuidad, integrales impropias, limitaciones.

1. Introduccién

En el presente articulo se estudia la continuidad y acotacién de integrales impropias

de la forma )

/|c0+c1z+czx2+---+ckm" |~" dz, (1)

a

como funciones de ¢p,---,¢cx para 0 < r < i—, o, equivalentemente, la continuidad y
acotacién de la integral impropia

b
[ 19e) 1 do @)
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como funcién del polinomio p, de grado menor o igual a k.

También se consideran los resultados correspondientes en varias variables, es decir,
se establece la continuidad y acotacion de integrales impropias de la forma

] | p(x) | dx 3)
X

con respecto al polinomio de n variables p(x) para 0 < r < ;cl- Aqui X es un

paralelepipedo de R".

Usaremos la notacidon P, para el espacio de polinomio de grado menor o igual a
k en n variables. E] espacio P; es de dimensién finita y asi todas las normas sobe él
son equivalentes. Por lo tanto, la continuidad de funciones definidas en subconjuntos
de Py significa continuidad con respecto a los coeficientes del polinomio.

Se establece entonces que (3) define una funcién continua en P \ {0} y quesi || ||
es cualquier norma en P; y si 0 < r < ¢ existe una constante M = M(r,|| ||, k) tal
que valga la desigualdad |

f 1p(x) " dx < M ||| . (4)

X
Obsérvese que si s > 1 la expresioén

I flls= (! | f(x)dx | | (5)

define una norma en P y que la equivalencia de esta norma con cualquier otra norma
|| || muestra la existencia de una constante M = M(s,|| ||, k) tal que

] | p(x) [* dx < M || p | (6)
X

para p € P,. La desigualdad (4) se puede ver entonces como una extensién de la
desigualdad (6) al rango —¢ < 5 < 0.

Desigualdades de este tipo son importantes en el estudio de integrales oscilatorias
[1,3]. Resultados relacionados se pueden encontrar en [2].

El plan del articulo es el siguiente. En la segunda seccién estudiaremos la
desigualdad (4) para polinomios en una variable. La situacién en varias variables
se considera en la siguiente seccion. La ultima seccién contiene la prueba de la
continuidad de estas integrales impropias.
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2. El caso de una variable

Sea p(z) =co+crz+ -+ crz® un polinomio no nulo de grado menor o igual a k.
Sean ay,---,a; sus raices, de multiplicidades ny,---,n;. Nétese que ny+---+n; <k
y por lo tanto n; < k para todo i. Podemos factorizar el polinomio p(z) como
p(z) = ¢(z)(z — a;)"" donde el polinomio ¢g(x) no se anula cerca de «;. Se concluye
que si el intervalo [a, b] contiene tan solo la raiz o;, entonces la integral impropia

b b
dz dz
af ESl; :aj FOIERCYE ™

converge para rn; < 1 y por lo tanto para r < %

Dividiendo un intervalo general [a, b] en subintervalos que contengan solo una raiz
de p, se deduce que la integral f: | p(z) |7 dz converge para r < 1.

Estableceremos ahora la desigualdad (4). La equivalencia de todas las normas en
P nos permite trabajar con cualquier norma P;. Asi trabajaremos con la norma

| 2 lloo= sup {| p(2) |: a < z < b}. (8)

Ademas, observemos que si M,(a,b) es la menor constante posible en la desigualdad

b
/|p(m) rdz<M||pll;", pePi\ {0}, (9)

entonces

Mj(a,b) = M,(0,1)(b - a)™*+. (10)
Asi se puede centrar la atencion en el casoen que a =0 ,b=1.

Lema 1

Sea p(a) un polinomio complejo de grado 1. Entonces para cada r con 0 <r < 1
existe una constante M > 0 con

1
[1pa@) 1 de<mllpl (11)
0
Prueba:

Sea p(x) = C(z — w) donde w = & + i y donde C # 0. Como ambos miembros
de la desigualdad (11) son homogeneos de grado —r, se puede suponer que C = 1.
Obsérvese que el maximo de | p(z) |= /(z — @)% + 2 debe alcanzarse en alguno de
los extremos z = 0 0 = 1. Por lo tanto

1P le= { L 8 a2 (12)

V(1—a)2+82, sia<i
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Dado que el cambio de p(z) por —p(1 — &) no altera la desigualdad (11), bastard
considerar el caso a > % Ahora bien, si a > 2 6 si -;- <a<2y|pB|>2entonces
a’ + 5% > 2a,

y por lo consiguiente,
z(z + (o® + % - 20)) 2 0,

para 0 < z < 1. Se deduce entonces que

Vizg—0a)2+ 32> Va?+32V1-z¢. (13)

Asi,

1 1
[1r@) 1 des@+)F [a-aFas oIz 09
0 0

r
2

Resta considerar la situacién cuando % <a<2,|B]<2. En este caso
o’ + 8% <8,

y asi
-7

Ipllzr=(o® + 1% 2277,

por lo cual
1

1
jlp(m) l"”d:cﬁ/la:—-al"d:c
0

0

22—r
- 1-7
922+% _
< T 1

La desigualdad (11) valdrd entonces con M = -2;_%5- = mazx {-:1—%-, 2:jf } Notese

que cuando r se aproxima a 1 entonces M = M(r) tiende a infinito B
Consideremos ahora el caso de polinomios de grado arbitrario.

Lema 2

existe una

E o

Sea p(z) un polinomio complejo de orden k. Entonces si 0 < r <
constante M = M(r, k) tal que

1
@ (16)
0
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Ademas, sik = kj+ ks, 1 < k; < k,entonces st M(r, k) es la menor constante posiblel,
se tiene . ,
kT kT
Mk <M (= k) M= k) . (17)
k1 ko |
Prueba:

Sea p un polinomio de grado k. Escribamos p = p;p;, donde p; tiene grado
ki, 1<k;<k, k +k,==Fk. Poniendos; = ki- se tendra

51 52

por lo que podemos aplicar la desigualdad de Holder:
1 1 ‘
J1v@r = [ o) 1 e 17 da
0 0

Lo
22

; & g
<|[im@ | | [ 1pte) 77 o
0 0

< [M(rsy, k)] [M(rsa, ka) 2 ] || oo 1271 2 |
. iy b
<o (Fon) v (Bk) e (19)
1 2

de donde se deduce la desigualdad (17). Notese que para obtener (19) usamos la
desigualdad || p [|oo <|[ P1 [loo |l P2 [leo-

Ahora bien, si usamos (17) repetidamente obtenemos
M(r, k) < M(rk,1) (20)

y como M(¢,1) es finito para 0 < ¢t < | se concluye que M(r, k) es finita para
0 < r < 1. De hecho, segiin lo obtenido en la prueba del lema 1,

7 924k
M(rk) < T (20)
para 0 <r < i— B
Hemos asi establecido
Teorema 1
Sea || || cualquier norma en P el espacio de polinomios de grado menor o igual a

k. Entonces sia < by si 0 <7 < f, existe una constante M = M(]| ||,»,a,b, &) tal

que
b

/nm»wwwSanwn (21)

a

para todo p € P \ {0}.0
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3. La desigualdad en varias variables

Estudiaremos ahora el caso n—dimensional. Escribimos C, = [0,1]® el cubo
n—dimensional y || p lleo= sup{| p(x) : x € C, }.

Lema 3

Sea p(x) un polinomio complejo en n variables de grado menor o igual a k.
Entonces para 0 <r < % existe una constante M = M, tal que

f | p(x) |7 dx < M || p I . (22)
Cu

Prueba:

Dado que, segiin los resultados de la seccion 2, M, < oo el resultado se seguira si

probamos que
Mpym < My M,,. ' (23)

Ahora bien, considérese un polinomio de n+ m variables, que escribimos como p(x, y)
donde x € R,y € R™. Sea || p llo=| p(x*,¥*) |, donde x* € C,, y* € Cn.

Tendremos
[ty axdy = [ [ 10xy) 17 dxay

Cvi+m C'm Cn

< M, /[Sup{l p(x,y) [ x € Cp}]™"dy
Crm

< Mnf |p(x",y) ™" dy
G

< Mp Mo [sup{| p(x",y) I:_y €Cn}]™
< MMy, ” p ||;,r,
de donde se deduce (24).8

Dado que todas las normas sobre P, son equivalentes y dado que cualquier
paralelepipedo en R™ se puede transformar en C,, por medio de un cambio de variables
lineal, obtenemos:

Teorema 2

Sea || || cualquier norma en Py el espacio de polinomios de grado k en n variables.
Entonces si X es cualquier paralelepipedoen R ysi 0 <r < i—, existe una constante
M = M(||||,r, X, k), tal que

[ e 1 ax< iz, (24)
X

para todo p € Pr\{0}. B
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4. Continuidad

En esta seccion demostramos que la integral

L(p)= [ |p(x)|™" dx, (25)
/

define una funcién continua de p € Px\{0} para 0 < r < .

Para establecer la continuidad de I,.(p) con respecto a p, usaremos el siguiente
resultado

Lema 4

Sea X un espacio de medida finita. Sea {f,} una sucesién de funciones medibles
en X que satisfacen

a) fn — 0 salvo en un conjunto de medida cero.
b) existe una constante M tal que || f, ||, < M para todo n, donde s > 1.
Entonces
lim || fa l}e= 0, (26)
paratodotcon 1 <t < s.
Prueba:

La condicién (a) garantiza la existencia para todo € > 0 de un conjunto medible
F = F(¢) con medida pu(F) < € tal que la sucesién {f, } converge uniformemente a
cero en X\F.

Obsérvese que si 1 <t < s la desigualdad de Holder da

tfs 1-t/s
flfnl‘dns /Ifnl’du Lfdu
F

< Miel-tle, (27)

si se usan los exponentes r; = s/t y ro = 4.

Por lo tanto

1/t 1/
T ([t =T | [ 1salrdus [1f0l ds
_ . F

X\F

7 1/t
P T— t
= lim [jlfn " du
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< Affllt ilfes

Pero ¢ es arbitrario y por lo tanto
Iim || fu 1= 0,
n—00

para 1 <t < s.®
Usando este resultado podemos probar el siguiente teorema
Teorema 3

Sea X un paralelepipedo de R”. Entonces para 0 < » < 1/k la aplicacién p — p~!

de Pc\{0} en L"(z) es continua.
Prueba:

Nétese que si 0 < s < 1/k y si p € Pr\{0} entonces p~' pertenece en efecto a
L?(X) pues la integral

L(p) = ] | p(x) |~ dx < M [ p||™*
X

es finita. Aqui || || es cualquier norma de P.
Sea ahora {p,} una sucesién en Pi\{0} que converge a p € P;\{0}.

Noétese que como los p,, se aproximan a p y p # 0, existe una constante ¢ > 0 tal
que || pn ||> a para todo n.

Sea ahora r con 0 < r < 5. Entonces

r]s
1 1
L/ | gl I"#/" dx| < /(Ipn ™" + | p |7 )dx
SMlpa P+l 707"
< (2Ma™s)ls, (28)

Asi, si usamos el lema con f, =| pl ~ % ", dado que las || f, ||;/» estan acotadas por
{29), se deduce que || f, H}i— 0 es decir,

: 1 1.,
nl_l»ngo | o5 " dx =0 (29)
by

Esto se cumple para 0 < r < s y como s < 1/k es arbitrario, para cualquier » con
O<r<l/k B
Con la ayuda de este resultado se obtiene la continuidad de I, (p).

Teorema 4
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Sea X un paralelepipedo de R". Entonces para 0 < r < 1/k la funcién

I(p) = f | p(x) ™" dx (30)
X

es continua con respecto a p € Pi\{0}.
Prueba:
Sea {p,} una sucesién de P;\{0} que converge a p € Pi\{0}.

Entonces

| L.(p) = L (pn) |=] / [ 2(x) |77 = | pa(x) |~"ldx < ] | pu(x) = p(x) |~" dx
X X

y como segun el teorema 3 la ultima integral tiende a cero, se deduce que
1im I,(pa) = 1, (p). (31)

paral0<r<1/k. B
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