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Abstract: The dynamical structure factor S (Q, w) from neutron scattering by
liquid helium is calculated using the two-condensate model and the techniques of
finite-temperature quantum field theory. The predicted results are then confronted
with results of this type of experiment. Finally, a spectroscopic experiment based
on the Doppler effect is suggested that would settle the question of the correctness
of the model.

Subject headings: helium, phonons, Bose-Einstein condensation.

Resuxﬁen: Para el scattering de neutrones en helio liquido se calcula el factor
dindmico de estructura S (Q, w) usando el modelo de los dos condensados y las
técnicas de la teoria cuantica de campo a temperatura finita. Luego se comparan
estas predicciones con los resultados obtenidos en ese tipo de experimento.
Finalmente se sugiere un experimento espectroscopico basado en el efecto Doppler

que podria definir la correccién o incorreccién del modelo.

Encabezados de materia: helio, fonones, condensacién de Bose-Einstein.
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1. Introduccién

El helio liquido muestra un comportamiento realmente sorprendente debido a
ciertos efectos de origen cuantico. A nivel macroscdpico son observables el conjunto de
fenémenos a los cuales se les da el nombre de superfluidez, que son inicos en el mundo
fisico. A nivel microscdpico se observan las pseudo-particulas sin masa que llamaremos
fonones-rotones, que poseen caracteristicas muy diferentes a las de las moléculas de
helio. Landau predijo su existencia a partir del calor especifico del helio, hace ya
muchos aiios (Landau, 1947), y fueron observadas directamente utilizando scattering
de neutrones en helio. Usando esta técnica se determind su curva de dispersion y
resultd ser igual a la que Landau habia predicho, que actualmente se llama curva de
dispersion de Landau (CDL).

El factor dinamico de estructura (FDE) 5(Q,w), que es el nimero de eventos para
un canal de transferencia de momentum Q y transferencia de energia w, es el formato
usual para la presentacion de datos en experimentos de scettering de neutrones. En
este trabajo estudiaremos el FDE dentro del modelo de los dos condensados (MDC)
y usando las técnicas de la teoria cuantica de campo a temperatura finita (TCCTF).
Luego compararemos estas predicciones con los resultados obtenidos en ese tipo de
experimento.

2. El modelo de los dos condensados

Vamos a resumir aqui muy brevemente el MDC. Existe la creencia entre los
fisicos que estudian el helio que la condensacién de Bose-Einstein esta relacionada
de algin modo con el fenomeno de la superfluidez. La idea es que el condensado
es la parte superfluida del helio superfluido. Esto explicaria la poca entropia de esa
parte y el por qué de la existencia de pseudo-particulas sin masa: el condensado
proviene del rompimiento éspontaneo de una simetria (RES) U(1), rompimiento
que, segun el teorema de Goldstone, produce siempre excitaciones sin masa. KEste
cuadro, aunque interesante, tiene multiples problemas, tales como predecir que no
existiran fonones a temperaturas por encima a la del punto lambda -falso-, que la
velocidad del sonido sera cero en ese punto —falso—, y, en general, no clarifica mucho
ni cuantitativa ni cualitativamente el fenémeno de la superfluidéz. El MDC tiene
el mérito de mantener los aspectos positivos de la idea de un condensado de Bose-
Einstein, mientras simultaneamente son superados los defectos apuntados.

El helio tiene la molécula mas pequena de todos los elementos, y la podemos
considerar como un bosén interactuando por medio de fuerzas de Van der Waals. Asi
pues, el lagrangiano a esperar es :

£ = Lp"i 8, — (1/2m)|[Vel? + plel® - V(9), (1)

donde m es la masa de la molécula de helio, p es un potencial quimico que ponemos de
una vez ya que sera necesario cuando hagamos los calculos usando TCCTF (Bernard,
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1974; Kirzhnit y Linde, 1976; Dolan y Jackiw, 1975; Weinberg, 1975; Haber y

Weldon, 1982; Kapusta, 1981), ¢* 8¢ ¢ = ¢*0ip — Oip*p, V(e) es un potencial
efectivo apropiado, y tomamos i = 1. (Seguimos en general las convenciones de
texto de Kapusta (Kapusta, 1989)). La forma de V() se puede obtener del potencial
intermolecular V(r), donde r es la separacion entre dos moléculas, si hacemos la
aproximacion del campo medio, la llamada mean field theory aprozimation.

Supongamos que calculamos la funcién de particion correspondiente al lagrangiano
£ sumando a todos los lazos, luego de un RES. Sabemos, a partir del experimento,
que se obtiene un gas de fonones-rotones con una interaccién débil entre ellos. Es
decir, lo que esta ocurriendo es que la suma de todos los diagramas del lagrangiano
original £ es equivalente, si sumamos a todos los lazos, a un lagrangiano con una
modificacion en la forma de la energia cinética y un potencial remanente Vgr(yp) que
es muy pequeio comparado con V(). El que el potencial Vg(p) sea pequeiio hace
posible que un calculo a un lazo de la funcién de particién nos pueda dar mucha
informacién. (Para evitar posibles confuciones con la frase “a un lazo”, recuérdese
que en TCCTF el diagrama de Feynman de la funcién de particién a un lazo tiene
forma de O, es decir, no hay vértices interactivos.) Como veremos, podemos obtener
interesantes resultados que no dependen del potencial Vg(yp) que se introduzca.

El lagrangiano apropiado (Chaves, 1993) es el

_— 1 1
L =ip dp — 2+m|V<P|2 + 27;|f90|2 — slel® - Vr(p), (2)
que contiene al operador hermitico
s ____ 2
fo = ae=(V1-D/, 3)

Nuestra seleccién se fundamenta en que este lagrangiano predice la CDL si se calcula a
un lazo, es decir, ignorando Vg, y en que lo hacen plausible los siguientes argumentos:
El minimo del potencial intermolecular del helio ocurre para una separacién de 3 A;
sin embargo la observada a temperaturas cercanas al cero absoluto es mayor de
4 A. Lo que ocurre es que la energia de punto cero, que usualmente es despreciable
comparada con la energia de otros problemas fisicos, se vuelve ahora comparable
a la escala de equilibrio e impide que las moléculas se acerquen mds unas a otras.
Para una densidad de 0.145 g/cm?® la distancia interatémica es de ¥ ~ 4.0 A. Del
principio de incertidumbre se concluye que Zk % h, asi que el momentum & =~ 1.6 A~!
es energéticamente favorecido sobre los demas valores. La energia de punto cero
es entonces Ey = Ez/2m ~ 1.6 x 10722 ] =~ 12 K. Obsérvese que al actuarse
con el operador f sobre una funcién de onda, |V| — k, y tenemos el potencial
fi = aexp[—(k — k)?/4b], para el cual es energéticamente beneficioso que k ~ k.
Para que el término nuevo en el lagrangiano tenga un valor similar al de la energla de
punto cero, debe ademas ser cierto que @ ~ k, para que ese término valga ~ k& /2m.
Ademas, para que fZ tenga un soporte (el dominio en que la funciion no es nula) en el

orden de esta misma escala, b ~ E. Con solo un pequeno afinamiento a estos valores,
es posible obtener (Chaves, 1993) la CDL a partir de (2). Los valores afinados son
EF=23A-" a2 =4354A"2 yb=0. 60 A-2 , muy cercanos a los que obtuvimos con
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nuestras primitivas aproximaciones. Este fendmeno tiene su principal causa en que
el minimo local de la funcién k% — fZ ocurre precisamente para el mismo mimero de
onda que para el minimo local de la CDL.

El siguiente argumento puede resultar esclarecedor de lo que ocurre. El
lagrangiano del helio no es perturbativo y en consecuencia el propagador de las
moléculas sera dificil de calcular a partir de una densidad lagrangiana £. Pero,
después de un RES, sabemos cual es la solucién del sistema cuantico: son las
pseudo-particulas de Landau. Sabemos que no tienen masa, como es su curva de
dispersion, y que interactian débilmente entre ellas. Con estos datos podemos escribir
inmediatamente su propagador, y, echando marcha atras, encontrar un £ efectivo, que
es equivalente, a un lazo, al lagrangiano original sumado a todos los lazos. Es decir,
que usando metodos conocidos de la TCCTF, podemos hallar un lagrangiano efectivo
para el helio, aunque no hayamos hecho la suma a todos los lazos del lagrangiano que
involucra las fuerzas de Van der Waals, y utilizarlo para hacer predicciones sobre el
helio, como por ejemplo determinar que el FDE va a constar fundamentalmente de
dos picos, como hacemos en este trabajo.

A partir de la funcion de particién correspondiente al lagrangiano (2) utilizando
la TCCTF es posible concluir que: 1) Cuando el potencial quimico del helio toma el
valor 4 = 0, ocurre un RES y se forma un condensado (que llamaremos pasivo) en
k = 0. Debido a este rompimiento aparecen en el helio unas pseudo-particulas sin

masa con la dispersion w = v (k* ~ f,?)ll2 donde v es la velocidad del sonido en el
medio, que es prec1samente la CDL. 2) Al bajar la temperatura y tomar el potencial
quimico el valor u = k2/2m f2/2m donde k es el nimero de onda en el minimo de la

CDL, se forma un segundo condensado (que llamaremos activo) en k = k. El estado de
minima energia del helio contiene un condensado en movimiento eterno. Aunque el
largo del vector velocidad es constante, la direccién varia continuamente, solamente
determinada por la ley de la conservacién de la materia. Cuando se produce una
gradiente de temperatura o presion, o, en fin, cualquier fuerza que alinie los vectores
de momentum, hay un inmediato transporte de materia.

Es natural que haya fonones a temperaturas por encima del punto lambda, ya
que el RES ocurre a una temperatura superior a ésta. No hay superfluidez ya que la
condensacion es en el estado k = 0, y, aunque el condensado pasivo practicamente no
tiene entropia, se comporta por lo demas como un fluido normal, en cuanto que, si
es sujeto a una gradiente de.fuerza, su inercia es la normal y reacciona lentamente,
y no instantaneamente como un superfluido. Usualmente se espera que la velocidad
del sonido sea cero en el punto lambda, debido a que v x po/p, la densidad del
condensado pasivo entre la densidad total del helio, y, como se piensa que el RES
ocurre precisaimente en ese punto, pues pg = 0 y por ende v = 0. En cambio, en el
MDC el condensado que se comienza a formar en el punto lambda es el activo, y no
existe ningin motivo para que po y v sean cero ahi. Experimentalmente la velocidad
del sonido es constante a temperaturas cercanas a 0 K.

Hay varios gases a temperatura ambiente que muestran fonones en el estado liquido
a baja temperatura. Dentro del MDC esto se puede entender sin mucha dificultad.
Al ir enfriando el gas vuelto liquido, el potencial quimico negativo va creciendo, hasta
que llega a ser cero. En ese momento se rompe la simetria /(1) de la mecéanica



Maz Chaves: el factor dindmico de estructura del helio... 29

cuadntica y se producen particulas sin masa tal y como exige el teorema de Goldstone.
Esta sencilla explicacion no se ha usado debido a que se creia que el condensado que
se produce al romperse la simetria volveria al liquido un superfluido, en contra de
lo observado. Lo que afirmamos nosotros es que un condensado por si solo no es
suficiente para producir superfluidez; debe ser ademéas un condensado activo, es decir,
la condensacion debe ser en un estado k& # 0.

3. Presentacién del FDE

Después de esta breve introduccién al MDC, enfocamos nuestra atencién en el
FDE, que definiremos (Springer, 1972; Glyde 1991) asi:

S(Q,w) = %/dt explifw — wg)1}S(Q, 1), (4)

donde S(Q,1) = (p(Q,1)p*(Q,0) = (0|Tp(Q,1)p"(Q,0)0), p(Q,1) es la
transformada de Fourier de la densidad de fluido p(x,t) y wg es la energia de las
excitaciones correspondientes a la densidad p(Q,1t).

Puesto que el campo cuantico ¢(x,?) y su transformada de Fourier ¢(Q,?) estan
relacionados con la densidad por medio de p(Q,t) = |¢(Q,t)|%, es posible concluir
que '

5(Q,t) = (¢"(Q, 1) ¢(Q,t) ¥(Q,0) ¢"(Q, 0)),
= [(p(Q,1) ¥™(Q,0))|?;

donde para pasar de la primera a la segunda linea de la ecuacién hemos usado la
Formula de la Reduccion (Bjorken y Drell, 1965) y la conservacion de la carga. Este
resultado nos informa que el FDE es proporcional al cuadrado de la funcion de Green
para llevar una excitacidon cuantica de momentum Q adelante un tiempo t. Esta
funcidon de Green es calculable en el contexto de la TCCTF pues es simplemente el

valor esperado del producto ¢(Q,1t) ¢(Q,0).

(5)

Debido a que haremos el calculo solamente a un lazo, podemos simplemente
ignorar el tiempo, ya que a ese orden no existen interacciones que puedan producir
una dependencia en {. En este calculo en la integracién funcional usaremos en los
diferenciales las funciones ¢, (k), que vienen definidas por

p(x,7) = \/BIW Y ) ellrentxkip (k). - (6)

n=-—o0 k

Hemos usamos la variable 7 de la TCCTF (en lugar del tiempo t que afortunadamente
podemos ignorar) que toma los valores 0 < 7 < 3 = 1/kT, donde T es la temperatura
del fluido. Recuérdese ademads que, de acuerdo a los principios de la TCCTF, ¢(x, 7)
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es periodica con periodo 8, por lo cual w, = 27n/B3, n = 0, £1, £2, .... La funcion
de Green es, pues:

b
(»(Q)¢"(Q)) "—“_/[dson(k)][d%(k)] #(Q,0) ¢*(Q,0) exp —/dT/dakﬁr » (7)
0

donde £, es la misma densidad lagrangiana (2), pero con la substitucion r = it
incorporada. Los dos campos promediados son evaluados en 7 = 0, ya que cuando se
hace el truco en la TCCTF de introducir el “tiempo” T estan a la izquierda de todos
los demas campos. Inspeccionando la Ec. (6) se puede concluir la relacién

ok, 7) = VB/W Y _ e pn(k), (8)

que permite expresar el integrando de (7) en términos de las variables de integracion
pn(k) y oh (k).

4. Evaluaciéon del FDE

Procedemos ahora a la evaluacién de esta integral. Ocurre aqui un fenémeno
parecido al del descenso mas empinado (steepest descent) que ocurre en las integrales
de trayectoria de Feynman. En la cuantica la integral de trayectoria tiene un
peso que es exp(itH/h), donde H es la energia de una particula. Para energias
representativas de nuestro mundo cotidiano, este cociente es enorme, lo que resulta
en una desvalorizacién de todas las trayectorias que no sean estacionarias debido
a las rapidas variaciones sinusoidales. Las inicas que no se ven afectadas son las
estacionarias, que son observables como un comportamiento cldsico. Solamente
cuando se da la situaciéon de que la energia de la particula es muy pequeiia son
importantes todas las trayectorias, y de aqui resulta la mecdnica cuantica. En el caso
de la TCCTF el peso de las trayectorias es de la forma exp(—8H) = exp(—H/kT),
donde H es la energia de todas las particulas, y k = 1.4 x 1022 JK~!, asi que de
nuevo principalmente van a contribuir las trayectorias estacionarias que hagan a H
cero, ya que para las demas la constante de Planck resulta en un nimero enorme en
una exponencial con exponente negativo. El lagrangiano (2) tiene un minimo absoluto
en k = 0 y uno relativoen k£ = k, ambos correpondiendo a trayectorias estacionarias,
y ambos produciendo (Chaves, 1993) una condensaciéon de Bose-Einstein. Nosotros
evaluaremos la funcion de Green solamente a orden de arbol, ya que es precisamente
el estado de minima energia —o vacio de la TCCTF- del helio el responsable de la
forma del FDE.

Sea pues el valor esperado del campo en el vacio

(01p(x)]0) = (0po(0)] 0) + {0 lpo(k)[ 0)e'™* = P + A, (9)
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donde hemos hallado conveniente llamar P al condensado pasivo P (que se debe
escoger real para fijar la medida o gauge) y A al condensado activo. Hemos omitido
aqui el factor /3/W para seguir la convencién (Kapusta, 1989) que le da unidades
distintas a los términos de la transformada de Fourier (6) que a los condensados del
campo ¢. En la integracion funcional de (7) hacemos ahora los cambios de variable

P+¢5(0), sik=0yn=0;
en(k) = A+¢o(k), sik=kyn=0; (10)
o (k), de otro modo.

La integracion funcional queda en término de las nuevas funciones primadas:

(H(Q)9(Q)) = [ g} gl (k)] (@, 0) p(Q, 0 |
(11)
X exp (;3qu2 — BWg(k)|Al* - f drd®k z',) :

donde g(k) = k?/2m — f§/2m-— gt < 0y donde £’ es la densidad lagrangiana después
del cambio de variable. Los dos primeros términos de la exponencial son factores
multiplicativos de toda la integral que corresponden a un condensado en k = 0 y
otro en k = k. El tercer término de la exponencial L’ [¢'] corresponde a los campos
@', de origen cuantico, que han aparecido después del rompimiento de simetria. Un
calculo detallado demuestra que no tienen masa y que obedecen una CDL, y son, en
consecuencia, los fonones-rotones del helio.

La expansién (8) con dos condensados debe reescribirse:

VBIW Tpo €7 ¢a(0) + P, sik=0;

ok, )= 4 VBIW Y, 0™ pn(k)+ A, sik=k; (12)
VBIW Y efmn o (k), de otro modo.

Imagine el lector que usamos (12) para expresar los dos campos del integrando que
multiplican a la exponencial en (11), con lo que nos resulta en el integrando una
suma de términos bilineales en ¢,(Q). Basta con que sdlo uno de los dos factores
de cada término no sea uno de los casos estacionarias (n = 0 y k = 0, k) para
que la exponencial sea practicamente cero, por el motivo aducido al principio de la
seccidon: el argumento de la exponencial seria negativo y enorme debido al factor g.
(Sin embargo, si estuviéremos haciendo una integraciéon sobre @ y no tomando un
valor especial, como estamos haciendo aqui, habria que incluir todos los términos de
la expansion (8).) Por lo tanto podemos aproximar:

P, sik=0;
ek, 1) = { A, sik=k; (13)
0, de otro modo.

Ya habiamos determinado que 7 = 0 para esos campos, pero vemos que en realidad
no dependen de 7. De (4), (5), (11) y (13) concluimos que:

Pi8(w), siQ =0;

S(Quw) x ¢ |A[*(w —wy), siQ=k; (14)
0, de otro modo.



32 Ciencia y Tecnologia: Investigacion

Esto quiere decir que en los neutrones van a sufrir scattering solamente cuando
transfieran una cantidad de movimiento y una energia igual a la de los fonones-rotones
en k = 0 o k = k. La integracién de S(Q,w) sobre los 47 estéreoradianes da el factor
dindmico coherente de estructura en su forma usual, S(Q,w), y concluimos que va a

tener dos picos, uno cerca de k = 0 y otro de k = k.

5. Comentarios finales

En experimentos de scaltering de neutrones en helio (Woods y Svensson, 1978,
Stirling y Glyde, 1990), fueron observados dos picos en la curva “nimero de eventos
versus numero de onda”, para un valor fijo de la transferencia de energia w. Uno
ocurre para valores pequefios del momentum transferido Q@ ~ 0.4 A~!, y otro
para valores grandes @ ~ 2.0 A-!. Su comportamiento con las variaciones de la
temperatura es completamente diferente, pues el pico con momentum pequeno es no
se modifica conforme la temperatura sube o baja de T, mientras que el de momentum
grande decrece rapidamente conforme la temperatura sube, hasta que desaparece
completamente en el punto lambda, dejando tras de si una amplia intensidad que es
independiente de la temperatura todavia por un par de grados mas.

En resumen, el cuadro fisico es el siguiente: Si la temperatura del helio esta
por encima del punto lambda, hay condensacion de Bose-Einstein pero no hay
superfluidez. Por debajo del punto lambda hay una condensacion de Bose-Einstein
en k = k que produce los fendmenos mds curiosos de la superfluidez. En ambos casos
es cada condensado la causa directa de los picos en las curvas de scattering. Mientras
la energia del neutron sea del mismo orden de la energia del sistema cuantico del
helio a esa temperatura, el FDE que se observa es el coherente. La intensidades
netas de los picos en la region de rotones debe, de acuerdo a estas ideas, disminuir
rapidamente conforme la @) se aleja de @} = k. No tenemos muchos datos acerca de
este punto, excepto una referencia (Talbot et al 1988) en que S(Q,w) fue estudiada
para Q = 1.13A~' y @ = 2.03 A~!, que corresponden aproximadamente al maximo
y al minimo en la zona de los rotones en la CDL, a una presion de 20 bars. La
intensidades netas fueron dadas para cada una de las @, y la intensidad del pico en el
maximo local fue como un 1/20 de la intensidad en el minimo. Seria interesante si se
pudiera comprobar que las intensidades en los picos que no sean a Q = k = 1.9A!
son mucho mas pequenas que la intensidad a ese valor, para un temperatura dada.

Los experimentos de scettering de neutrones que hemos descrito arriba dan
solamente evidencia indirecta de la correccion del modelo de los dos fluidos. Hay
utt experiento que demostraria la correccion o incorreccion de este modelo de un
modo definitivo. Consiste en bombardear una muestra de helio liquido con luz
monocroniatica no muy intensa a una de las frecuencias de excitacién del helio,
de modo que algunos de los atomos se exciten y realicen emisiones radiativas que
se midan espectroscopicamente. Mientras tanto la temperatura debe ir bajandose
gradualmente hasta debajo del punto lambda. Usualmente el ancho de banda debido
al efecto Doppler deberia reducirse al ir enfriandose los atomos de helio; pero en el
MDF deben ocurrir un ensanchamiento precisamente en el punto lambda, debido a
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que ahi se forma el condensado activo que tiene que presentar un efecto Doppler
mucho mas marcado. Al ser este efecto lo contrario precisamente de lo que ocurre si
no existe un condensado activo, discriminaria muy bien la veracidad de este modelo.
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