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Abstract: It is established that recurrent sequences, Tpnyl = f(:l:n), which converge to a
fixed point L where the derivative & = f'(L) satisfies 0 < |a| < 1 and where the rest
r(@) = f(z) — L — a(x — L) satisfies r(z) = O(Jz -- L|***), for some s > 0, can be
approximated as 2, ~ L 4 ca® for a certain constant ¢. It is shown that such approximation

might fail if only the condition § < |a| < 1 is assumed.

SUbjGCt headings: recurrent sequences, convergence, approximation

Resumen: Se establece que sucesiones recurrentes, nt1 = f(:!,‘ﬂ), que convergen a un
punto fijo I donde la derivada a = f’ (L) cumple ( < |a| < 1 y donde el resto 7'(.’1,‘) =
f(.’t) - L - a(:c - L) satisface T’(.’L‘) = O(I:C — L|1+"), para algin § > 0, pueden ser
aproximadas como Z,, ~ L + ca™ para alguna constante ¢ Se demuestra que tal aproximacién

puede no valer si solo se asume que 0 < || < 1.
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1. Introduccién

Las sucesiones numéricas definidas por recurrencia,

xn+1: f(xn)’ (1'1)

donde f: R — R es una funcién dada, han sido una rica fuente de ejemplos y contraejemplos en
analisis.

Las sucesiones recurrrentes no tienen por qué ser convergentes; de hecho pueden oscilar o tender a
infinito. Sin embargo, si f es continua y si {z,} converge al limite L, entonces L es necesariamente
un punto fijo de f, es decir

L = f(L). (1.2)

Una manera de estudiar la convergencia de sucesiones recurrentes en vecindades de un punto fijo
dado L es estudiando el valor de la derivada

e = f'(L) = lim fel=L (1.3)

En efecto, si |a| < 1 existe un vecindario U de L de forma que si zo € U entonces {z,} converge
a L. Basta tomar U de forma que

flz)~ L
r— L

<

para z € U \ {L} donde v se escoge con 0 < ¥ < 1. Entonces si z € U, serd |f(z) — L| < v|z — L|
y asi j&n — L| < ylgn_1 — L| < -+ < 4|20 — L] y, como 0 < v < 1, valdra que |z, — L| — 0.

Por otra parte, si || > 1 las sucesiones recurrentes se alejan de L, pues si z, estd cercano a L
pero z,, # L entonces |zp41 — L| ~ alz, — L] y asi |zp41 — L] > |z, — L|.

El caso limite, |a] = 1, puede ser muy complejo.
Estos son resultados bien conocidos [1].

Supdngase ahora que se quiere investigar no solo si {z,} converge a L sino que tan rapido lo hace.

El caso mas sencillo es cuando

f(z) =L+ a(x - L), (1.4)

donde 0 < |a| < 1. En este caso la sucesién {z,} se calcula explicitamente como

zn = L+ ca”, (1.5)
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donde ¢ = zo — L.

Ahora bien, en el caso general, si 0 < |f'(L)| = |a| < 1, la aproximacién

f(z) ~ L +alz - L), (1.6)
para z cercano a L, hace suponer que también valdra que

z, ~ L+ ca®, (1.7}

para alguna constante c.

El propésito de este articulo es establecer que la aproximacién (1.7) es vélida bajo una condicién
adicional, a saber, cuando el resto

r(z) = f(z) — L —a(z — L), (1.8)
satisface
r(z) =O(|lz - L|'**) , cuando z = L (1.9)

para algin s > 0. Asimismo, damos un contraejemplo que muestra que la sola existencia de f'(L),
es decir, la condicion

r(z)=o(lt~L|), «—1L, (1.10)

no es suficiente, en general, para obtener (1.7).
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2. La Aproximacién cuando los Restos son Pequenos

En esta seccién establecemos que si la funcién f: R — R es continua, si L es un punto fijo de la
funcién f, si f es derivable en L con 0 < |f'(L)] = |a| < 1 y el resto r(z) = f(2) — L — a(x — L)

satisface
r(z) =O(Jz — L|'**) , cuando z > L

entonces las sucesiones recurrentes dadas por

ITpngr = f(xn),

y que convergen a L, satisfacen la aproximacién

tp=L+ca" +0(a"), cuando n— o

donde c¢ es una cierta constante, que depende del valor inicial zq.

(2.1)

(2.3)

Nétese, primero que nada, que el cambio y = z — L lleva al punto fijo L al origen y asi, se puede
suponer que L = 0. Estudiamos de esta manera el caso de una funcién continua f : R — R tal que

f(z) = az + r(z),
donde 0 < a < 1 y donde el resto satisface
Ir(z)] < Mlz|'** ,  |z| <q,

para algunas constantes M,a > 0.

Sea ahora v un niimero que satisface v > |a|. Dado que

lim __f(m) & %

r—=0
existira 4> 0 tal que

|f(z)| < 7]zl

para 0 < |z| < 4.

St {z,} es una sucesién recurrente, definida por (2.2), que cumple

lim z,, =0,
n-too

entonces existe ng tal que |z,| < § para n > ng y, por lo tanto,

(2.4)

(2.6)

(2.8)
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|3n+1| < 7|mnl ’ n > ng, (2.9)
de donde se deduce que existe una constante K tal que
|zn| < K", (2.10)
para todo n.

Escéjase ahora v de forma que y1** < |a].

Si vale (2.8), entonces existird n; tal que |z,| < min{d,a} para n > n;. Luego, se tendra la cota

In+1 f_f_l_ - f(xn) In
O.'"+1 - an an-f-l - a_n
_ |r(za)
a"+1
Mlxn|l+a
< Taprer
MK1+3 (,yl-i-a)"
= el ||
o bien
z
a:ii - Z—: <A™, n>ny, (2.11)
MK1+3 14s
donde 4 = TI—— es una constante y donde w = o] satisface
o @
I<w<l (2.12)

Ahora bien, si m > n > n; entonces

Tm In

am an

Tm-1 Lm-2
am—1 am™—2

Im Tm-1 |

- |lam am-1

Dbl Pa
antl a”

.

AWt tan)
<A1+ w+wi+-.))

T I

< Aw?

: (2.13)

a™ af |
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y se deduce que

. Tm Zn
lim [— - —
n,m—=o00 |q™ a”

=0. (2.14)

x . ..
Quiere esto decir que la sucesion {a_:} es de Cauchy. Por lo tanto existe el limite

c= lim 2%, (2.15)
y por definicién valdra
z, =ca” +o(a"), n— oo (2.16)

En resumen

Teorema. Sea f : R — R continua. Sea L un punto fijo de f tal que su derivada o = f'(L)
satisface 0 < |a| < 1. Si existe s > 0 tal que el resto

r(z) = f(&) - L - a(z - L), (2.17)
satisface
r(z) =O0(lz - LI***) , z— L, (2.18)

entonces para toda sucesién recurrente {z,}, definida por z,4+1 = f(z.), que converge a L, existe
una constante ¢ tal que

&n, = L+ ca”™ + o(a™), (2.19)
cuando n — 0o.

Obsérvese, en particular, que si f”(L) existe entonces r(z) = O(|z — L|?) y por lo tanto se puede
aplicar el teorema.

Corolario. Si L es un punto fijo de la funcién continua f : R — R en el cual 0 < |f'(L)| = |e| < 1
y si f(L) existe entonces toda sucesion recurrente £,41 = f(zn) que converja a L tiene la forma

e, = L+ ca” + o(a"),

para alguna c.
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3. Un Contraejemplo

En la seccién precedente se mostré que se tiene la aproximacion z, ~ L + ca™ siempre que
r(z) = O(|z — L|'**) para algiin s > 0. Se puede preguntar si la sola existencia de f'(L) garantiza
tal aproximacion. En esta seccién damos un ejemplo para establecer que la respuesta es negativa.

Obsérvese que la existencia de f'(L) implica que

r(z) =o(lt— L|), cuando z — L. (3.1)
Restos del tipo
z—L
R e 3.2
") = oI (3.2

donde ¢ > 0 satisfacen (3.1) pero no (2.18) para ningiin s > 0.

Para construir el contraejemplo, considérese la funcién

9(y) =y —2/y. (3.3)

Claramente g es creciente y continua para y > 1. Ademd4s, g envia el intervalo [1,c0) al intervalo
[-1, 00).

La funcién

h(y) = (%) " ; (3.4)

serd entonces estrictamente decreciente y continua en [1,00). La imagen de [1,00) bajo h es el
intervalo (0, 2].

Definase ahora la funcién f en (0, 2] por

F(z) = h(h™!(z) + 1), (3.5)

una relacién que se puede escribir como

f ((%)y—mj) = (%)yﬂ-zm. (3.6)

Extiéndase f a [2,00) de cualquier forma que preserve continuidad y finalmente a todo R pidiendo
que sea impar:
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Obsérvese que f(0) = 0. Ademds f'(0) = 1/2, pues

Lyy+1-2/y+1
lim f(z) = lim (2)1 —_—
z—0t T y—oo (i)y-—2\/§

= lim (%)1+2(\/!7-~/§'+'T)

y—oo

y asi
lim £&) -1
z—=0+ 2 2’

Si tomamos zo = 1 y definimos {z,} por £,4+1 = f(zn), tendremos, en vista de (3.6), que

1 n—2v/n
()

Tn

Pero

= lim 4¥" = o0,
)" n—oo0

B

y asi no existe ninguna ¢ que cumpla que z,, ~ c(-;-)“.

Obsérvese que en este caso se tendrd

cx
1"(1:) ~ W y cuando _.’B - 0,
donde ¢ = ~(In2)%/2, En efecto si z es positivo y cercano a cero, poniendo
h{y) = =,
entonces
Inl/z
— 2./ = :
Vo2 E
y asi
Inl/z

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)
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Por lo tanto

1 y+1-2/y+1 1 y—2/Y
-z -()

XO (O

~ T [€2ln %(ﬁ_\/m) — 1]
~z (2111%) (Vv —vy+1)

1
~ T (2ln§) 4 .
9 ln1[r

z(In 2)3/2
(In1/z)1/2°
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