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Abstract: The investigations involving the scattering cross sections arising in virtual and real
photon emission processes of electron and positron scattering by an atomic nucleus, have the need
for thorough and complete calculations of the virtual photon spectrum and the bremsstrahlung
related radiation tail. We make a complete review of the plane wave calculations and then introduce
the distorted wave formulation, which is mathematically involved and numerically elaborated, but

accesible to its use in experimental electron scattering facilities.

Subject headings: virtual photon spectrum, radiation tail, electron scattering, distorted wave

Born approximation

Resumen: Las investigaciones que involucran las secciones eficaces que surgen en procesos de
emisién de fotones virtuales y reales de la dispersion de electrones y positrones por un nucleo
atémico, tienen la necesidad de cdlculos extensos y completos del espectro virtual de fotones y
de la llamada cola de radiacién, relacionada esta wltima con el bremsstrahlung. Se hace una
revisién completa de los cdlculos con ondas planas y luego se introduce la formulacién de ondas
distorsionadas, que es matemadticamente involucrada y numéricamente elaborada, pero accesible

su uso en instalaciones experimentales de dispersién de electrones.
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1. Introduction

La dispersién de electrones ha probado ser una herramienta 1itil en la investigacién del nicleo
atémico. Esta utilidad emana de varias razones, pero basicamente dos de ellas dan a los electrones
la capacidad de ser excelentes particulas de prueba de la estructura nuclear. Primero, la teoria de
la electrodinamica cudntica es una de la partes de la fisica moderna mas firmemente establecida,
por lo que la interaccion del electrén con la carga electromagnética y la densidad de corriente del
niicleo se comprende bien y puede manipularse con confianza. La interaccién es relativamente
débil, (del orden de la constante de estructura fina ay;, = 1/137), pero las secciones eficaces
son suficientemente grandes para ser comodamente medibles. Esta faceta también implica que la
medicién en si no afecta grandemente la estructura del blanco. Esto debe contrastarse con las bien
conocidas dificultades encontradas con neutrones, protones, particulas alfa y otros proyectiles de
interaccion fuerte, donde el proceso de dispersion en si no puede distinguirse con claridad de los
efectos en la estructura del blanco. La segunda ventaja basica de la dispersion de electrones surge
cuando se compara a los procesos foto—nucleares, en los que un foton real excita estados discretos del
nticleo. Cuando un fotén real excita un nivel a una energia hw por encima del estado fundamental,
entonces el momento transferido al micleo es hw/c. En contraste, un electrén puede excitar el
mismo nivel pero el momento transferido puede variar de hw/c hasta aproximadamente el doble
del momento inicial del electrén. Esta faceta es de gran utilidad cuando se hace asignaciones de
espin y paridad a los niveles nucleares, o cuando se estudian los factores de forma electromagnéticos.

Histéricamente, la teoria de dispersion de electrones como se conoce hoy empezé con la formulacion
relativista del electrén de Dirac (Dirac 1928). Esto fue seguido el afio siguiente con la publicacién
de la famosa “férmula de Mott” (Mott 1929), donde, por primera vez, la seccién eficaz relativista
para la dispersién de particulas de Dirac fue obtenida para el caso de nicleos punto como blancos.
No fue sino hasta la década de los 50 cuando estudios experimentales de gran escala fueron llevados
a cabo siguiendo el desarrollo de cada vez mas poderosos aceleradores. El estado fundamental de los
nicleos fue primeramente estudiado; después las distribuciones de carga y de momento magnético
de sistemas de pocos nucleones. Hofstadter y sus colaboradores lograron mucho, incluyendo las
ahora famosas distribuciones de carga del estado fundamental de nicleos complejos (Hofstadter
1956, Hofstadter 1957, Hofstadter 1964). El advenimiento de aceleradores de todavia mads energia
y mejores espectros en las décadas de los 60s y 70s, han permitido a los experimentalistas de
dispersion de electrones obtener grandes cantidades de datos sobre muchos aspectos de miicleos
complejos: mediciones de la dispersién eldstica y los niveles fundamentales fueron hechos otra
vez pero con mucho mas altas exactitudes, se estudiaron los niveles inelasticos y la desintegracion
de nicleos por medio de la dispersién de electrones. Debe mencionarse, por completitud, que
algunos de los haces de electrones son hoy tan energéticos que la produccién de piones y otros
procesos de alta energia que entonces surgen naturalmente ya reciben considerable atencién en
dichas instalaciones de aceleradores. Paralelamente a todos estos avances en el lado experimental
de la dispersion de electrones, los calculos tedricos han sugerido, primero usando ondas planas, y
cuando la precision experimental aumenté y niicleos més pesados fueron investigados, se desarrollé
un tratamiento mas sofisticado usando expansiones de ondas parciales por medio de funciones de
onda distorsionadas.

Existe un nimero esencial de articulos basicos y libros en adicién a los ya mencionados trabajos
de Hofstadter; el lector es referido a ellos para mas detalles. Algunos son: Corson y Hansen
1953; Ravenhall 1958; Schiff 1958; Herman y Hofstadter 1960; Elton 1961; Rose 1961; Barber
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1962; Hofstadter 1963; Ciocchetti y Molinari 1964; Biedenharn y Brussaard 1965; Bishop 1965; de
Forest y Walecka 1966; Goldemberg y Pratt 1966; Rose 1966; Griffy y Schiff 1967; Uberall 1968;
Eisenberg y Greiner 1970; Uberall 1971; Bertozzi 1975; Donnelly y Walecka 1975; Soto Vargas,
Wright y Onley 1977; Talwar, Wright y Soto Vargas 1987; Sud y Soto Vargas 1994.

2. Consideraciones Generales

En dispersion de electrones es usual fijar la energia del electrén incidente y detectar ya sea el
electron dispersado en funcién del dngulo de dispersion y la pérdida de energia, o bien no observar
el electron saliente directamente sino examinar los procesos nucleares que resultan de la interaccion
de fotones reales o virtuales creados por la dispersién del haz de electrones incidentes. En dispersion
ineldstica de electrones, la respuesta del micleo blanco se mide como una funcién de la energia
transferida, y en el caso de espectros de fotones (reales y virtuales), se requiere del niimero minimo
de fotones creados en funcién de la pérdida de energia del electron. Para un electrén relativista
incidente interaccionando con el campo electromagnético del nicleo, hay entonces dos procesos
basicos de radiacién que pueden ocurrir: emision de fotones virtuales y reales. Se describiran
ambos procesos basicos de radiacion con la anterior formulacién de ondas planas y luego con la
posterior y significativamente mejorada técnica de ondas distorsionadas.

La cinematica del problema de dispersion de electrones puede presentarse graficamente con la
siguiente figura.:

N,
> B

Fig.1: Diagrama cinemético para dispersion de electrones

La figura (1) esquematiza un electrén incidente de energia £y y momento p; que es dispersado por
un micleo pesado inicialmente en reposo. El electrén saliente procede con energia E> y momento
- P2, mientras que el nicleo blanco tiene ahora un momento de retroceso ¢. Los dngulos 6 y ¢
~ representan respectivamente el angulo de dispersién del electrén y el angulo de recule del nicleo.
Las ecuaciones cinematicas para este proceso se obtienen de principios conservacionales

PL—p2=¢q
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Ei-E;,=F (1)

"donde T = ¢%/2M, la energia de recule del niicleo pesado, es pequefia y despreciable. E es la
energia transferida al nicleo, y, asumiendo niveles de energia suficientemente angostos, se escribe
simplemente E = w.

De la primera de las ecuaciones (1) se puede observar una faceta no presente cuando el nicleo
es bombardeado con fotones reales: la posibilidad de variar el momento mientras se mantiene la
energia transferida constante. Las reacciones fotonucleares involucran la absorcién de una energia
w que también es igual al momento transferido ¢ (se usara el esquema de trabajo i =c=1),y
por lo tanto solo pueden explorar estados excitados. La dispersion de electrones, en la otra mano,
puede explorar no solo estados excitados, sino probar en estado fundamental. El procedimiento de
mantener la energia constante mientras se varia el momento puede servir como herramienta para
explorar la variacion de la fortaleza de excitacién del nivel como una funcién de ¢ (Uberall 1971).

Antes de proceder con la discusion del espectro de fotones virtuales y la emision de fotones reales
(bremsstrahlung), una palabra debe ser dicha en referencia a las razones de por qué la cola de
radiacion causada por el bremsstrahlung que degrada a los electrones necesita calcularse. Cuando
electrones de energia incidente Ey son dispersados, un fuerte pico eldstico es observado junto a la
cola de radiacion debido a la emisién de fotones reales. La figura (2) ilustra este fenémeno.

elastic
rda..k

radiative

tail
—LA

detactor counts

E, — E
Fig.2: Pico eldstico cualitativo tipico y cola de radiacién que

surgen en dispersion experimental de electrones

El experimentalista, en adicién al pico eldstico, estd también interesado en llevar a cabo mediciones
y analisis de los estados excitados del nicleo, tanto discretos como en el continuo. Considere el
caso de estados discretos bajos ilustrados en la figura (3):
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Fig.3: Picos elasticos e inelasticos cualitativos tipicos y cola de radiacién que
surgen en dispersion experimental de electrones

Se observa que los picos inelasticos estdn enmascarados por la cola de radiacién elastica, y un
calculo exacto y preciso de dicha cola es necesario en orden de sustraerlo para exponer la fortaleza
de los picos inelasticos tal como se muestra en la figura (3). Este proceso de resta es todavia mas
critico cuando el sistema tiene estados excitados en un continuo. Generalmente estos son mucho

mas anchos en energia, por lo que la posibilidad de empiricamente restarlos de la cola de radiacién
se torna mas dificil.

Existen otras correcciones radiativas a la dispersion elastica, pero son bastante mas pequenas y
han sido tratadas con exitosamente (Schwinger 1948, 1949 a, 1949 b) y (Meister y Griffy 1964).
Algunas de estas son: emisién y reabsorcion de cuanta virtual, polarizacion del vacio y emision

de fotones suaves no observados. Otros efectos bien conocidos son la ionizacién de dtomos y las
colisiones electronicas.

Célculos mecanico cuanticos tempraneros del espectro de fotones virtuales y de la seccion eficaz
de bremsstrahlung fueron hechos bajo la estructura de trabajo de la aproximacion por ondas
planas. (Para un tratamiento cldsico o semiclasico, ver la referencia Jackson 1975). Los diagramas
de Feymann esquematizan las interacciones electrén-nicleo en las siguientes dos figuras. Los
procesos son de primer y segundo orden respectivamente, o sea, un (dos) intercambios de fotones,
y el caricter de onda plana se muestra como lineas rectas sélidas para electrones. (Para diagramas
de Feymann de orden superior, y los diagramas de correcciones radiativas, véase la referencia

Uberall 1971).
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q=p} +pj + k* — 2p1k cos 6, + 2psk cos 0,

—2p1p1 (cos 0, cos B2 + sin 6 sin @, cos )

donde 8; (6;) es el angulo entre k y p1 (P2) y o es el angulo entre los planos (p'ifc.) y (p}i-c.) La
inclusion de los efectos del recule nuclear pueden ser de alguna importancia para nicleos de Z bajo,

las cuales reciben un gran momento trasferido §; esas modificaciones a la férmula de Bethe—Heitler
aparecen en las referencias (Drell 1952, Schiff 1952).

En la dispersion de electrones se esta normalmente interesado en detectar al electrén, y entonces
seria de interés obtener una seccién eficaz diferencial en términos del dngulo de dispersion del
electron @ y de la energia del foton k. Esto involucra que se escoja un sistema de coordenadas
apropiado y que se integre sobre dngulos de fotén y ¢*. Existen tales clculos, (Racah 1934, Schiff
1952; Mc Cornick, Keiffer, y Parzen 1956; Maximon e Isabelle 1964), pero solamente el iltimo no
involucra aproximacién. De esa referencia, y en unidades de energia y momento de m, se toma la
siguiente expresion para la seccion eficaz de bremsstrahlung:

d?a e? (_,Z_Ef_)z P2 {2k2A+(2E1E2—1\)(/\+1) xln(/\+l+[,\(,\+2)]”2)

dQdk ~ 27 \m pik )2 [A(,\+2)]lr‘2

k
+A2_;73 [~2kE;p; + 3E2 (Ey + E3) — (p} + p3) + (2E1E2 — \) (ELE; + p3)
2

N 2E,p? sin® 0 (2E1p} — 3kE})

k
=~ In(E2 + p2) — w55 [2kE1p} + 3E1 (Ey + E»)

Azpl

2E1p}sin® 0 (2E;p} + 3kE?)
+ 3z

— (P} + p3) + (2E1E; — X) (ELE; + p}) In(E; + p1)

2k?sin’% @

k2
Xipip? (20303 (B2 + B2 - B1Es) + 3K7 (B + Ea)’| + gz (Pl +P3) (BrEr +1)

1P2
2E,Ez - ) (p? + pi + E\E E 2] _ 2
~ (2B B2 = )) (pi + p3 + E1E2 + 1) — 3( 1+£-‘2)]—7\-§[2E1E2-/\] . (7)
En la expresién (7), se ha tomado & = ¢ = 1; también
A= E\E; — pypacosf — 1.

La idea de un espectro de fotones virtuales se origina con las publicaciones de las referencias
(Weizdcker 1934 y Williams 1935) en donde el efecto del paso de una particula cargada cerca de
un centro de dispersién se demuestra que es aproximadamente equivalente a la incidencia de un
estallido de radiacién con distribucién de energia N(*!) (E,,w), donde w = E; — E; y (AL) denotan
las componentes de multipolo ((E2), (M1),etc.). En este respecto, la electroexcitacién de nicleos
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Fig.4: Diagrama de intercambio de un foton para dispersion electrén—nicleo

Fig.5: Posibles diagramas de emisién de fotén durante dispersion electrén—niicleo

Las soluciones de onda plana

l,b - ueif-?——iEt (2)

satisfacen la ecuacién de Dirac para el electrén libre (Eisenberg y Greiner 1970)

(@ 5+ Bm) ¢ = Ey. (3)

En las ecuaciones (2) y (3), los siguientes operadores, variables y funciones de onda son usados
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0 ¢ I 0
=(z%) #=(6 5):

siendo & los operadores de espin de Pauli e I la matrix unitaria 2 x 2; E (p) es la energia (momento)
del electrén, m es su masa (algunas veces indicada como m, para evitar confusién con los estados
de espin). La u representa el espinor cuadruple que surge de la solucién de la ecuacién (3), y que
representa la combinacion de dos diferentes estados de espin y de dos estados de energia +F (las
soluciones — E' son identificadas con positrones).

En el cdlculo de la seccion eficaz de bremsstrahlung en aproximacién de primer orden (Bethe y
Heitler 1934; Heitler 1954), la interaccién total es dada por

H = Hint + V (4)

donde Hip, es la interaccién del electrén con el campo de radiacién que da origen a la emisién
del fotén real, y V es la interaccién del electrén y el campo Ze/r. La primera aproximacién usa
una expansién en potencias de Ze?, y esto impone limitaciones al rango de aplicabilidad de este
camino, explicitamente

Ze? Ze?

— <1l y — ' 1,

" U2

donde vy (v2) es la velocidad inicial (final) del electrén. La probabilidad de transicién por unidad
de tiempo estd dada en términos de los elementos de matriz para Hin y V, usando funciones de
onda del tipo de la ecuacién (2): (nétese que 753 representa un elemento de la matriz de segundo

orden)

w =27 |r21|% o2 (5)

donde p; es la densidad de los estados finales por diferencial de energia dE>. La seccién eficaz
bremsstrahlung es obtenida dividiendo la ecuacién (5) entre el flujo incidente (velocidad del electrén
incidente), el resultado siendo la bien conocida formula de Bethe-Heitler

Z%* dk pz sin 62d6; sin 6;d6,
27 (137) k p q*

= 2 2
2 p%sm 6, : (4Ef—q2) i pisin‘ 6y i (4E§-q2)
(Ez — p2cos 82) (E] — p1cCOs 91)

do =

2pypa sin 8; sin B cos

- AE\E; — ¢° + 2k*
(El—plcosﬂl](Eg-—pgcong)( 1By =g + 2%)

+2k?

p?sin®6; + pisin® 6, } ”
(E1 ~ p1cosy) (Ez — pycosfy) |
En la relacién anterior el recule del micleo ha sido omitido, k es el momento del fotén, mientras

que § = p1—p2— F es el momento trasferido al niicleo y cuya magnitud es (el subscrito 1 (2) indica
las condiciones iniciales (finales))
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estd permanentemente relacionada al correspondiente proceso de fotoexitacion: en ambos casos el
nicleo recibe su energia de excitacion por medio de la interaccion de un campo electromagnético
con cargas y corrientes nucleares.

Si orf,’u‘) (w) es la seccién eficaz de foto—absorcién para fotones de caracter multipolar (AL) y energia
w que desembocan en un estado particular (o clase de estados finales) f, entonces la seccién eficaz
para la produccién de estados finales f debido al bombardeo de electrones de energia F; es

Ey-m
dw
oy (Er) = / o ) N0 (1) - ®)

En otras palabras, el experimentalista de electrones esta interesado en el calculo del espectro de
fotones virtuales N(AL) (Ey,w) para asi plegarlo con la seccién eficaz de foto-absorcion medida y
por lo tanto obtener o4 (E}); o bien inversamente, medir oy (E;) y desplegar la ecuacién (8) para
obtener la seccién eficaz de foto-absorcion. En la ecuacién (8), E; — m, la energia cinética del
electrén, es el limite superior de la energia transferida al niicleo.

Célculos tempraneros usaron PWBA (aproximacién de Born con ondas planas) para calcular este
espectro e incluian no solo la excitacion del dipolo eléctrico F1, sino ademas otras componentes
multipolares ((E2),(M1),etc.) también. Seguidamente aparecen expresiones para algunos de los
maés interesantes multipolos (Thie, Mullin y Guth 1952):

2 2
N{EL) [ 2—+£——-{;—€2—1n£], (9)
T ”n P
2 2 2
N(B2) _ Ots. (8P (m +E1E2)+E ik e 1na,=] (10)
T |3;m w? p?

N(ES) = Ot [P2 (o 4E?E2 + 4E; Eam?® — 8m* ; 9E Ey — mg)
B P wt w3
E2 EZ -4 2
+ 1+ ;2 m ll’lf], (11)
1
y
N(Ml} - Of.s. [El + E2 2m? ln{] ‘ (12)
T pl
donde

(ElEg + k]kg — mz)
p— .

=

Estos resultados son validos para electrones con energias incidentes hasta talvez cien MeV. Para
energias incidentes mas altas, se tienen que considerar los efectos de tamaiio finito y cuestionar la
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validez del concepto de espectro virtual. Aparte de la referencia anterior, una discusién adicional
se encuentra en las referencias (Dalitz y Yennie 1957, y Bishop 1965).

Los calculos de N(*L) en PWBA no son siempre satisfactorios en el tanto que las expresiones
no dependen de la carga atéomica Z del nicleo blanco. Que tal dependencia no es insignificante,
puede observarse comparando dispersiones de positrones y electrones (Nascimento, Wolynec y
Onley 1975). Revertir el signo de Ze? evidentemente tiene un efecto medible en la seccién eficaz,
particularmente grande para Z grande. En la siguiente seccién se presenta un anallsis usando ondas
distorsionadas, este procedimiento siendo considerablemente mas elaborado que el que usa ondas
planas. El analisis con ondas distorcionadas dard pie a las integrales radiales de Dirac—Coulomb,
las cuales se estudiaran el un articulo subsiguiente.

3. Radiacién de Fotones Virtuales y Reales en Andlisis por Ondas Distorsionadas

Antes de proceder a la formulacién por ondas distorsionadas de la emision de fotones virtuales y
reales, ce hara una corta revision de la expansion multipolar del campo electromagnético.

Las ecuaciones para potenciales electromagnéticos son las conocidas

-

= dA (7,1 -
By =-2400 _ g5y
y
B(7t) =V x A (1) (13)

donde el potencial vectorial esta dado por A mientras que ¢ es el potencial escalar. E es el campo
eléctrico y B es la induccién magnética.

Las ecuaciones (13) pueden ser facilmente desacopladas introduciendo una condicién de calibracién,
en particular la calibracién de Lorentz

- . i a o
V-A(r,t)+§go(r,t):0. (14)
Entonces se obtiene, usando las ecuaciones de Maxwell,

= — 82 —+ -+
Vi (F\t) — 550 (1) = —4mp (7, 1)

— - 2 - =+
V2A (7 t) — ;’?A (7 1) = —4nJ (7)), (15)

las fuentes de carga y corriente siendo p y J respectivamente. Los potenciales son explicitamente
(Gargaro 1970)



C.W. Soto Vargas: Procesos emisores de fotones en dispersién de electrones 105

90(?‘)=/-G(ﬁr7)p(vj)dr7

A’(ﬂ:f?:(ﬂﬁ)-j’(ﬁ)dﬁ (16)

(la dependencia en el tiempo e~*“! siendo sobreentendida en las soluciones completas) donde la
expansién multipolar en funciones de Green escalar y diddica en (Biedenharn 1962, Morse and
Feshback 1953)

G (77) = amiv 3" ji (wre) b (wrs) Y (7)Y (7)
LM

“ - - —
G (f-’, r’) =dmiv S jur(wre) bl (wrs) V2O (%) VML (7). (17)
L’:I:?:—il.

Yy Y son las esféricas arménicas ordinarias y las esféricas armoénicas vectoriales respectivamente,
y j(h') es la funcién esférica de Bessel (Hankel). La coordenada del electrén (el fotén se origina en
el electron) para un fotén hacia adentro que sera detectado en el origen (fotén virtual causando la
transicién nuclear) es rs (el mds grande de r y ') y asi el fotén debe tener la forma de j para la
onda regular estacionaria. Contrariamente la coordenada del electrén para un foton hacia afuera
(fotén real a ser detectado en el infinito) es r< (el mas pequeiio de r y r’) y entonces la onda
saliente del fotén tiene la forma de h}.

Debe notarse que el espectro de fotones virtuales es una suma incoherente de componentes de
multipolo eléctrico y magnético. También, la respuesta nuclear es tal que en general uno o
dos multipolos dominan, y entonces el espectro de fotones virtuales se presenta en componentes
de multipolos separados. Sin embargo, la radiacién real se detecta en el infinito, donde no
hay preferencia de multipolos y por lo tanto se debe sumar sobre muchas contribuciones. La

convergencia de esta suma multipolar ha sido establecida (Talwar, Wright, Onley y Soto Vargas
1987).

Tal como fue discutido en la seccion anterior, un calculo mejorado de los procesos de electrones
requiere ir mds alla de la aproximacion de ondas planas. Esto se hace resolviendo la ecuacién de
Dirac en presencia del potencial estatico esférico simétrico de Coulomb. En coordenadas esféricas
esto lleva a una expansién por ondas parciales de las funciones de onda. La emisién de fotones que
llevan energia y momento es tratada en aproximacién de Born de primer orden (Gargaro y Onley

1971) como se muestra en la figura (6) donde el uso de lineas de curvas denota ondas distorsionadas
de Coulomb.
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<

(a) (b)

Fig.6: Diagrama de ondas distorsionadas para emision
a)virtual y b)real de fotones

Introduciendo en la ecuacién (3) una energia potencial central V(r) y trasformando el término de
energia cinética @ - p, la ecuacién de Dirac-Coulomb en coordenadas polares es (Rose 1961)

’ a 1 K
[—za,- (3_ o+ == ﬂ—) + V(r) + Bm| ¢(7) = E¢(7) (18)
roor r
donde K = (&’ B 1), el operador de Dirac, ha sido introducido; tiene valor propio —«. Otros
momentos angulares que han de ser usados son j(k) = || — J y I(k) = & para & positivo y
I(k) = —k — 1 para & negativo.

El espinor de cuatro componenetes 3 (¥) de la ecuacion (18), puede escribirse como (Uberall 1971)

v o ((9:0) o)
wn=(50 F5) -

donde las ¢'s son las funciones acopladas de orbital y de espin

o (DA : .
(7)) = ¢ (7 = Y €, m, s = m', m') Vi (F) Xt
m,m’
Aqui Vi, (#) representa la funcién orbital y las funciones de espin pueden tomarse como x4 = X3

X- = X-%- En la ecuacién (19), g y f son las conocidas funciones de onda de Dirac-Coulomb. La
expansion por ondas parciales del espinor es '
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60 =an (E5e) S eeio (L dm—mm) x GG (0
Ky p

donde J,. es cambio de fase puro de Coulomb y las funciones han sido apropiadamente normalizadas
(Uberall 1971). El subscrito e sera afiadido a la masa del electrén m cuando surja confusién con
la proyeccion de espin m.

Las funciones de onda radiales de Dirac—Coulomb satisfacen ecuaciones diferenciales de primer
orden de la forma (Rose 1961):

7 (50 =r(cgmmviy EF7 ) (5:00)

v ) (E6) e
donde

S0 T PN DL R L) A P
(”9") - (‘ (%I—IL‘) ) p(2pr)* T (27 +1) {R}th BE
xe=(7+4) Feine g 1 _iny (20PP). (22)

3

En la expresion (22) M es la funcion de Whittaker (Whittaker y Watson 1927), y los cambios de
fase punto de Coulomb son dados por

_ o mf1+8) 1 n(n+'rm/E))
r;,c_—2( 5 )_2ard'an(_-_x‘y——n2m/5‘ (23)

donde S, = ]—f—r También p = VE? —m?, v = (il'c2 —aizz)* y 1 = auZE/p, ag siendo la
constante estructura fina. Un segundo par de soluciones, irregulares en el origen, se obtiene
cambiando el signo de ¥ en todos los lugares.

Se procede ahora con el cadlculo del espectro de fotones virtuales bajo el formalismo de ondas
distorsionadas. La interaccion electromagnética electron—niicleo tiene una densidad Hamiltoniana

(Rose 1961) dada por

==t +— -
Hin = *[ ["eG (Fey N) PN (TN) — Je * G (Fey TN) * IN (""N)] din (24)

-

donde las coordenadas son las del micleo () o bien las del electrén (7). Je (pe) es el operador

de densidad de la corriente (carga) de transicion del electrén, y Jn (An) son los corresponientes
vectores nucleares. La amplitud de dispersion para la trasicion desde un estado inicial 7 hasta un
estado final f es
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= [ {p, (72) G (For ) o (F) = Jo (72) - G (Fay o) - v (FN)} dr.din, (25)

donde, con la ayuda de las ecuaciones (20),

Pe (Te) = (Vs |pe| i)
Jo(7) = (vs || )
pn (Pn) = (¥} 1on]9))
Jn (Fv) = (!b}v IIN|¢’£V> . (26)
El calculo de H involucra una manipula..ci(')n un tanto larga, (Gargaro 1970 y Sud 1976), y aqui se

dan solamente los resultados. La seccion eficaz inelastica para dispersion de electrones en la teoria
de perturbacién de primer orden es

do dn 2
o =or () sl 1o @)

donde la densidad de estados finales es dn/dFE,, S implica el promedio sobre estados iniciales y
sumando sobre estados finales de espin, e Iy es el flujo incidente de electrones. Entonces, ya que
no hay inteferencia entre transiciones de diferente multipolaridad,

s ()"

donde

(j_g) ™ (47w)’ay.,. (Ex + me) (B2 + m,) (?—1) WEEP (@)

Z ei(lsul +682) i‘l —l3 (__)jl+1;2

1
oL+ 1 >

my M [K1,K2
+M-m} . . I . 1
"Y':f " (p2) (2L + 1) 25 + )Y O (’!, 509130, E)
1.1 . 11
ad ([2, §’J2; ) +M - mffmf) c (.711321 L; — 5)

2

) .1 '
xc(JlsLsJE;ﬁsM)R(EL)("I,'Q;W) ‘ (29)
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Las cantidades N}EP (w) y MBEP(w) son elementos angulares de la matriz nuclear reducida que
depende del estado inicial (final) del estado nuclear de espin J; (J;) y su proyeccion M; (My),
(Gargaro 1970). No se dan explicitamente ya que las mismas cantidades ocurren en la seccion eficaz
de foto—absorcién y por lo tanto no apareceran en la férmula del espectro de fotones virtuales. En
la ecuacién (29), la integral radial esta dada por

REL (1, k) = g [ 72 (b2 00) Uy (1703 (pa7) = 0 (1) s (27

+ (:cl ; nz) hi _1(@r) [fx, (P17)gra (P27) + Gxy (P17) fxz (P27)]

—hL(wr) [fay (P17) fra (P27) + gra (P17)gia (P27)].- (30)

La expresion para (dcr/dQ)ML es la misma que en la ecuacién (29), excepto que se debe usar
|M2ED(L|J)|2 en cambio, y la integral magnética es

BYE (K1, Ko, w) = 1.3 g [r2drh (wr)
0

vVL(L+1)

X {fn‘.x (plr)gﬁ'.n(p'lr) +glh (plr)fnz(pzr)} . (31)

Hay diferentes reglas de seleccién de paridades para los casos eléctricos y magnéticos que conciernen
a las sumas sobre x;,7; se daran después que se escriba la expresiéon para el especto de fotones
virtuales.

El espectro de fotones virtuales se desprende de la ecuaciones (8), (29) y de las expresiones para
la seccion eficaz de foto—absorcion 6){.'\[') (w) (Merzbacher 1965, Bishop 1965)

FL)( |NRED( )|
(ML) 8"'3 RED 2
oy (w) = — [ME™ ()| (32)
y es dada por
ags. 1 (E1 4+ m) (E; + m) w?
NOD) (By,w) = 2 g( 1 2),5(+1 Yt (33)

K2

donde

11
= ZS A) (21 + 1) (252 + 1)| (31,12, L; -3, 5) R (ky, K2,w)

K1
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_El operador de proyeccion S()) establece que la regla de seleccién I} +1;+ L es par para transiciones

eléctricas e impar para trnsiciones magnéticas. Notese que el espectro de fotones virtuales estd
dado por términos de una suma infinita sobre coeficientes a,, marcados por la onda parcial de
salida que, debido a la condicién triangular de los momentos angulares, consiste de un nimero
finito de términos. La convergencia y la técnica de suma de la serie de ondas parciales ha sido
establecida (Soto Vargas, Onley y Wright 1977; y Wright, Onley y Soto Vargas 1977).

Para el caso de bremsstrahlung, donde un fotén real es emitido debido a la aceleracién de una

particula cargada (un electrén o un positrén como casos de este articulo), la amplitud de dispersién
en la calibracion solenoidal (Rose 1955) estd dada por el siguiente elemento de matriz (Gargaro
1970, Sud 1976):

’H:f(f|—fe-/f|i>dr (35)

donde |£)(|i)) es el estado final (inicial) del electrén y J, = —ed es el operador de la corriente del
electron ya introducida en el caso de fotones virtuales. El potencial vectorial para una onda plana

puede ser expandido por medio de las conocidas soluciones de Hansen a la ecuacién vectorial de
Helmholtz (Eisenberg y Greiner 1970),

- 2 : g
A (P = higz\/z_nz\/m: + 1(—i)E D7y (¢, 6k, 0)
LM

x [AF7 (ms ) — XA (i) (36)

donde A = 1 denota la polarizacion izquierda y derecha, R es el radio de normalizaciény D%, son

las matrices de rotacién con angulos del fotén 6 y @4 (direccién de onda plana k). Las soluciones
de Hansen, rotuladas por m o por e para magnético o eléctrico, son dadas en términos de arménicas
esféricas vectoriales por: '

A (m;r) = jLlwr)VLY (7)

L 1/2 . " R
AY (e;r) = (2L+ 1) JL-I(W")YI:‘:’L—l (7)

L \Y? 5
~(5r57) T ®). (37)

El elemento de matriz en la ecuacién (35) ahora toma la siguiente forma (Sud 1976):

1/2
H = (4m)® E [(Ez + f:g(gl o me)] et (Ory+ény) -1
182

bt U |
m343
LM

. . 1/2
X (=Y () V™ () (Aﬁmvfz_« (w-%)
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Dizx (Sok,ak,o)) fdﬁb;‘; (p27) @ - [Aif (m; )
A" (e;7)] ¥t (mi) .

De la teoria de perturbaciones de primer orden, la seccion eficaz diferencial es

d’s _ 2m 2w dne \ (dny
dQdw ~ Ig dFE, dw /)’

111

(38)

(39)

donde otra vez Iy es el flujo inicial de electrones y la densidad de estados finales del electrén (fotén)

es dn./dE3 (dn.,/dw). Usando (de-Shalit y Talmi 1963)

' 4r
fkoDkf'ADf‘fd\ = ZL_HJL'L'JM'M'

para integrar sobre el dngulo del fotén (el fotén emitido no es detectado), y observando que los
multipolos magnéticos tienen paridad (—1)X+! mientras que los multipolos eléctricos tienen paridad
(=1)%, podemos escribir la seccién eficaz para bremsstrahlung como una suma incoherente sobre

multipolos eléctricos y magnéticos (Sud 1976)
d?e \E-
(dew) = [4ars. (Er + m) (B2 +m) (p2/p1) /]

x 3

Mm;

z: 6.‘1+6,=)3t1—13( 1)31+1}2Y1!2-M m,( )

K183

x [(2y + 1) (2, + D]M?

1 1
l - jot=— M —
xC ( 1, =5 J1; 0, 2) 4 (12, 2,}2, 5 M m;,mf)

1
2
. |
XC( Juja L s2 2)C(JlsL;J2;§s“M)

2
xR(EL) (K1, x;,w)l .

donde la integral radial es

) K1, K 00!"2 r L + 1)
R ( 1, K2, W ) \/———1) Df d { (“"r)
[far (P17) gxz (P27) — g5, (Pa7) fxa (P2r)]

(nl wad_’ [wriL-1(wr) — Ljp(wr)]

X [fx, (P17) 9x, (P27) + 9x, (P17) fis (P27)]} -

(40)

(41)
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La seccion eficaz de bremsstrahlung para el caso magnético es enteramente igual a la ecuacién (40)
excepto por las reglas de seleccion para k (ver el caso de fotones virtuales) y la integral radial
magnética, que es dada por

(ML) (4. ko, w) = —w(xl + K32) Qolr'2 r{jL(wr
R ( 1, /2, ) m J d {JL( )
x [le (plr) G, (pQT) + 9k, (pl ‘.I") fna (p-z’l”)]} ' (42)

4. Conclusién

Debe senalarse que las integrales radiales que surgen tanto en procesos de la emision de fotones
reales como de virtuales, vienen de la misma interaccion electromagnética basica. Desde el punto
de vista de ondas distorsionadas (ver figura (6)), la tinica diferencia entre los procesos surge en
la parte radial de la funcién de Green electromagnética (ver ecuaciones (17)) — la parte virtual
involucrando h} (wr) mientras que el caso real involucra jr(wr). La seccién eficaz total para
bremsstrahlung consiste en una suma incoherente sobre cuadrados de elementos matriciales radiales
y debe ser independiente de la calibracién del calculo. Esto es, aparte de la diferencia entre h} (wr)
¥ ji(wr), ambos conjuntos de integrales radiales, aunque aparentemente diferentes por las distintas
calibraciones usadas, son equivalentes. Es mds, una prueba explicita puede ser construida usando
el formalismo de la matriz I' (Wright, Onley y Soto Vargas 1977) en que la parte real de las
ecuaciones (30) y (31) son iguales a la de las ecuaciones (41) y (42). Asi, ya que fue f y g son
funciones de onda reales, y ji(wr) = R [h} (wr)], es posible obtener las integrales radiales de Bessel
de las integrales de Hankel simplemente tomandoles su parte real. Esta peculariedad es de gran
ventaja en el calculo explicito de las integrales.

Los productos de las funciones de onda radiales que aparecen en las integrales radiales (30), (31),
(41) y (42) son todas de la forma f, f2, 9192, f192, 91f2; ¥, como se ha visto, se mezclan para formar
las componentes requeridas de la distribucién de carga y de corriente del electrén. Asi se forman
las expresiones fundamentales que aparecen en los procesos de emisién de fotones en la dispersién
de electrones y positrones.
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