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Abstract: We present a study of the evolution of magnetic field in plasmas with different
conductivities under the influence of a convective movement independent of time, which allows the
description of either a single whirlwind, or even a double ons, passing trough diverse intermediate
configurations. Different numerical methods were utilized in order to study the corresponding
equation as, i.e, alternate implicit method, method of Crank-Nicholson, weighted ponderer method,
and the convective method as well. This last method is used to solve the induction equation of the
vector potential as a function of the field directly. Also, we analyzed the stability and consistency
of the methods, being the most effective the convective method. The model of a convective cell
is described by using current functions. By taking two functions each one of those representing a
whirlwind, they can be modified in such a way, that it may represent either a single or a double
whirlwind with just the variation of a parameter. The information gained from the evolution of
the magnetic field under such conditions can be depicted graphically in a sequential manner (film),
thus allowing the visualization of the evolution of the magnetic strength and the density of energy
with time within the convective zone. The amplification of the field strength on the periphery of
the cell shows the reconnection and disappearance of the mugnetic field lines within the cell, with
the corresponding decreasing the field strength thereabout uatil the evolution reach a steady state.
When the Reynolds number is large, a single whirlwind can reach the steady state in a direct

manner, while the double whirlwind began to oscillate for all Reynolds numbers values.

Subject headings: Reynolds number, plasmas, numerical methods, visualization, optimization

Resumen: Presentamosen este trabajo la evolucién del campo magnético en plasmas de diversas
conductividades, sometido a un movimiento convectivo independiente del tiempo, que permite
describir desde un torbellino simple hasta uno doble, pasando por las diversas configuraciones

intermedias. Se utilizan diferentes métodos nimericos (Smith, 1965) para la resolucién de la
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intermedias. Se utilizan diferentes métodos niimericos (Smith, 1965) para la resolucién de la
ecuacidén correspondiente: diferencias finitas centradas de segundo orden, método implicito de
direccién alternante, método implicito de Crank- Nicolson, método del promedio ponderado y
el método conectivo. Este tltimo se aplica para resolver la ecuacién de induccién en funcién,
tanto del potencial vectorial, como en funcién del campo directamente. Se estudia la estabilidad
y consistencia de los métodos, siendo el mas efectivo el método convectivo. El modelo de celda
convectiva que resolvimos es descrita por medio de funciones corrientes. Tomamos dos funciones
que representan torbellinos que pueden modificarse desde un > simple hasta uno doble con la simple
variacién de un parametro. La informacién de la evolucién del campo magnético del plasma ganada
bajo dichas condiciones, es desplegada en forma grafica y de manera secuencial, obteniéndose
una pelicula que permite visualizar de manera clara, a evolucién de la intensidad magnética y la
densidad de energia magnética con el tiempo en la zona coavectiva. La amplificacién del campo
en la periferia de la celda permite observar a las lineas de campo reconectarse y desaparecer,
disminuyendo la intensidad media del campo hasta que la evolucién alcanza un estado estacionario.
Para niimeros de Reynolds altos los torbellinos simples llega al estado estacionario de una manera
directa, mientras que los torbellinos dobles lo hacen de una manera oscilatoria ( para todos los

niimeros de Reynolds ).

Encabezados de materia: nimerode Reynolds, plasrias, métodos numéricos, visualizacion,

optimizacién

1. Introduccién

En la dltima mitad de este siglo se ha producido un gran desarrollo en uno de los aspectos mas
intrigantes de la dindmica de los campos hidromagnéticos ( magnetohidrodinamica o MHD ): la
generacion y persistencia de los campos magnéticos en fuentes cosmicas, como la Tierra, el Sol y
demas estrellas, galaxias, etc.

El mas antiguo de estos problemas es el del campo magnético terrestre; generado por movimientos
convectivos del micleo metalico de la Tierra. En 1908 Halet. descubre la existencia de campos
magnéticos de varios miles de Gauss en las manchas solares; posteriormente se realizaron medidas
y analisis de campos magnéticos débiles en el Sol. Actualmente se conocen las intensidades de
los campos en la mayoria de los cuerpos celestes cercanos y regiones en el Universo, como por
ejemplo el que regula la acrecién del plasma en la superficie de una estrella de neutrones (10'? G)

6 el campo intergalactico (1072 G) que determina el comportamiento del plasma intergalactico (
Goldinov, 1988 ).

Partiendo de las hipotesis fisicas no correctas, determiné que las manchas solares tenian un campo
magnético de ~ 4000 Gauss. Es el fundador del observatorio del Monte Wilson
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La mayoria de estos campos estelares son dependientes del tiempo y son aproximadamente
periédicos ( aunque lejos de un comportamiento sinusoidai ).

Actualmente se ha estado desarrollando la teoria del dinamo hidromagnético, iniciada un tiempo
atras (Pouquet, 1988). Esta trata de explicar la generacién y mantenimiento de campos magnéticos
que toman su energia de la energia mecanica del fluido, aqui el caracter no lineal de las ecuaciones es
fundamental. La dindmica de los sistemas no lineales todavia no ha alcanzado un gran desarrollo;
sin embargo, recientemente se han logrado muchos avances en este campo, especialmente en el
problema del dinamo caédtico ( Fletcher, 1990 ), particularmente en estudios en los cuales se
tranforma la ecuacion de induccion magnética mediante mapeos sucesivos a estados preturbulentos

(Aref et al., 1989; Beloshapkin et al., 1989; Orzag,Paterson, 1972 ).

El tratamiento en general de esta problematica es el de considerar un plasma césmico con
movimiento estacionario, lo cual conduce a un problemé de induccion magnética y de ahi, se
tratan de encontrar estados estacionarios como soluciones de la ecuacién de induccion.

Las condiciones fundamentales para la existencia de dinamos magnéticos son: un tiempo
caracteristico de decaimiento de la corriente en el fluido conductor grande, - comparado con el
de movimiento del fluido -, que existan rotaciones con bajo grado de simetria y la presencia de
conveccion, como fuente generadora de movimientos en el plasma ( Goldinov, 1988 ).

Una de las herramientas mds poderosas que se ha desarrollado para estas investigaciones es la
computadora de alta velocidad. Estas se han utilizado para resolver la ecuacion de induccién en
forma numérica bajo diversas condiciones y, que ayuda a desplegar los resultados visuales en forma
dindmica. De esta manera se analizan las diversas formas en que evoluciona el campo magnético
y los parametros involucrados en esta evolucion.

Las primeras simulaciones bidimensionales fueron realizadas por Parker (1963) y Weiss (1966,
1978) utilizando campos de velocidades con simetria; otras simulaciones incluyen efectos dinamicos,

llevadas a cabo por Busse (1975), Weiss (1975, 1981), Galloway (1978) y generalizadas para tres
dimensiones para el caso cinematico.

Generando campos de velocidades convectivos se pueden simular celdas de conveccién, que
representar muy bien las zonas existentes en la fotdsfera, la cromésfera, la zona convectiva de
hidrégeno del Sol, asi, como en plasmas de laboratorio. En todos estos casos el medio es altamente
conductor ( con nimeros de Reynolds variando desde 10® en experimentos a 10’7 en Galaxias ).

Un estudio detallado de estas zonas aisladas y en conjunto es de gran ayuda para lograr una mejor
comprension de los fenémenos magnetohidrodindmicos.
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2. Magnetohidrodinamica del Plasma

Haremos un analisis de las ecuaciones de Maxwell, para encontrar la ecuacion de induccion que
describe el comportamiento del plasma césmico. Esta ecuacion que describe una competencia
constante entre un término convectivo y uno disipativo, se analiza para estudiar la evolucién de un
plasma electronico, dependiendo del parametro que compara las intensidades de dichos términos:
el niimero de Reynolds. La importancia relativa de la conveccién de lineas de campo magnético por
el movimiento del plasma y de la difusion magnética esta determinada por el nimero magnético

de Reynolds R,,, dado por:

Lvo
R = —

c?’
donde, por ejemplo en la corona solar (Cowling, 1953; Spitzer, 1956; White, 1983) se tiene que,
o=2x10"T3%"!

T=1-2x10°K
R, =2x 10" —6 x 10'2,

A primera vista se nota que la resistividad se desprecia totalmente a escala L muy grande. Cerca de
hojuelas de plasma neutral, sin embargo, las longitudes caracteristicas son mucho menores, por lo
que el concepto clasico de conductividad eléctrica puede no aplicarse. Aqui, la mezcla y reconeccién
del campo magnético ocurre, y consecuentemente la fisica e¢s diferente. Tanto la reconeccién, como
la difusién rapida del campo magnético, puede deberse a diferentes causas, tales como, v.g., por
‘ondas estacionarias de Alfvén (Petschek, 1964; Sommerup, 1970), también por inestabilidades, de
diferentes.tipos: la difusion- de Bohm (Bohm, 1949), la inestabilidad de razgado (Furth et al.,
1963; Jaggi, 1963; Coppi y Friedland, 1971; Biskamp y Schindler, 1971), la resistividad anémala
(Linhart, 1960; Alfvén y Carlqvist, 1967; Hamberger y Friedman, 1968; Sagdeev y Galeev, 1969;
Coppi y Mazzucato, 1971; Papadopoulos, 1976) y la inestabilidad de intercambio (Bernstein et
al., 1958; Rosenbluth, 1960; Artsimovich, 1964; Boyd y Sanderson, 1969) que pueden reducir
considerablemiente el niimero de Reynolds y permiten una reconeccién a una razén superior que
una fraccion de la velocidad de Alfvén, independientemer te de la magnitud de la conductividad
eléctrica.

2.1. La Ecuacién de Induccién

Supongamos la existencia de un fluido césmico que tiene una conductividad o, ( la cual
consideraremos constante en todo el fluido) y lleva a cabo un movimiento que se puede caracterizar
con un campo de velocidades v. Las ecuaciones de Maxwell son:

w w08

UxE=-— ﬁ-ﬁ:f, (2.2.1)
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=
=

— — - - E
V:-B=10 i ?szpJ+p£?aT, (2.2.2)
en las cuales no hemos incluido efectos debido a gradientes de temperatura y a variaciones en la
densidad de las particulas cargadas (p), J representa la densidad de corriente.

La forma mas general para la densidad de corriente en un medio isotrépico homogéneo es:

-

J =0cF + o0t x B + pv, (2.2.3)
donde los términos de la derecha son: la corriente de conduccién, la corriente de induccién y, la
corriente de conveccién respectivamente.

En base a lo anterior determinaremos algunos érdenes de magnitud de las cantidades involucradas.
En los plasmas cosmicos las velocidades propias de las particulas cargadas ( velocidades mecanicas
) son mucho menores que las velocidades electromagnéticas (c) , entonces, si denotamos por medio
de corchetes ( [ ] ) a los 6rdenes de magnitud tendremos que:

[E] = [A] € 1, (2.2.4)

lo cual implica que podremos despreciar los 6rdenes superiores a 3, o sea todo su comportamiento
no relativista.

De la primera ecuacion (2.2.1) se puede obtener una expresién con dimensiones de velocidad, tal
que:
[E] = [vaB], (2.2.5)

donde v, es la velocidad asociada a los procesos electromagnéticos y cumple con:
[va] < [v] (2.2.6)

Podemos utilizar ambas expresiones para obtener una estimacion de la razén de la energia eléctrica
y la magnética:

EEz EZ 2
] < (2] < 22
si se cumple (2.2.6) la componente eléctrica: pff de la fuerza que ejerce el campo magnético sobre

el plasma es despreciable comparada con la componente magnética J x B.

La corriente de desplazamiento en la ecuacion (2.2.2) es mucho menor comparada con la corriente
de conduccion. La razén de ambas denotada por + es:

P [“elf] , (2.2.8)

a

donde we; es la frecuencia electromagnética. Si L es una longitud caracteristica, suponiendo que
es la misma para los fendmenos electromagnéticos y mecanicos ( Elsasser, 1956 ), tenemos:

[v] = [Lw], (2.2.9)
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y de (2.2.8) :
[wer] < [w].

Si se toman valores muy conservadores para la Tierra: ¥ < 107!® y, en general, para cualquier
estrella ¥ < 1 ( Goldinov, 1988 ).

La razon de la corriente de conveccién y la corriente de conduccién da el mismo valor. Tomando
de ( 2.2.1), [p] = [eE/L] tenemos:
] - [ ] = [

asi, la ecuacion (2.2.3) queda reducida a:

J= x B, (2.2.10)

y la (2.2.2) da:

— -

VB =

-
~y

(2.2.11)

Combinando ambas ecuaciones obtenemos:

—_— =

VxB = pJ = ,uoﬁ + pov x B. (2.2.12)
Para eliminar E calculamos el rotacional de (2,2.1'2} y, usando (2.2.1), obtenemos:

. 8B 3 % R
_ua'% = puoVx (xB) - VxVxB, (2.2.12 — a)

y con ayuda de la primera de (2.2.2) llegamos a la ecuacién de induccién:

6B

5 = V x (7 x B) + nV?B, (2.2.13)

donde la cantidad 7 = 1/uc se llama la viscosidad magnética.

La forma particular de la ecuacion (2.2.13) conlleva a que, los procesos electromagnéticos en
plasmas galacticos sean aperiédicos ( por la no aparicién de la segunda derivada temporal); y
esto sera asi, siempre que despreciemos la corriente de desplazamiento. Sin embargo, se puede
argumentar que el ruido de ondas de radio es un fenémeno astrofisico muy comin y, precisamente
éste se puede tratar en términos de procesos periddicos.

Para que la periodicidad ocurra debido a oscilaciones de plasma en el gas ionizado, se debe tener un
valorde ¥ ~ 1; si suponemos una conductividad muy baja, las frecuencias electromagnéticas deben
corresponder a microondas. Como las dimensiones espaciales deben ser del orden de las longitudes
de onda involucradas , todo este proceso debe ocurrir a una escala del orden de centimetros; pero

los fenémenos hidromagnéticos tipicos en el Sol, Tierra y estrellas en general se llevan a cabo a
grandes escalas,

Podria darse el caso que los campos magnéticos tuvieran una estructura muy fina debido a la
formacion de pequenios torbellinos; pero éstos se amortiguan mucho mas rapido que los grandes y,
sus efectos no serian apreciables mas alla de la escala de los kilometros. Es de esperar entonces que
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los fenémenos hidromagnéticos sean limitados a grandes escalas de longitud, pudiéndose despreciar
los campos eléctricos sin ningin problema en plasmas de alta conductividad, debido a este efecto
de corto circuito de pequenias dimensiones. Sin embargo, se ha propuesto la existencia de campos
eléctricos alineados al campo magnético, como fuente responsable de la aceleracion de los electrones
de las auroras boreales, posibilidad que ha tomado gran interes iiltimamente, debido a mediciones
realizadas con satélites que las apoyan. Actualmente esta es un drea en la que se realiza ain
investigacion ( Dolginov, 1988 ; Falthammar, 1992 ).

Nuevamente se analizan 6rdenes de magnitud, ahora para los términos de la ecuaciéon (2.2.13).
La razén del primer término con el segundo de la derecha es: R,, = Lv/n; donde la cantidad
adimensional R,, se llama el nimero de Reynolds magnético, debido a su analogia con el nimero
de Reynolds convencional de los fluidos. Para grandes longitudes caracteristicas R,, tiende a ser
grande. La ecuacion (2.2.13) se puede por lo tanto, separar en dos ecuaciones, para analizarla:

0B =, =
W — ﬁvz B, (2.2.14)

ésta es la ecuacion de difusion, la cual describe el decaimiento de campo magnético inicial en un
tiempo de difusion caracteristico:
L2
Ty = j.l'r_zrfil, (2.2.15}
el cual es 1 segundo para el caso de una esfera de cobre de 1 centimetro de radio, 10 afios para
el niicleo terrestre y 10'° afios para el Sol. El niimero de Reynolds magnético también se puede
expresar:
w T,
[Rm] = [-*} — [—"] ) (2.2.16)
Wel To
donde 7 es el tiempo asociado con el movimiento mecanico. Entonces, para tiempos muy cortos
comparados con el tiempo de difusion la ecuacién se puede reducir a:

‘Z—f =V x (i x B) (2.2.17)

esto es equivalente a decir que, el flujo magnético a través de una curva cerrada que se mueve
con la velocidad local del fluido es constante en el tiempo. Decimos que las lineas de campo son
arrastradas por el fluido ( congeladas ).

Cuando R,, > 1, el transporte de las lineas por el fluido domina a la difusién, es decir, el fluido
se puede deformar mucho, antes de que cualquier campo electromagnético existente en el plasma
haya decaido espontdneamente; mientras que si R,, < 1 , el campo decae muy rapidamente y, no
puede se presenta ningiin efecto de dinamo. Revisando la expresion (2.2.16) vemcs que la condicién
(2.2.6) se puede escribir como R,, > 1.

Ahora queremos introducir los potenciales electromagnéticos en la ecuacién de induccién. Si se
toma una transformacion de Galileo ( de Lorentz con los primeros 6rdenes de 3 ):

F=F=dgt,t =&
ik T J I
Vi=V—=—4+4+1%"'V, (2.2.18)
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donde, vy es la velocidad del sistema primado con respecto al no primado, ( sélo tomaremos vo & v
) . Los campos transforman como:

B=FE+ixB y B=B-wxs (2.2.19)
utilizando (2.2.7) tenemos que
[t’ﬂE] [Bﬂvﬂ] — [Bﬁz], (2'2'20)
y la transformacion (2.2.19) se puede escribir:
EF=E+#xB y B =B, (2.2.21)
La densidad de corriente se transforma como:
J = J + pio; (2.2.22)
si comparamos ambos términos de la derecha tenemos:
pro] _ [Pvo) |oFE
[22] = [22] [2F] = GltAn) = bR (2.2.23)
y para plasmas galacticos se cumple ¥ < 1/R,, entonces:
J = J, (2.2.24)

ademas, de los principios generales de la relatividad ( Jackson, 1962; Landau, Lifschitz, 1974a;
Landau,Lifschitz, 1974b; Landau,Lifschitz, 1974c ):

=9 ¢y o=@ (2.2.25)

La ecuacién de induccién (2.2.13) y la fuerza J x B también son invariantes. Se puede demostrar
( Elsasser, 1956 )que la densidad de carga con el tiempo es:

n = —€V-(7xB), (2.2.26)

a medida que la expresion de la derecha varia con el tiempo, n cambia cuasiestaticamente, con
variaciones del orden de vy , ademas, cualquier cambio fuera de este equilibrio desaparece en un
tiempo 7. De esta manera se puede ver que los efectos debidos a campos eléctricos son muy
pequenos. Los campos en funcion de los potenciales electromagnéticos son:

B=VxA y E-= - V¢, (2.2.27)

con la condicién: o A
V:-A4A=0. (2.2.28)
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Combinando la ecuacién (2.2.1) con la (2.2.27) se tiene que:

= —V?¢. (2.2.29)

~ D

La ecuacion de induccion se puede escribir en funcion de los potenciales utilizando la ecuacion
(2.2.11) de la siguiente manera:

dA

5 = TX(VxA) - V6 +nV?4, (2.2.30)
y calculdndole a ésta ultima la divergencia:
_ii = V3¢ = V- [7x (V x 4)]. (2.2.31)

De acuerdo al argumento dado anteriormente este término es cero, obteniéndose para la ecuacion
anterior:

dA 3 o

7= [7x (V x A)];r = nV3A4, (2.2.31—a)
donde | J; indica sélo la componente transversal ( solenoidal ) del término. Una manera mas
sencilla de enfrentarse al problema es tomar el potencial escalar igual a cero (¢ = 0) y, eliminar la
condicion de la divergencia sobre el potencial vectorial (2.2.28); todo esto debido a que los efectos
eléctricos son despreciables. Entonces:

B=Vxi y E=-3, (2.2.3)
quedando-la ecuacién de induccién de la siguiente manera:
%% = F% (T ) + VL (2.2.33)

La otra ecuacion que completa el comportamiento hidromagnético, es aquella que considera el
efecto del campo magnético sobre el fluido. La fuerza por unidad de volumen es:

= - = ]_ — — —
F=J:<B=;(?xB)xB, (2.2.34)
esta expresion colocada en la ecuacion de Navier - Stokes para la hidrodinamica nos da:

I VO "
—+ (V- V)ot=-—-4+ —(VXB)XxB +VE+ V- -II + n,V*7, 2.2.35
5+ 097 = —E 4 —(9xB) - (2:2.35)
donde p,, es la densidad de masa del plasma , p es la presién, 7,, es la viscosidad mecdnica
especifica-, £ es el potencial gravitacional y II el tensor de esfuerzo. Si despreciamos las fuerzas
gravitacionales, de Coriolis y los efectos de compresibilidad debide a la disipacion por friccién ; la
ecuacion se reduce a:
ﬁp I = - =+ =+
—— + V x B) x B + 7, V7. 2.2.36
om O ( ) Nm ( )

%:i T (ﬁ*ﬁ)iﬁ' =
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El analisis de esta ecuacién hay que hacerlo cuidadosamente, debido a las diferentes contribuciones
fisicas que cada uno de los términos da. Ese estudio lo presentaremos en alguna oportunidad.

2.2. Esfuerzos producidos por torbellinos.

En plasmas de grandes dimensiones el nimero de Reynolds magnético y el nimero de Reynolds
mecanico son muy grandes, ( Dolginov, 1988 ), lo que conduce a la existencia de un movimiento
turbulento del fluido. El caso mas sencillo que se puede considerar seria el de un plasma en
reposo; en éste el campo magnético estaria sujeto a una difusion, ( disipacion ) y solo, podria
alcanzar un estado estacionario para el caso de un campo magnético homogéneo, ya que, cualquier
inhomogeneidad se atenuaria en un tiempo inverso a 7 , es decir (7) proporcional a . Mientras
que en un fluido turbulento las propiedades de transporte caracteristicas del fluido ( cantidad de
movimiento, etc ) se veran mas afectadas por la difusién de los torbellinos, los cuales ocurren en
tiempos mas rapidos. Si visualizamos la difusién de los torbellinos como el transporte de parcelas
de fluidos macroscopicas en una distancia finita; entonces, el campo magnético al ser arrastrado
por el fluido, lo hard en un tiempo mayor que (7). Esta difusion juega un papel muy importante
en el transporte energético que ocurre en los cuerpos estelares.

El campo magnético debe ser estacionario en promedio, tanto en el caso de los planetas, como
periodico en las manchas solares; ademas, la generacion del dinamo ocurre debido a la separacion
y arrollamiento de las lineas de campo, de tal manera que, la energia es suministrada al campo,
es decir -en promedio- las lineas deben juntarse. Para que esto sea consistente con el estado
estacionario, los dos términos de la ecuacion de induccion deben ser de 6rdenes muy parecidos,
en otras palabras, el tiempo de decaimiento debe ser comparable con el tiempo involucrado en los
movimientos inductivos.

Cuando el campo magnético es débil, la fuerza que ejerce éste sobre el fluido es pequeiia y el
producto que surge de (¥ X ﬁ) X B puede eliminarse. Asi, es de esperarse que se produzca el
mismo efecto que ocurre con las lineas de vértice de un fluido ordinario: cuando el movimento es
turbulento y el término disipativo es pequeno. El valor cuadratico medio del campo magnético
aumenta con el tiempo, hasta de una manera exponencial.
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3. Métodos Numeéricos

La ecuacién de interés que resolveremos es

?g = Vx (ixB) +1V? B,

ésta se puede simplificar para el caso bidimensional, si se escribe en funcién del potencial vectorial.
Tomamos el campo magnético y la velocidad confinados a un plano (zy), entonces, el campo
magnético puede ser descrito por el potencial vectorial, que tendria una sola componente: A = Ak,

de manera que:
B — v x A — ( 8_!"' L] _‘3; H 0 ) -

Quedando la ecuacion ( 2.2.13 ) :

%ﬂt = —i - VA4 9V? A (3.1.1)

Si se redefinen las variables en funciéon de parametros caracteristicos, ( velocidad maxima U ,
longitud maxima L ), de tal manera que:

u=uU . z=2z'L,

con su andlogo espacial para la coordenada y, se tendrd que

9 _190

9z L 8z’
y

i 1 ?

8z ~ L? 9z"

Al sustituir estas expresiones en la ecuacion ( 3.1.1 ), y definir el tiempo caracteristico 7 = L/U

( que seria una medida del tiempo que tarda el plasma en subir del fondo a la parte mas alta de
la celda), con t = t' 7, ésta queda:

5 = U VA+ RmV A, (3.1.2)

donde se han suprimido los apdstrofes para simplicar la notacién, siendo R,, el niimero de Reynolds
magnético:
_ UL

n

se pueden tomar unidades, tales que, U y L valgan 1, simplificando el nimero de Reynolds
magnético a:

R,

?

1
-anz_i
n
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A continuacion se presentaran los diferentes métodos empleados para resolver numéricamente la
" ecuacion ( 3.1.2 ), siempre bajo un tratamiento cinematico. es decir que no hay reaccién del campo
magnético sobre el movimiento del plasma, permaneciendo la velocidad independiente del tiempo.
Entonces, estos resultados seran validos solo si, la energia magnética es muy pequeiia comparada
con la energia cinética del plasma

B* 1 3
—{Epv.

G (3.1.3)

3.1. Método Explicito

Para resolver la ecuacion ( 3.1.2 ), se divide el espacio bidimensional en una rejilla de puntos con
un nimero entero de divisiones, para cada coordenada; de igual manera el tiempo se divide en
un numero entero de divisiones, pudiendo avanzar en cantidades discretas, como muestra la figura
221

;{i.j+l}

|

|

|
T

(i+1.j) |

| —
[N
-
L -
|
=
L

— . e e — e L .

——
—_—

Figura 2.2.1 Rejilla de puntos para un espacio bidimensional.



R. Carbont, J.Pdez: Visualizaciéon de Plasmas Convectivos 13

La separacion entre puntos de la rejilla es Az = 1/NX , Ay = 1/NY y At = 1/NT , donde
NX , NY y NT corresponden al nimero de divisiones de la rejilla en cada una de las direcciones
especificadas, v.g., a lo largo del eje X, el eje ¥V y la coordenada del tiempo T. La variacion
temporal se puede aproximar por medio de diferencias finitas centradas de segundo orden:

3A 2 Ai.j.ﬂ'i‘l . A
ot 2A1

donde, A;;jn es el valor del potencial vectorial en el punto (¢, j) de la rejilla para el instante
tn. Cada uno de los términos del gradiente se puede aproximar también de la misma manera.
Ambas coordenadas se comportan de la misma manera, por lo que se mostrara de aqui en adelante,
inicamente el comportamiento de la variable z , teniendo presente que la coordenada y se comporta
en forma analoga :

Wl 4 o[(At)?, (3.2.1)

0A _ Aig1jn — Ai-1,jin &
oz Az + O[(Az)’]. (3.2.2.)

El laplaciano también se puede aproximar por medio de diferencias finitas centradas de segundo
orden, quedando cada uno de sus términos expresados de }a siguiente manera:

0% A _ A;_ij - 2Ai,j,n - A
0z? (Az)?

LI 4 0[(Ax)?). (3.2.3)

La Figura 2.2.2 muestra los valores de los que dependen cada uno de los puntos de la rejilla, para
cada uno de los casos mencionados, -diagrama conocido como molécula computacional-.

,! :i,“ ! t_n+1
! S
i
| A,
[ |
A - i
'\F = = | ST 5
Xx_1—1 i A | X_1+1

Figura 2.2.2 Molécula computacional para el método explicito.
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Sustituyendo las diferencias finitas en la ecuacién ( 3.1.2 ) y, reacomodando los términos se puede
calcular de manera explicita el valor de A; ;41 en funcién de valores de ésta misma cantidad en

un tiempo anterior {,, . Esta expresion general se encuentra en el Apéndice 1.
3.2. Método Implicito de Direccién Alternante

Este método se basa, en aproximar uno de los términos del laplaciano (i.e. 82 A/8x? ) por esquemas
de diferencias implicitas, en términos de un valor intermedio calculado en un tiempo posterior
A; jnyys Y €l otro término ( 9*A/8y* ) se remplaza por una aproximacion de diferencias explicitas,
de esta manera tenemos :

= A:'-- 1 -EAI'I +A| [, A —-24; . A ;
T4 Ljn+d iyt g +1ljn+4 i —1,n ijon T+ Aij+1,n
VA = (Az)? g (Ay)? a (3.3.1)

N — = i
NY = [——ip——a i i g e —2 4
J —— I == = 1|" . S I - e

1 * - W s s . —a—=

Ly - . S = :
2 % % 3 Ha

1 I

1? 2 2 S e = 5

| i | - i

! - I ! |
1 2 3 i NX-1 NX

Figura 2.3.1 Rejilla que muestralas NY — 1 ecuaciones de N X incégnitas [ cada ecuacién representada

por un simbole diferente )
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Si se aplica la correspondiente ecuacion en diferencias finitas, para cada uno de los N X + 1 puntos
de la rejilla a lo largo de una fila paralela al eje r ( véase la figura 2.3.1 ), se obtienen NX
ecuaciones para los VX + 1 valores desconocidos de A en el instante tnty Como se tienen en la
rejilla NY — 1 filas paralelas al eje z ( la primera y la iltima son fijas debido a las condiciones
de frontera ), para lograr el avance al instante ¢, 1 es necesario resolver NY — 1 sistemas de
ecuaciones independientes, cada una conteniendo N j{ + 1 incognitas. Se verd mas adelante que
ésta solucion es mucho mas facil que resolver las (VX + 1)(NY — 1) ecuaciones que se generan
con otros métodos implicitos. Para conocer los valores de A en el tiempo deseado ¢,, 4, se sustituye
ahora 824 /8y* por un esquema de diferencias finitas implicitas, mientras que 824/8z? por uno
explicito:

ﬁ'?'A —

Ai—l,jm+§ - 2Ai,j,ﬂ+% + A:‘+1dm+% n Aij-1n41 — 24i jn+1 + Aij41,n41

Az @y i

Este esquema se aplica para cada una de las NY — 1 columnas paralelas al eje y , dando como
resultado (N X + 1) sistemas de ecuaciones , cada una con (NY — 1} incégnitas.

Se debe tener presente que el intervalo temporal (At) debe ser el mismo para cada avance que se
realice, ademas, se debe recordar que las derivadas de primer orden se aproximan por diferencias
finitas explicitas. Para obtener las soluciones para tiempos sucesivos, es necesario que la rejilla se
avance alternando el barrido espacial entre filas y columnas,

Una de las ventajas de este método es que los coeficientes del sistema de ecuaciones generan una
matriz tridiagonal. De esta manera el sistema se puede resolver utilizando el método de eliminacién
de Gauss, el cual procederemos a describir.

Cuando se tienen NX 4 1 puntos internos en la rejilla; para cada avance temporal el sistema de
ecuaciones se puede escribir:

+EJ|} —Cp An d{}

( —aj +bl —C1 \ ( Al \ ( dl \
—;15 +’b,' —Cj A,‘ - d,’

\ —anx +bnx ) \AN}{) \de)

Para efectos de simplificacion se ha utilizado la notacién A; para representar el valor A; j, (jy n
son fijos ). Los coeficientes a; , b; , ¢; y d; son conocidos. La primera ecuacién se puede utilizar
para eliminar Ag de la segunda, la nueva segunda ecuacion se usa para eliminar 4, de la tercera
y asi sucesivamente hasta que finalmente, la nueva iiltima ecuacién se usa para eliminar Ay x_1
de la ultima ecuacion , quedando una ecuacion con una incognita Ay x, hasta que se obtiene la
siguiente relacion:

T (3.3.3)

aNx
donde Syx y anx se pueden obtener de la siguiente relacién de recurrencia:
ay

Q; = b,‘ — ———— pﬂl"ﬂf = 1, 2,,..,NX, (3.3.4)

di-1Ci-1
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con
ag = by,
y .
Si = di—* m, paratr = 1, 2,...,NX, {33-5)
con
So = do

Los demas valores de las incognitas se pueden obtener haciendo sustituciones hacia atras en cada
una de las ecuaciones inmediatamente anteriores. Esto esta resumido en la siguiente relacién de
recurrencia:

_ Si+ciAipa

Q5

A; A parai = NX -1, NX -2,...,0. (3.3.6)

Los valores especificos de cada una de las cantidades que aparecen en estas relaciones de recurrencia,
para el de la aproximacion de la ecuacién ( 3.1.2 ), se encuentran en el Apéndice 2.

3.3. Método Implicito de Crank-Nicolson

El método que se describe a continuacién propu&st;o por Crank y Nicolson, ( Ames, 1971 ; Fletcher,
1990 ) tiene la ventaja que no requiere un intervalo temporal (At) muy pequefio para que se logre
su convergencia ( ver Seccion 4.1 ). Reduce la dependencia del intervalo temporal de O(At) a

o[(at)?].

La derivada temporal se puede aproximar, por medio de diferencias centradas alrededor de un
punto intermedio en un instante tntds de la siguiente manera:

0A _ Aijny1—A

o T BLE 4 0[(At)?). (3.4.1)

Las derivadas espaciales de primer orden se sustituyen por esquemas de segundo orden similares a
(3.4.1).

Las derivadas de segundo orden se remplazan por el promedio de dos esquemas de diferencias
finitas: uno en un instante dado (¢,) y otro en un instante posterior (t,4+1) :

62}1 1 { A;’.{.lrj,n - 2"4"'!.11“ + Ai-‘lij1ﬂ + Aiijln""l = 2"43‘1.'.':“'—""""]- + Ai—1¢j1ﬂ+l } Q (3.4.2)

oz2 2 (Az)? (Az)?
La molécula computacional se puede ver en la Figura 2.4.1.

El sistema de ecuaciones que se obtiene se puede resolver también por el método de eliminacién
de Gauss, y el esquema final se describe en el Apéndice 3.
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)

o -t n+1
{ sl F2)
I#""\-
s o > t_n
g = T
x_1—1 = X X_i1i+1

Figura 2.4.1 Molécula computacional para el Método de Crank-Nicolson.

3.4. Método del Promedio Ponderado

Atn, se puede obtener una aproximacion mas general a la ecuacion ( 3.1.2 ), si en lugar de promediar
las contribuciones de cada una de las diferencias en tiempos subsiguientes, se les da la libertad de
variar el peso de sus contribuciones por medio de un parametro (6) , de la siguiente manera:

A | (Aigrn = 24050 + Aic1jin Ary1,5n+1 = 24i5n41 + Af,j.n+1)
927 = ( (Az)? +{1=9) (Bz)? (3:51)

Donde 0 < 6 < 1 . Como casos particulares tendriamos # = 0 ( esquema explicito ), § = 1
(método de Crank-Nicolson) y 8 = 1 ( diferencias centradas hacia atrdas en el tiempo ). La
molécula computacional es similar a la de la figura ( 2.4.1 ).

3.5. Esquema Convectivo

Cuando el mimero de Reynolds magnético es muy grande, es necesario trabajar con esquemas de
cuarto orden, porque el término convectivo empieza a dominar en la ecuacion.
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La ecuacion ( 3.1.2 ) se puede escribir:

I P a

si se considera que el plasma se comporta como un fluido incompresible (V - @ = 0).

Obtendremos un esquema de diferencias para la ecuacion (3.6.1), tinicamente considerando el
término convectivo (A#@) que denotaremos como el flujo (F), y después haremos una aproximacién

para el término difusivo (qﬁA) ( Roberts, 1966 ; Weiss, 1966 ).

Esta ecuacion representa una ley de conservacion; similar a la ecuacion de continuidad que establece
que el aumento de la cantidad (A) es igual al flujo total de ésta, en todo el volumen ocupado.

Para obtener el esquema de diferencias es mas conveniente trabajar con la formulacion integral de

la ecuacion ( 3.6.1 ):
;/Adr = ]/ﬁdé‘dz. (3.6.2)

Esta ecuacion la integraremos sobre elementos de area definidos por los puntos de la rejilla, de tal
manera que, el valor del potencial A en un punto dado es el promedio calculado en una caja que
rodea al punto.

F se obtiene a partir de promedios dobles, calculados sobre elementos de superficie y sobre
intervalos de tiempo At .

La ecuacion ( 3.6.2 ) se puede escribir:

A fAds = _fj(AU,,dtdt, (3.6.3)

donde U, es la componente de la velocidad normal al elemento de linea dl que rodea a la superficie

9

Denotaremos el valor A; ; » como el promedio de A en una caja de lado 2Az, 2Ay, y centrada en
el punto espacial (7, j) en el instante t,, ; es decir, en el punto (7, j,n) de la rejilla tridimensional,

de tal manera que:
J4li+1

1
Aijn = IRehy / f Az, y, t,) dz dy. (3.6.4)

j=1i-1

De la misma manera, si la velocidad u es estacionaria sus componentes (u,v) en un punto dado:
Ui j, Vi j, se pueden definir como los flujos promedio a través de lineas de longitud 2Az y 2Ay
respectivamente, centradas en el punto (g, j):

31
1

L3

s = m /“(Ihy)dyi
J

=
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i+1

1 v(z,y;)dz. (3.6.5)

Mi = 3As

i1

La velocidad debera cumplir con la condicién de flujo incompresible, V-7 =0, que de forma
integral es:

j‘Un dl = 0, (3.6.6)
y escrito en diferencias finitas:
2Ay (uig1,j — vi-1,5) + 28z (vij41 — vi,j-1) = 0, (3.6.7)

esto hace que el flujo neto fuera de cada caja de la rejilla sea cero.

La expresion en diferencias finitas para ( 3.6.3 ) es:

(A‘jn+1 hA;_fn)*izl:!:ﬁy =
[( i+l,7 1 IJ) Z&y"' (Flyj+1 :_;l 1) 2&1:] At. (36'8)
Fes y Fi; y representan el flujo total (en la direccion positiva de cada coordenada ) a través de

las Imeas cenl:radas en (7,j) en el intervalo de tiempo At = t,4+; — t, . Entonces, los flujos son
promedios en el tiempo y en el espacio:

! n41j+1
Fy = x| [ Aleowt)uten ) dye
n o j—1
1 n4li4l
FY. = : : . 6
3] 2IAtAT f[A(Isyjst)ﬂfxny)dxdt (3.6.9)

n i-1

Estos flujos se pueden expresar como productos de promedios:

BA du 3A dv
— AT 2 4 R S— 2 4
Ff; = Afjuij+ 3( ) 3 + O[(Ay) ]1Fi,j = A ; v, ‘(ﬂ z)" - z Oz + O[(Az)7],
(3.6.10)
donde, A7 ; ; son promedios unidimensionales, contraidos con respecto a A; ; ntli €N la
dlreccmn Ty y respectwamente
A? P — i y o s . A
ii SAtAY f f A(z;,y,t) dydt, A, SALA: f f A(z,y;j,t)dz dt (3.6.11)
n j-—1 n i-1

Los valores de A7 ; y Al ; se pueden expresar de la manera siguiente:
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si realizamos una expansion de Taylor en el tiempo y el espacio de ( 3.6.11 ):

1 1
Aft.? = E [4Ai,j,n+lf2 - § (A‘I+1:j$“ + Af—l,j.ﬂ-[—l)]
1 ?A 1, 0% s
R Y YUl b - w4l 2
ﬁm (Mazas: 2::1t atﬂ) + 0[(Aaz)!] (3.6.12)

con su analogo respectivo para A} T
Si la direccion de integracion se alterna en cada avance temporal, el término de orden Az At se

cancela, obtenemos un esquema de cuarto orden:
- 1
Aij = 3 [SAi,j,n+§ — (Ai-1jin+1+ Ai+1,j,n)] ;

1
A?,.j - E I:SA‘!J?“'F* = (Aifj_1:n+l + A'}J‘l"l—fﬂ)] "

(3.6.13)

Ademas, podemos aproximar las primeras derivadas por diferencias sencillas centradas en (i, j, n+

%} con intervalos 2Az y 2Ay:

)

0A _ Ai,j+2,n+§ s As‘,j—z.n+g_ dA . Ai+1,j,n+§ = Ai—z.j,n+%

dy - 4Ay ! oz iAz
Ou _ ij+3 — Uij-2 v _ Vig2j = Vi-3,j
n= A BT i (3.6.14)

Sustituyendo las expresiones en ( 3.6.10 ) obtenemos para los flujos:

1
Efj = E [“i,j {BAi,j,n-l-ljﬂ gt (Ai—l,j,n+1 + Ai+1,j,n)}] ~+

1
E{Ai,j+2.n+1;'2 — Ajj-2,n+1/2) (Ui j4+2 — Ui j=2)

1
Fi‘:j = 5 [v;.j {BA;,j,ﬂ_l_l_,:g — (Aij-1,n41+ Ai,j+1,n)}] -+

1

glAivainer/2 = Ai—ajnt1/2) (Vida — vi-2,5)- (3.6.15)
Para tratar el término difusivo podemos utilizar el Método de DuFort- Frankel ( Carnahan, 1969 );
el cual utiliza 3 intervalos temporales (t,,¢,, bs tn41) , con la molécula computacional que muestra
la figura ( 2.6.1 ). Entonces, al esquema obtenido con la aproximaciones anteriores, le agregamos

el término:
nAt

(Az)?
nAt
(ﬂy)i [(Ai,j+1,n+§ + Ai,j—l,n+i) — {Ai,j,n + Ai,j,n+1)] "

[(J‘li+1,;f,n+;f s Ai-l,_f,n+§) = (Ai,:i,n + Affj.n+l}] +

(3.6.16)
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Al sustituir los esquemas ( 3.6.15 ) y ( 3.6.16 ) en ( 3.6.8 )se obtiene el esquema definitivo; el cual
se puede ver en el Apéndice 4.

A continuacién discutiremos la manera en que se debe recorrer la rejilla para lograr avances
temporales correctos. Para calcular el valor de A; ; n+1 , es necesario conocer los siguientes valores
de A en ot} Aig1,5y Ai-1,j, Ai j+1, Aij-1 ; cada uno de estos requiere también de sus vecinos
maés cercanos en t,, por ejemplo: para obtener Ai+1,j,n+§ se necesita A; ;2 j, Ai j, Aig1,j+1 Y Aij-1
(todos en t, ). La figura ( 2.6.2 ) muestra en detalle la rejilla que debe considerarse para avanzar
la iteracién. Para obtener los valores de los puntos B en t,.1, se deben conocer los puntos C' y
D en tn+* y los valores de los puntos 4 en ¢, . Esto genera una rejilla con puntos alternantes
en diferentes niveles temporales constituida por cuatro rejillas independientes, con espaciamiento
entre puntos de 2Az y 2Ay .

= t_n-+1
: "
= :
- | e Yy
= -
| T
I 1 ke
i |
P! l t_._ n+1
| ¥ |
X _i—1 = _31 X_1+1

Figura 2.6.1 Molécula computacional para el método de Dufort Frankel.

El esquema se puede aplicar en cada una de estas rejillas y se debe recordar que, se debe invertir
la direccién de integracion en cada avance temporal.

La ecuacion ( 3.1.1 ) también se puede resolver directamente utilizando un esquema para las dos
componentes del campo y, para extender el estudio a tres dimensiones no se puede puede utilizar
la simplificacion del potencial vectorial unidimensional, es 1itil tener el esquema apropiado para la
obtencion directa del campo magnético.



22 Ciencia y Tecnologia: Revision

g
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-2 i-1 1 1+1 i+2

Figura 2.6.2 Rejilla para el método convectivo.

Si no consideramos el témino difusivo ( nuevamente se tratara al final ), podemos escribir ( 3.1.1
) en forma integral:
afé.ds" = _[j(.ﬁ'-df'dz. (3.6.17)
S

Donde B debe cumplir en cualquier superficie cerrada la siguiente condicion:

/§-d§ = 0. (3.6.18)

Esto es equivalente a la condicién V- B = 0. Denotaremos las componentes de B de la siguiente
manera:

B = (K,L). (3.6.19)

Entonces, si consideramos el flujo a través de una caja centrada en (z;,y;), tendremos una
aproximacion para ( 3.6.17 ) :

(Ki,j41,n — Kij-1,n) 282 + (Lig1,j;n — Li-1,5,n) 24y = 0. (3.6.20)

Aqui, los valores de K y L estan definidos como flujos promedios a través de superficies de una
caja de espesor unitario en la direccion z:

K(If: y? !ﬂ) dy!-
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i+1
|
Lin = 357 f Bl b . (3.6.21)

i—1

La aproximacion en diferencias finitas para ( 3.6.17 ) quedaria asi:
(Kijn41— Kijn) 28y = — (Ef,j+1 - Ef,j-l) At,

(Lijon+1 — Lijn) 28z = (Ef,, ;- Ef_, ;) At, (3.6.22)

donde Ef ; es el valor promedio en un intervalo de tiempo de la componente z del campo eléctrico
en el punto (z;,y;) que corresponde a la componente z del producto —(u x B) :

Ef; = (u;L]; —vi;K};), (3.6.23)

aqui, Li; y K} ; son los valores de las componentes del campo magnético contraidas en las
direcciones z y y , y estan dadas por los promedios en un intervalo de tiempo:

n41
K{; = ﬁ [K(J:;,y,t]dt,
n+1
Li; = ﬁ fL(:c, y;, t) dt. (3.6.24)

n

La velocidad la podemos considerar como estacionaria, entonces, u ; ¥ vi; son directamente los
1

valores en el punto (z;, y;). Podemos aproximar las componentes del campo magnético contraidas;

de manera analoga al caso del potencial vectorial, de la siguiente manera:

1 -
Ki; = I [SHi,j,ﬂ+§ = (Kij-1,n41+ Ki.j+1,n)] ,

i 1
Li; = 6 [SLi,j,nH — (Li-1,jn41 + L:‘+1,j,n)] . (3.6.25)

Estas expresiones se pueden sustituir en (3.6.23), y ésta a su vez en (3.6.22), para obtener el
esquema definitivo para estas dos ecuaciones. Para que la relacion final quede expresada en funcion
de términos conocidos, de acuerdo a la forma en que se recorre la malla, es necesario utilizar (3.6.20)
para sustituir algunos valores de las componentes de campo magnético ( por ejemplo: K, ..,

y K?:ﬁj ). No es necesario resolver las dos ecuaciones (3.6.20), porque se puede utilizar (3.6.22)
para calcular una de las componentes, una vez encontrado el valor de la otra, garantizandose asi,
el cuamplimiento de dicha ecuacion fundamental para el campo magnético.
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4., Condiciones de Frontera

Para la tarea de establecer las condiciones de fronteras, se consideraran los extremos superior e
inferior como paredes rigidas perfectamente conductoras, de tal manera que, las lineas de campo
permanecen unidas siempre a ellas. Los extremos laterales se tomaron como periddicos, es decir,
cada celda esta rodeada a ambos lados por otras celdas similares, aunque el considerar que las
lineas de campo externas a la celda permanecen rigidas, no produce diferencia apreciable alguna,
ya que los efectos en los extremos son muy débiles. La manera de relacionar cada uno de los valores
internos ( dentro de la rejilla ) de las cantidades (A, v, L, K') con los valores externos es por medio
de las condiciones antes mencionadas. La primera seria equivalente para.el caso del potencial a

Ai NY,n = AiNy,0 Y Aion = Ai,0, (4.7.1)
y para el caso del campo magnético
KE,NY,H _— K"‘ﬂln — 0 (4.7.2)

La relacién fundamental que permite relacionar las componentes del campo de velocidades es (
471 ).

La segunda condicién se obtiene, asignandole valores fijos a cada una de las componentes externas.

El detalle de las condiciones de frontera usadas para cada uno de los casos aplicados a los diferentes
esquemas, se puede ver en cada uno de los listados que detalla cada programa de ordenador (
solicitarlo a los autores del articulo ).

1.1. Estabilidad y Consistencia

La estabilidad mide la capacidad de una determinada ecuacion en diferencias finitas de no crecer
indefinidamente, a medida que el intervalo temporal se hace muy pequeno (At — 0) . Es decir,
existe un tope para el cual, cualquier informacién ( ya sea de las condiciones iniciales, condiciones
de frontera, o de errores en los calculos ) se puede amplificar a medida que se itera. La consistencia
verifica si la solucién de una ecuacion en diferencias finitas se aproxima a la solucién de la ecuacion
deseada, o a alguna otra. Para el método explicito verificamos la estabilidad numéricamente, y se
obtuvo la siguiente condicion:

At At
—{ { sy e
As < Viagy S 02 (4.8.1)

esto para el caso de Az = Ay. Ese criterio hace este método til para niimeros de Reynolds no
mayores de 100, utilizando intervalos de tiempo éptimos de 0.001 en una rejilla de 100 X 100.

Para el método del promedio ponderado obtuvimos en el mejor de los casos, cuando ( 8 = %, lo
que corresponde a Crank- Nicolson), la siguiente condicién:

At At
Az STz S 452
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bajo la misma condicién anterior, se obtiene un aumento en el intervalo temporal de At = 0.01.

La condicién de estabilidad obtenida numéricamente para el método de direcciones alternantes es

At At

esto da como resultado una ganancia en el intervalo de tiempo, con un limite superior de At = 0.1,
y un aumento permitido en el nimero de Reynolds a 200.
Cuando se utilizan los esquemas convectivos, la condicién que obtenemos es:

1 1
Az 2 (Az)?

> 1. (4.8.4)

Los efectos de la resistividad en el intervalo temporal son muy pequerfios, y se puede trabajar con
nimeros de Reynolds de 1000 en una rejilla de 50 X 50. La consistencia de todos estos métodos
numeéricos la verificamos, y concuerda con la ecuacion a resolver.

5. Simulaciones

Aqui discutiremos las simulaciones ejecutadas con cada uno de los métodos numeéricos descritos
en el apartado anterior. Para este estudio escogimos campos de velocidades representados por
funciones de corriente muy versitiles que pueden representar, desde un vértice simple, hasta uno
doble con sélo ajustar un parametro.

Se realizaron una gran cantidad de iteraciones para cada campo de velocidades con diferentes
nimeros de Reynolds, y se presentan los resultados mas representativos.

Para la investigacion del comportamiento del plasma analizamos las simulaciones, observando la
evolucion directa del campo magnético, asi como también, calculamos y estudiamos la densidad
de energia magnética media en la region; describimos todo esto, considerando el tipo de torbellino
que estamos representando y el nimero de Reynolds que tenga.

Finalmente hacemos una interpretacion fisica de los resultados obtenidos en las simulaciones, de
acuerdo a lo discutido en el parrafo 1. Explicamos el comportamiento del campo magnético
en funcion de las contribuciones que da cada uno de los términos de la ecuacién de induccién
magnética, y los intervalos temporales involucrados en los procesos en funcién de los tiempos
caracteristicos del plasma.

5.1. Modelo Fisico

Resolvimos la ecuacion de induccion magnética por medio de los métodos descritos en el parrafo
3; suponiendo las condiciones de periodicidad en las fronteras laterales y tomando las fronteras
superior e inferior como perfectamente conductoras, es decir, las lineas de campo magnético estaran
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fijas en dichos puntos. Esto lo hicimos para dos campos de velocidades especificos y para nimeros
de Reynolds en un rango entre 100 y 1000. Tomamos como campo magnético inicial uno uniforme.

A continuacién describiremos las funciones corrientes asociadas a los campos de velocidades:
Torbellino intenso:

¥ =7 (41~ m) (m—%)i-m)““‘( ‘%)2)4 “"”("'_%)

0<z<1,0<y <),

donde m es un parametro ajustable (0 < m < 1), que permite representar diferentes campos de
velocidades. Cuando m = 1 representa el campo estudiado por ( Weiss, 1966 ) denotado por él
como torbellino simple; a medida que reducimos el valor de m, las lineas de corriente comienzan
a comprimirse en el centro, ya para el valor de m = 0,4 se puede apreciar la formacién de dos
torbellinos que circulan en el mismo sentido ( horario en este caso ), y para valores menores del
parametro la existencia de dos torbellinos es clara.

Es decir, con la variacién de m podemos estudiar desde un torbellino simple hasta un sistema de
dos torbellinos, ademas, el parametro m es una medida de la localizacion de éstos, como muestra
la siguiente tabla:

Tabla 5.1

Relacién del parametro m

con la distancia entre torbellinos

m separacion entre
torbellinos (x L)

0,40 0,32
0,30 0,50
0,20 0,59
0,10 0,66
0,05 0,68

0,01 0,69
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Torbellino débil:

g,:-%-l(l—m) ( -»%)2“"1) cusar(r—%) cosi'l'( _%)

(0<z<1,0<y<).

Esta funcion corriente esta relacionada a un campo de velocidades muy similar al anterior sélo
que, la velocidad no decae tan fuertemente en las fronteras horizontales, sino que mantiene una
simetria con las fronteras verticales.

5.2. Visualizacion

La resolucion de la ecuacion de induccién magnética se hizo utilizando el cluster de ordenadores
VAX — workstation3100 M38 de Digital perteneciente al Laboratorio de Investigaciones
Astrofisicas de la Escuela de Fisica. En la mayoria de los casos se utilizé una rejilla espacial de
100 x 100. Los resultados obtenidos para el potencial en cada intervalo de tiempo fueron procesados
con el paquete PIC ASSO para representar graficamente las lineas de contorno equipotenciales ,
las cuales constituyen las lineas de campo magnético. Cada una de las graficas fue grabada en una
cinta de VHS por medio de un procesador Pro PC/TV plus de AlTech que transfiere la imagen
generada por el ordenador como entrada a un grabador de video Panasonic U-Vision.

La reproduccién en forma continua de las imagenes genera una pelicula que muestra la evolucién
del campo magnético en la region.

Con los mismos archivos del potencial vectorial se puede calcular la densidad de energia magnética
en cada punto y la densidad de energia media de la region; y por un procedimiento analogo al del
campo magnético, se puede generar una pelicula que muestra la evolucion de dicha densidad.

Aqui mostraremos imagenes fijas relevantes para la discusiéon de los resultados.

5.3. Resultados

Los resultados directos de algunas de las simulaciones para el caso del torbellino fuerte se pueden
observar desde la figura 3.4.1 hasta la figura 3.4.15.

El primer estudio que realizamos es el variacion de la densidad de energia magnética media ( que
es también una medida del campo magnético medio ) en la region para un nimero de Reynolds
dado en un torbellino intenso; y variando el parametro m pudimos estudiar desde un vértice simple
hasta uno doble.

Dentro del comportamiento general se puede encontrar lo siguiente:
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en todos los casos la densidad de energia magnética media aumenta hasta alcanzar un valor maximo
al acercarse su estado estacionario. Este valor es menor mientras menor sea el valor de m. Durante
el ascenso tiene un crecimiento continuo, pero para valores de m > 0, 2 aparece un intervalo donde
el ritmo de crecimiento disminuye,( inclusive decae un poco para valores muy bajos de m), para
luego continuar creciendo hasta el maximo; el tiempo que transcurre para llegar a ese intervalo es
constante y la duracion aumenta ligeramente a medida que los torbellinos se separan.

Una vez que se ha alcanzado la maxima densidad de energia media, esta comienza a decrecer hasta
alcanzar un estado estacionario. La manera en que alcanza este estado difiere dependiendo del
tipo de torbellino.

Para valores de m mayores de 0, 6 el decrecimiento ocurre de una manera contindia hasta llegar a
una densidad de energia ligeramente menor de la estacionaria, para luego alcanzarla. El tiempo
que tarda en alcanzar el estado estacionario es mayor mientras menor sea el valor de m.

A medida que decrece el valor de m la densidad de energia media comienza a oscilar en forma
amortiguada hasta alcanzar el estado estacionario, (cabe notar que esa oscilacién la tiene para
valores mayores de m, pero éstas son demasiado pequenas ). La amplitud de la oscilacién
amortiguada, asi como, el periodo de esa oscilacién aumentan a medida que el valor de m va
disminuyendo. Este comportamiento es similar a un subamortiguamiento.,

Cuando el valor de m es menor que 0,2 ( en el mismo caso que la amortiguacién en el crecimiento
es notoria ) la oscilacién practicamente ha desaparecido y, la densidad de energia media va
directamente hasta el estado estacionario; en el caso de valores muy pequefios de m la maxima
densidad de energia media ocurre en el estado estacionario. Este comportamiento es similar a un
sobreamortiguamiento.

En las tablas siguientes podemos observar estos comportamientos de una manera cuantitativa:
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Tiempo necesario para alcanzar la densidad de
energia magnética media maxima

Tabla 5.3.1
Niimero de Reynolds magnético

R,, = 1000

m tiempo

x 0,657

1,00 3,0
0,90 3,3
0,70 Sl
0,50 4,5
0,40 4,9
0,30 5,1
0,20 5,8
0,15 732
0,10 8,8

0,07 11,7
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Tabla 5.3.2
Nimero de Reynolds magnético
Rm = 800
m tiempo
%0, 657
1,00 2,8
0,70 3,6
0,30 4,9
0,10 9,0
Tabla 5.3.3
Nimero de Reynolds magnético
R, = 500
m tiempo
x 0,657
1,00 2,5
0,70 3.3
0,30 4,8
0,10 10,0
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Tabla 5.3.4
Nimero de Reynolds magnético
R, = 200
m tiempo
x0, 6571

1,00 2,0
0,70 2,9
0,40 4,0
0,30 4,5
0,10 10,0
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En las figuras 3.4.16 y 3.4.17 se puede observar en detalle el comportamiento del tiempo necesario
para alcanzar la densidad de energia media maxima, de acuerdo a los diferentes tipos de torbellino
con distintos nimeros de Reynolds magnéticos.

Se puede notar que en forma general, dentro del aumento de este tiempo, a medida que el torbellino
se va bifurcando, ocurre un aumento mucho mayor justo en el rango donde el torbellino pasa de ser
uno simple, a uno doble bien definido; ademas, el ritmo de aumento es mayor, mientras menor es
el nimero de Reynolds y, es mucho mas apreciable para un torbellino doble que para uno simple.

Tabla 5.3.5

Densidad de energia magnética media

estacionaria para diferentes Niimeros de Reynolds

magnéticos y diferentes tipos de torbellinos

Rm m = 1,00 =0,70 m = 0,30 m=20,10
1000 10,60 10,60 10,60 10,60
800 9,80 9,80 9,80 9,80
500 8,25 8,25 8,25 8,20
200 5,40 5,38 5,34 4,91
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_En la figura 3.4.18 se puede apreciar la dependencia de la densidad de energia media estacionaria,
en funcion del nimero de Reynolds para los diferentes tipos de torbellino. Cabe destacar, el hecho

de que ésta alcanza el mismo valor independiente del tipo de torbellino, salvo para para R,, muy
bajos.

En la siguiente tabla se presentan los ajustes para dichas dependencias de la forma potencial
B?,, = kR,," , con sus respectivos coeficientes de correlacién r.

Tabla 5.3.6

Coeficientes del ajuste potencial
de la densidad de energia magnética media

estacionaria y el Nimero de Reynolds magnético

Coeficientes m = 1,00 m=0,70 m = 0,30 m=20,10
k 0,59 0,58 0,56 0,39
n 0,42 0,42 0,43 0,48
r 0.998 0,998 0,998 0,995

Tabla 5.3.7
Densidad de energia magnética media
maxima para diferentes Nimeros de Reynolds
magnéticos y diferentes tipos de torbellinos
R m = 1,00 m=20,70 m = 0, 30 m=20,10
1000 27,60 24,20 19,40 14,60
800 24,10 21,33 17,50 12,70
500 18,32 16,40 13,80 12,70
200 10,69 10,00 8,20 5,00

En la figura 3.4.19 se puede ver la variacién de la densidad de energia mdxima para los diferentes
nimeros de Reynolds; en todos los casos ocurre una disminucién en ese valor maximo, pero este es
mas acentuado para R,, altos, ademads, es muy notorio el aumento en el ritmo de la disminucién
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para el caso de un torbellino doble, asi como también, una zona de estabilizacion cuando ocurre la
transicién de un torbellino simple a uno doble.

La relacion directa entre la densidad de energia maximay el Nimero de Reynolds se puede observar
en la figura 3.4.20, y en la tabla 3.4.8 el ajuste a una relacién potencial entre ambos, B2 ,. = kR,,"

Tabla 5.3.8

Coeficientes del ajuste potencial
de la densidad de energia magnética media
maxima y el Niimero de Reynolds magnético

Coeficientes m = 1,00 m=20,70 m=10,30 m=0,10
k 0,47 0,55 0,48 0,15
n 0,59 0,55 0,54 0,67
r 0,99999 0,99995 0,99929 0,99978
Tabla 5.3.9

Tiempo necesario para alcanzar

la densidad de energia media estacionaria

para R,, = 1000
m tiempo
x 0,657
1,00 7,20
0,9 8,20
0,7 10,00
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En esta tabla hemos presentado los torbellinos para los cuales la densidad decae directamente a
un valor estacionario. En los casos en que ella oscila, podemos describir ese periodo de oscilaciéon
con (T) y, es una medida del amortiguamiento; asi, podemos calcular la razén de dos maximos
consecutivos, la cual denotaremos RMC, (el decaimiento es tan rapido que la razon es apreciable
a lo sumo hasta un tercer maximo).

Tabla 5.3.10

Periodo de oscilacion en el amortiguamiento
de la densidad de energia magnética media y
Razén de dos maximos consecutivos

j m T(x7o) RMC, RMC,
200 0,30 8,80 0,72 ~ 100
500 0,30 8,50 0,68 0,92
800 0,30 8,30 0,64 0,91
1000 0,30 8,20 0,63 0,90
1000 0,50 4,90 0,55 0,95
200 0,70 3,50 0,62 0,94
500 0,70 2,60 0,53 0,98

Para el caso del torbellino débil, po'demos notar aspectos relevantes en las simulaciones ejecutadas,
desde la figura 3.4.21 hasta la 3.4.22.

No ocurre una atenuacion directa de la densidad de energia para torbellinos simples, sino que tiene
un caracter oscilatorio, todo lo demas guarda un comportamiento similar al torbellino fuerte.

Cuando investigamos la evolucion del campo dependiendo del estado inicial de este, estudiamos la
diferencia que se genera cuando iniciabamos con un campo uniforme vertical y, cuando lo haciamos
con uno horizontal, ( realmente lo que se hizo fue dejar el campo magnético inicial vertical, y se roté
el campo de velocidades, lo que es equivalente a girar el campo ). Se puede notar comportamientos
similares, con la salvedad de que los campos magnéticos medio maximo y estacionario son menores
para el campo magnético inicial vertical, ( 62% y 43% respectivamente ).
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5.4. Interpretacion Fisica

Para nimeros de Reynolds altos observamos una fuerte distorsion de las lineas de campo magnético.
Debido a la fuerte conveccién, se empieza a generar una componente de campo paralela a
la direccion del movimiento del plasma, proveniente de la interaccion de la velocidad con la
componente perpendicular del campo, entonces, el ritmo de aumento del campo debe ser constante,
y del orden de:

UB, _ B
= (5.5.1)

Asi, el campo comienza a amplificarse, haciéndose mas intenso en las regiones fronterisas laterales
de la celda, para el caso de un torbellino simple, mientras que en el torbellino doble lo hace, tanto
en esas zonas, como en la region comprendida entre los torbellinos. A la vez que esto ocurre, la
escala de variacion espacial de la componente paralela va decreciendo linealmente:

By L? _To
| ~ E-L i S L. (5.5.2)

Esto conduce a un aumento en la difusion que es del orden de:

nB By 1 (B)\®
2 -2L ()

En el momento en que el término resistivo es comparable con el convectivo, la amplificacion del
campo cesa, esto ocurre cuando:

Uf 2 ~ ';;B , (5.5.4)
si usamos ( 5.5.1 ) y ( 5.5.3 ) tenemos:
B ~ R3 B, (5.5.5)
que en funcion de la densidad de energia magnética media ( B-ﬂ) es :
B2,. ~ R&BL. (5.5.6)

Noétese en la ecuacién ( 5.5.3 ) que el término difusivo varia como el inverso de R,, , entonces, para
nimeros de Reynolds bajos la difusion llegara mas pronto a nivelar a la conveccién, por lo que, el
campo no sufrird una distorsion tan grande, antes de que se detenga su amplificacién.

Cuando revisamos la tabla 3.4.8 notamos una muy buena concordancia con este resultado, ademas,
podemos ver que para los torbellinos dobles la concentracion del campo no es tan fuerte como en
el simple, esto es debido, entre otras cosas, a que la velocidad media en los torbellinos dobles es
menor.
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El tiempo necesario para alcanzar dicho maximo de la relacion ( 5.5.2 ) es:
: t ~ R,i,ru. (5.5.7)

Revisando desde las tablas 3.4.1 hasta la 3.4.4 y las figuras 3.4.23 y 3.4.24 podemos notar que
el plasma cumple con ese comportamiento fielmente para valores del niimero de Reynolds altos y
torbellinos simples; a medida que R,, disminuye el tiempo, este tiende apenas ligeramente a ser
mayor; en todos los casos, para torbellinos dobles, la duracién es mucho mayor. De las definiciones
de 70, Ty ¥ Rm y la escogencia de U = 1 y L = 1 tenemos que dichos tiempos caracteristicos
guardan la siguiente relacién:

v = 0,025337,

asi, para los R,, = 1000, 800, 500, 200 tenemos: 7, = 25,33; 20,26; 12,67; 5,07 respectivamente.

Los tiempos en alcanzar los maximos son muy bajos comparados con los tiempos caracteristicos
de decaimiento resistivo, como es de esperar.

Recordemos que en los casos de torbellinos dobles, ocurre un lapso de tiempo en el que la
densidad de energia magnética tiende a mantenerse estable, esto sucede aproximadamente a
t = 3,007, independiente del nimero de Reynolds magnético. Este efecto empieza a aparecer
cuando simulamos torbellinos que se mantienen en la frontera, entre un torbellino simple y uno
doble; y es precisamente aqui, cuando la alta densidad de campo magnético se empieza a acumular
en otra region, ademas, de las fronteras de la celda; lo hace que en la zona existan dos torbellinos.
Estas dos regiones alcanzan estados estacionarios en diferentes escalas de tiempo, la zona central
de la celda se estabiliza primero; esto ocurre a un mismo tiempo independiente del nimero de
Reynolds. De aqui en adelante el aumento se debe a las zonas periféricas, lo que produce un
retardo en el tiempo para llegar al maximo. El proceso de reconeccién ( union de las lineas de
campo ) comienza a ser importante en este momento; el campo en las zonas centrales de los
torbellinos empieza a decrecer debido a la difusion ( las lineas de campo reconectadas comienzan
a desaparecer ).

Para el caso de torbellinos simples la conveccion es tan fuerte que el campo magnético almacenado
en las zonas externas, es muy intenso, entonces, las fluctuaciones que ocurren en la zona central
son muy pequenas comparadas con éste, de tal manera que el campo se atentia de una forma
directa. En los torbellinos dobles este comportamiento ocurre a menor escala, si es comparable con
las densidades magnéticas que logra almacenar en tiempos cortos. En cada uno de los pequeriios
torbellinos el campo es capaz de amplificarse a mayor grado comparativo antes que los efectos
resistivos sean apreciables, disminuyendo de una forma oscilatoria.

El hecho de que el periodo oscilatorio de estas fluctuaciones disminuya a medida que aumenta el
nimero de Reynolds, se debe a la misma razén por la cual disminuye el tiempo necesario para
alcanzar el maximo y el estado estacionario.

Cuando los torbellinos se encuentran muy separados, la zona de acumulacion del campo entre ellos
es muy grande, tal que deja dimensiones muy pequefas para la region en que el campo continiia
fluctuando, es por esto que la disminucién, luego de llegar al maximo, no es muy grande, y ocurre
lenta y directamente hasta el estado estacionario.

El valor del campo magnético estacionario coincide con resultados anteriores ( Weiss, 1966 ):
Beyt ~ R,%, By, en funcién de la densidad magnética: B2,, ~ R,%, B} (vease la figura 3.2.25 y la
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tabla 3.4.6). La independencia de este campo con el tipo de torbellino es debida a que la regién en
donde esta concentrado es muy estrecha, entonces, las variaciones de la velocidad son lineales con
la posicién. El campo estacionario que se obtiene en una regién con dichas caracteristicas, tiene
un estado estacionario de forma gaussiano que en valor medio cumple con esa ley potencial.

La forma general en que evoluciona el campo magnético es independiente de la orientacion relativa
del campo inicial con el torbellino. Siempre se dara la compresion del campo en las zonas limitrofes,
y la eliminacién del campo en las centrales, debido a los procesos explicados anteriormente. La
diferencia fundamental es la forma en que se va almacenar el campo en las zonas de alta densidad.
En aquellos torbellinos donde las lineas de corriente mas densas estén lo mas alineadas posible con
el campo inicial, se obtendra el mayor estado estacionario.

5.5. Conclusiones

Los resultados obtenidos aqui son de gran utilidad para mejorar la comprension del comportamiento
de los campos magnéticos en cuerpos celestes. El conocer la interaccion detallada entre el plasma
y el campo magnético nos permite relacionar dichos resultados con aplicaciones directas en la
astrofisica.

Entre los fenomenos importantes que ocurren, podemos destacar: la amplificacién del campo y
su disminucion hasta un estado estacionario; la dependencia potencial de estos con el nimero de
Reynolds magnético y con los tiempos caracteristicos de convecciéon y difusiéon; la localizacion de
las zonas de alto acumulamiento de campo, y las de muy baja densidad donde ocurre la expulsion
de las lineas de campo; las diferencias que existe en la evolucion del campo para el caso de un
torbellino simple y uno doble entre torbellinos, entre las que podemos incluir el retardo que ocurre
en los tiempos necesarios para alcanzar los maximos y la estabilidad magnética; la aparicion de un
periodo estacionario en el aumento del campo para el torbellino doble y las diferentes formas de
alcanzar el estado final ( directa y oscilatoria ).

El Sol tiene una region convectiva en su superficie con una alta turbulencia, esto produce nimeros
de Reynolds magnéticos del orden de 10° a 10!9, teniendo estos influencia sobre el movimiento
del plasma; estos dos factores hacen que los resultados obtenidos no se apliquen directamente a
la busqueda de explicaciones de los fenémenos solares; sin embargo, se conoce la existencia de
periodos en las fluctueaciones del campo magnético solar, asi como, la concentracion del campo en
las fronteras de supergranulos en la cromosfera. Es ahi donde podriamos hacer uso de las técnicas
aqui desarrolladas a esos fendmenos solares.

De los métodos numéricos utilizados aqui, el de mayor alcance ( nimeros de Reynolds mas altos
y factor de convergencia mas eficiente ), es el esquema convectivo; el cual es generalizable a tres
dimensiones ( estudio ya iniciado por los autores ) y a otros tipos de condiciones de contorno,
como puede ser la simetria esférica, condiciones muy importante para su aplicacion a los problemas
astrofisicos; también la extension del trabajo en el estudio de los filamentos solares y solar flares. La
necesidad de desarrollo de nuevos métodos numéricos para tratar los fenémenos de alta turbulencia
es escencial. El estudio que hemos realizado nos da mucha informacién sobre la interaccién de
torbellinos, ademas, de los efectos que producen la bifurcacion de torbellinos o la unién de estos.
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Entre los métodos que en un futuro podemos tratar estan los espectrales, desarrollados unos veinte
anos atras ( Drobot, 1991 ) . En estos métodos las ecuaciones se expanden en series de polinomios
ortogonales o de exponentes complejos. También estan los métodos de diferencias hibridas y los
espectrales de elementos y de particulas ( Fletcher, 1990 ).

Otro aspecto importante es la necesidad de realizar estudios de la dindamica no lineal, que ha
tenido un gran desarrollo en los iltimos quince aios, ésta es la una nueva via de estudiar plasmas
turbulentos, v.g., como los que se producen en el Sol. La ecuacién de induccion también se puede
tratar en forma directa, o, con un mapeo asociado a los campos de velocidades que describan un
plasma turbulento. Ademas, debemos incluir la evolucién de dicho campo de velocidades en el
tiempo a medida que interacciona con el campo.
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