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Resumen. El modelo Rasch es ampliamente usado para el analisis de datos educacionales. En la practica, se reportan los
estimadores de la dificultad de los ftems y los estimadores de las habilidades de los individuos. Sin embargo, nunca se explicita
qué significado tiene el término “dificultad” y cual el término “habilidad”. Los significados de estos términos no dependen
de las estimaciones; al contrario, estas ultimas han de interpretarse en funcion del significado de los primeros. En este trabajo
se muestra que el significado de las nociones de “dificultad” y “habilidad” dependen de la forma en que el modelo Rasch se
especifica. En la literatura psicométrica hay dos maneras de especificar dicho modelo: una que sélo se limita a modelar los
observables; la otra, que ademas de los observables, modela no-observables. Ia primera forma de especificacion se debe al
mismo Rasch, mientras que la segunda fue desarrollada por Lord.

Palabras clave. Axioma de independencia local, rasgo latente, dificultad de un item, proporcién de chances, probabilidad

inversa.

Abstract. Rasch models are widely used for the analysis of educational data. In practice, estimates of difficulties of items
and abilities of examinees ate reported. However, the meaning of the terms “difficulty” and “abilities” are never made explicit.
The meaning of these terms does not depend on the estimations; they should be interpreted with respect to the eventual
meaning of both item difficulties and individual abilities. This paper shows that the meaning of the terms “difficulty” and
“ability” depends on the way in which the Rasch model is specified. In the psychometric literature, Rasch models are specified
in two different ways: one specifies the observable only, whereas the other one specifies both observable and unobservable.
The first specification is due to Rasch himself, the second one is due to Lord.
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Problema: a modo de introduccion

Supongamos que 10 estudiantes respondieron un
test compuesto de seis {tems de seleccion multiple.

Una vez revisado el test, los resultados se resumen en
la tabla 1.

Datos como estos se obtienen a partir de aplicaciones
masivas, como el SIMCE en Chile, las pruebas SABER
en Colombia, o PISA por la OECD. Los analisis
psicométricos que se hacen se reducen a dos tipos:
por un lado se estima un puntaje individual, el cual
tipicamente se interpreta como el grado de dominio
que un determinado estudiante tiene en relacién a lo
que mide el test; de hecho, a veces se relaciona dicho
puntaje con una supuesta habilidad medida por el
test, en cuyo caso dicha habilidad corresponde a un
rasgo latente. Por otro lado, se estiman propiedades
de los items, concretamente la dificultad, el grado de
discriminacion y el grado de respuesta al azar. Las
propiedades de los items estain basadas en modelos
de Teorfa de Respuesta al Item (TRI), aunque también
suelen reportarse indicadores de dificultad y de
discriminacion (i.e.. correlacion item-test) basados en

la Teorfa Clasica de Test (TCT).

La practica resumida en el parrafo anterior plantea
un problema que utiliza una terminologfa estandar (a
saber, habilidad de un individuo y dificultad de un item)
independientemente del tipo de modelo psicométrico
que se utilice para analizar dichos datos. Puede argiirse

Tabla 1

Matriz de respuestas individuales a un conjunto de itemes

que, por ejemplo, las estimaciones de las dificultades
de los items bajo el esquema de la TCT esta casi
perfectamente correlacionado con las estimaciones de
las dificultades que se obtienen al aplicar un modelo
Rasch o un modelo 2PL. Pero, como ya es ampliamente
reconocido en la investigacioén cuantitativa, correlaciéon
no implica explicacién, por lo que no resulta coherente
suponer que a una misma terminologia subyace una
misma significacion.

El objetivo de este articulo es mostrar cémo
el significado de dificultad de un item y habilidad
de un individuo dependen de la especificacion del
modelo psicométrico utilizado. Concretamente, nos
focalizaremos en dos maneras de especificar el modelo
Rasch, las cuales se aclararan en los parrafos siguientes.

Primera Parte

Heterogeneidad de la informacion observada

Para definir rigurosamente habilidad individual
y dificultad de un item, es necesario considerar
dos hechos:

a.  Cuando se observan las respuestas a un item
dadas por una determinada poblacién de individuos, se
constata que dichas respuestas son heterogéneas.

b.  Cuando se observan las respuestas que un
estudiante da a un conjunto de itemes, también se
observa un comportamiento heterogéneo.

Item 1 Item 2

Item 3 Item 4 Item 5 Item 6

Estudiante 1 0
Estudiante 2
Estudiante 3
Estudiante 4
Estudiante 5
Estudiante 6
Estudiante 7
Estudiante 8

N T = Y S G

Estudiante 9

S O =R =, O O =, = O

o

Estudiante 10

1 1 0 1

SO O O P, P, = O O O
= R e i o N N e TN
S P, O O O O O O -

_ = = O O O O =

—_

Actualidades en Psicologia, 29(119), 2015, 91-102



Modelos Rasch: jcudn (in-)coberentemente son presentados y utilizados? 93

La heterogeneidad puede ser representada
formalmente por medio de probabilidades. Para ser
mas especificos, definamos una variable aleatoria 1@,
que toma el valor 1 cuando la persona p responde
correctamente el item 4 y toma el valor 0 en caso
contrario. La heterogeneidad de la variable aleatoria
Y, se representa por medio de la probabilidad que
dicha variable tiene de ser igual a 1 6 a 0: mas alta
(respectivamente, mas baja) es esta probabilidad,
mas chances (respectivamente, menos chances) hay
que la persona p responda correctamente el item 7
Si denotamos por m dicha probabilidad, entonces
escribimos P[ij: 1] = n, y consecuentemente P[Y/;.
= (] = 1. De forma compacta, decimos que Y};. es
una variable aleatoria Bernoulli de parimetro 7, y lo
denotamos por Y, ~Bern(m).

Bajo estas consideraciones, la tabla de datos
inicial corresponde a una posible realizacion de
60 distribuciones Bernoulli de pardmetro =, todas
mutuamente independientes entre si —es decir, que
la realizaciéon de cualquiera de ellas no proporciona
informacién alguna acerca de la realizacién de
cualquiera de las restantes.

Pero de inmediato surgen dos preguntas: para un
determinado item, ¢por qué asumir que la probabilidad de
responder correctamente es la misma para cada persona?
Para una persona determinada, ¢por qué asumir que la
probabilidad de responder correctamente cada item es la
misma? Una forma de representar la heterogeneidad que
se observa tanto a nivel de items, como de personas, es
precisamente asumir que la probabilidad de responder
correctamente un ftem por una determinada persona
depende tanto del item como de la persona. Mis
precisamente, se supone que el proceso generador de
datos que subyace a la tabla inicial de observaciones esta
caracterizado por dos condiciones:

a. Las variables aleatorias 1@’5 son mutuamente
independientes.

b.  Para cada persona p e item 7, Y ~Bern(n,, ),
donde el parametro m,, € (0,1). Enfaticemos que n; es
distinto de 0 y de 1: st n, fueraigual a 0 6 a 1, entonces

no habria heterogeneidad alguna.

Modelo Rasch

Separacion entre la caracteristica individual y la caracteristica
de un item. Como ya ha sido mencionado anteriormente,
la especificacion anterior implica que P, =1)=mn.y
P(Y = 0) = 1-n_. Ambas igualdades pueden resumirse

o 7o .
por medio del siguiente cociente de chances

PlY =1]
—2 =\
P, = 0] p
donde
_ b2l
)\f’i_ 1-x

El parimetro A (que corresponde a un numero
real) representa la razon entre la probabilidad que
la persona p responda correctamente el item 7, y la
probabilidad de que lo responda incorrectamente.
Asi, por ejemplo, si )»pl: 3, entonces la probabilidad
que la persona p responda correctamente el item
7 triplica la probabilidad de que
incorrectamente. De manera similar, si )\pl_ < 1,

lo responda

entonces la probabilidad de que la persona p
responda correctamente el item 7 es menor que la
probabilidad de que lo responda incorrectamente.

El modelo
fundamental, que

Rasch introduce una hipoétesis
consiste en “‘separar” la
caracteristica individual de la caracteristica del item;
ver Rasch (1960). Especificamente, supone que el

parametro A se descompone de la siguiente manera:

A= — )
n;

donde e, representa una caracteristica de la persona p,y

7, representa una caracteristica del item 7 Para entrever

a qué tipo de caracteristicas nos referimos, notemos lo

siguiente:

a. 'Supongamos que ™, esta' fijo. Si e, crece
(respectivamente, decrece) indefinidamente, entonces
en algin momento A > 1 (respectivamente, A< 1) y

» »
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por lo tanto la probabilidad que la persona p responda
correctamente el item 7 sera mayor (respectivamente,
probabilidad ~ de

incorrectamente. En términos meramente intuitivos,

menor) que la responderlo
podemos afirmar que e, representa la “habilidad de la
persona p”. No hay que olvidar que esta afirmacion es
relativa al valor fijo de 7.

b.  Supongamos que e esta fijo. Si 7, crece
. I . '

(respectivamente, decrece) indefinidamente, entonces
en algin momento )\P{._< 1 (respectivamente, XP/_> Dy
por lo tanto la probabilidad que la persona p responda
correctamente el item 7 sera menor (respectivamente,
menor) que la probabilidad de que lo responda
incorrectamente. En términos meramente intuitivos,
podemos afirmar que 7, representa la “dificultad del item
7’. No hay que olvidar que esta afirmacion es relativa al
valor fijo de e,

Las afirmaciones anteriores se basan en una
comparacion entre ¢, y 7. Esto requiere que los valores
que se asignan a los pardmetros ¢, y 7, estén unicamente
determinados. Sin embatgo, la descomposicion (1) sufre de
una indeterminacién. En efecto, supongamos que A= 3.
Como ya hemos indicado, esto significa que la probabilidad
de que la persona p responda correctamente el ftem 7
triplica la probabilidad de responderlo incorrectamente.
La pregunta ahora es a qué caractetistica individual y a qué
caracterfstica del {tem corresponde este valor del parametro
A Pues bien, observemos las siguientes igualdades:
3 30 1

A =3=—=— = — =

’” 1 10 1/3

HEs decit, el parametro A, =3, que tiene un significado
bien preciso, esta asociado a diferentes combinaciones
de caracteristicas de un individuo y de un item: una
“habilidad” igual a 3 y una “dificultad” igual a 1; 0 una
“habilidad” igual a 30 y una “dificultad” igual a 10;
o una “habilidad igual a 17 y una “dificultad” igual a
1/3. Es decir, dado un valor de A > NO existe un unico
valor de e, y un dnico valor de 7, lo cual implica que
los términos de dificultad y de habilidad no estan
bien definidos y, por tanto, son meros nombres a los
que se les puede atribuir cualquier significado que no
esté sustentado por el proceso que genera los datos

bajo analisis. Técnicamente, esto corresponde a un
problema de identificacién (para detalles, ver San
Martin, Gonzalez & Tuetlinckx, 2009; San Martin,
2015), el cual requiere ser resuelto a fin de asegurar un
significado a los parametros e, ¥ M,

Significados de “habilidad” y “dificultad”

Para resolver dicha indeterminacidén, es necesario
introducit una restriccion de identificaciéon. Una
posible restriccion es la siguiente:

n =1 @

Bajo esta restriccion, se deduce que

T ©
P(Y,=0) p

para toda persona p. Es decir, bajo la restriccion n, = 1,
lo que tipicamente se llama “habilidad de una persona
p” corresponde al cociente de la probabilidad que dicha
personarespondaelitem estandar (asillamaremos alitem
con la etiqueta 1) correctamente sobre la probabilidad
de que lo responda incorrectamente. Mas aun, si e, >
1 tiene un significado bien preciso: la persona p tiene
una probabilidad de responder correctamente el {tem
estandar mayor que la de respondetlo incorrectamente.

En relacion al significado de 7, notemos que

PY =1)/P(Y, =0) )‘p1 . B \
PY,=1)/PY,=0) A e, =1 @

p

Es decir, lo que llamamos “dificultad del {tem i
corresponde al odd ratio entre el item 1 y el item 7
para cada persona p. Asi, si 1, > 1, entonces la razén
de chances de una respuesta correcta de la persona
p al {ftem estaindar es mas grande que la razén de
chances de una respuesta correcta al {tem 7z En otras
palabras, es mds probable para la persona p responder
correctamente el item estandar que el item 7 (esto es,

n,>n,=1).
Representacion  simultanea  babilidades-dificultades.  Las

consideraciones antetiores sugieten cémo las habilidades
pueden compararse con las dificultades. En efecto,
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e, >n, < PY,=1)>PY,=0) ©)

para cada persona py cada item /. Es decir, un individuo
p tiene una habilidad superior a la dificultad del item 7
si la probabilidad que la persona p tiene de responder
correctamente el item 7 es mayor que la probabilidad
que tiene de responderlo incorrectamente.

Discusion. El modelo Rasch, asi como otras
modelos de Teorfa de Respuesta al Item, son usados
intensivamente en los sistemas educacionales
nacionales e internacionales para analizar los resultados
que una poblacién de estudiantes obtiene después de
la aplicacion de un test. Estos analisis se reducen a
estimar las habilidades de los individuos, en base a las
cuales se calcula un puntaje individual; y a estimar las
dificultades de los items (como otras caractetisticas
de los items). A pesar de esto, no es del todo claro
lo que se entiende por “dificultad de un {tem” y por
“habilidad de un estudiante” ya que, como lo hemos
dicho en la introduccién, se habla de la dificultad de
un {tem tanto si se la estima usando Teoria Clasica de
Test, o un modelo Rasch u otro modelo de Teotia de

Respuesta al Ttem, como el 2PL o 3PL.

Tanto la habilidad de una persona, como la
dificultad de un item, deben ser interpretadas con
respecto a un proceso generador de datos, el cual
se formaliza en términos probabilisticos. Este
proceso no hace sino representar la heterogeneidad
que se observa tanto en las respuestas que una
persona da a un conjunto de {tems, asi como la
heterogeneidad que se observa cuando un grupo
de estudiantes responde un determinado {tem.
Asumido esto, hemos especificado el modelo
Rasch de la siguiente manera:

a. {1@.: p = 1,...N7 = 1,..,I} son mutuamente
independientes.

b Paracadapei, Y ~Bern(n,) para cada persona py
cada ftem 7, con € (O.1).

c¢.  Elparametro n  se descompone como
P
e /n.
r, =—T— (0)
" e /n.
P 1

donde e, representa la habilidad de una persona p, y 7,
representa la dificultad del item 7z Esta parametrizacion
puede ser poco familiar al lector. Sin embargo, si utiliza
la siguiente reparametrizacion

& .
= ? =47
0/7 e’ 7, /
entonces
PY =1 i
M= V= s

que es la forma estandar de presentar el modelo Rasch.

Lo que hemos constatado en las secciones
anteriores es que el significado de e,y de 7, dependen
exclusivamente del proceso generador de datos, que
en este caso se reduce a distribuciones de probabilidad
Bernoulli con parametros dados por (6). Este
significado se hace explicito sélo si se elimina una
indeterminacion en la igualdad (1), o equivalentemente
(6). Una forma de eliminar dicha indeterminacién es
por medio de la restricciéon (2). Bajo esta restriccion,
es posible determinar el significado de la “habilidad de
una persona p” y de la “dificultad de un {tem i”. Estos
significados estan explicitados en las ecuaciones (3) y
(4). Es mas, tanto las habilidades como las dificultades
pueden compararse entre si, y dicha comparacién tiene
un significado explicito dado por la desigualdad (5).

Tres observaciones se imponen:

a.  El desarrollo que hemos hecho aca para
encontrar la interpretaciéon de los pardmetros del
modelo Rasch es posible hacerla para los modelos 2PL
y 3PL. Dejemos constatado aqui que para el modelo
3PL no es posible interpretar las caracteristicas de los
items y que, en particular, lo que llamamos “parametro
de adivinanza” no tiene significado alguno. Para
detalles, ver San Martin, Gonzalez y Tuerlinckx (2014).

b.  Elsignificado de las habilidades, asi como de las
dificultades, se basa exclusivamente en probabilidades
de respuestas correctas/incorrectas. Es por ello que
este modelo debe considerarse como un modelo
descriptivo en el sentido de que no se provee ninguna
explicacion psicoldgica o educacional de las habilidades
y dificultades. Es posible, sin embargo, extender este

Actualidades en Psicologia, 29(119), 2015, 91-102



06 San Martin

modelo de manera de incorporar un aspecto explicativo
tanto de las habilidades como de las dificultades. Para
detalles y referencias, ver San Martin y Rolin (2013).

c.  En la construccién del modelo Rasch no se
ha supuesto que la habilidad individual sea un rasgo
latente, el cual se representa por medio de una variable
aleatoria. Sin embargo, las modernas especificaciones
del modelo Rasch lo asumen, aunque tienden a presentar
el significado de “habilidad” y “dificultad” en la linea
discutida hasta aqui; ver por ejemplo Embretson y Reise
(2000). La pregunta que es necesario hacer, entonces,
es como se modifican los significados de “dificultad”
y “habilidad” bajo este nuevo esquema. Esto es lo que
discutiremos en la segunda parte de este trabajo.

Segunda Parte
Descomposicion Marginal-Condicional Fundamental

Los modelos de Teorfa de Respuesta al Item se
especifican desde una perspectiva completamente
diferente ala discutida enla primera parte de este trabajo.
El contexto general sobre el cual dichos modelos se
especifican asume dos procesos aleatorios secuenciales:
el primero de ellos describe la heterogeneidad de una
caracteristica individual llamada constructo o rasgo
latente; el segundo dice relacion con la heterogeneidad
de las respuestas que se dan a un {tem o a un test por
un individuo con un determinado nivel de habilidad.
Si denotamos por Y la respuesta a un test o a un
item, y por 8 el rasgo o constructo latente, entonces
los dos procesos aleatorios antetiores corresponden
a una descomposicion marginal-condicional de la
distribucién conjunta de (Y,0), la que denotamos por
Pp(Y0); esto es,

PY0) = pO)p(Y]0) U

donde p(6)
probabilidad que representa la heterogeneidad de

corresponde a la distribuciéon de

los rasgos o constructos latentes de una determinada
poblacién de individuos, y p(Y|0) corresponde
a la distribucién condicional que representa la
heterogeneidad de las respuestas a un test o item
cuando el individuo que responde tiene un rasgo
latente dado por 0. El aspecto fundamental que

es necesario enfatizar es que la descomposicion
(7) asume que existe una relacién de dependencia
entre el rasgo o constructo latente 6 y la respuesta
observable Y, o, en otras palabras, que la respuesta
observable Y estd determinada por el rasgo latente 0.

En este contexto, el problema psicométrico
consiste en “estimar” el nivel de habilidad 6 de una
persona después que se ha observado el puntaje Y
que ha obtenido en una prueba o en un item. Mids
precisamente, dado que el rasgo latente es una
variable aleatoria cuya distribucién esta dada por
p(0), el objetivo consiste en obtener la distribucion
p(O]Y). Es importante notar que esta distribucion,
junto a la distribucién de los puntajes observados
p(Y), constituyen una descomposicioén alternativa de
la distribucién conjunta p(Y'|0), esto es,

p(Y10) = p(Y)pO|Y). ©)
Combinando las igualdades (7) y (8) es posible
obtener una forma explicita de calcular la distribucion
de probabilidad p(0]Y):
pO)p(Y]6)
»(Y)

En esta igualdad, conocida como el Teorema

pOIY) =

de Bayes-Laplace, la Gnica componente que puede
estimarse a partir de las observaciones es p(Y); las
otras dos son supuestas y, en algun grado, justificadas
por las aplicaciones. En la practica, se reporta
como “estimador” de 6 la media de la distribucién
condicional p(@]Y), estimador que se conoce como
“Empirical Bayes estimator”.

Especificacion del Modelo Rasch

Consideremos nuevamente la matriz de datos de
la introduccion. Como antes, denotaremos por Y =
1 si la persona p responde correctamente el item 7
en caso contrario diremos que ng: 0. Las respuesta
de la persona p a todos los items sera llamado patron
de respuesta y sera denotado por Y. Teniendo en
cuenta el contexto descrito en la secciéon anterior,
debemos afirmar que los observables estan dados por
los patrones de respuesta de cada individuo, a saber
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Y,Y,...,Y . El problema consiste en especificar el
modelo estadistico que genera dichas observaciones.
En lugar de limitarse a especificar una distribucion
de los observables, lo que se hace es suponer que
existe una estructura subyacente responsable de
generar los observables. Esta estructura subyacente
corresponde a la  descomposicién  marginal-
condicional de la distribucion conjunta de (Y,0).
Los componentes de dicha descomposicién seran
llamado modelo estructural, para distinguirlo del
modelo estadistico. Digamos de paso que este
paradigma fue formalizado por Koopmans vy
Reiersol (1950), y aplicado a los modelos de Teoria

de Respuesta al Item por Lord (1952).

Modelo estructural. E1 modelo estructural esta definido
por las siguientes hipotesis:

a. Los rasgos latentes 0’s son mutuamente
independientes e idénticamente distribuidos, con
distribucién comin G’ —es decir, una distribucion
conocida salvo el parametro de escala. Tipicamente,
se asume que dicha distribucién corresponde a una
normal de media 0 y de varianza o”. Esta hipétesis
indica relacién con la seleccion de los individuos: lo que
se selecciona es un rasgo latente, del cual dependen las
respuestas de dicho individuo a un conjunto de items.

b.  Lospatronesderespuesta Y'’s son mutuamente
0,6,...,0).

Esto es, si se conociesen los rasgos latentes de cada

independientes  condicionalmente a
individuo, el patrén de respuesta de un individuo no
serfa informativo para inferir el patrén de respuesta de
cualquiera de los restantes individuos.

c.  El patrén de respuesta Yp solo depende de 6}>'
Esto es, el patrén Y de la persona p solo depende del
rasgo latente 0, de dicha persona, y no del rasgo latente
de las restantes personas.

d. Para cada individuo p, sus respuestas
{Y Y ,...,Y } son mutuamente independientes
P p2 2
condicionalmente al rasgo latente 0 . Esto es
conocido como el Axioma de Independencia Local.
Discutiremos su significado en la siguiente sub-
seccion.

e. La distribucion condicional de Y/”, dado 6/}
corresponde a una Bernoulli de paraimetro
eep—@i
—_— 9
1+e"PFi ©)

Es importante enfatizar que la expresion (9)
corresponde a la probabilidad condicional P ¥, =
1 |6p), mientras que en el paradigma discutido en la
primera parte de este trabajo, esto corresponde a la
probabilidad marginal P (Y =1 [0 ). Por otro lado,
la probabilidad condicional P (Y]7 = 110,)) puede
especificarse de diversas formas, como por ejemplo el
modelo 2P1 o el modelo 3PL.

¢Cudl es la diferencia entre el modelo estructural y el modelo
estadistico? E1 modelo estructural induce un modelo
estadistico, que corresponde al proceso generador
de las observaciones — en nuestro caso, los patrones
de respuesta. Para entender la diferencia y la relacion
que existe entre ambos modelos, parece instructivo
introducir un simil, que estd basado en la Teorfa Clasica
de Probabilidades, tal y como fue desarrollada por
Laplace (1774). De hecho, el paradigma introducido
por Laplace (1774) esta completamente asumido
en el paradigma explicitado en la seccién sobre la
descomposiciéon marginal-condicional fundamental.

Supongamos que se tiene dos urnas: la urna A,
que representa a las personas cuyo rasgo latente es
“bajo”; la urna B, que representa a las personas cuyo
rasgo latente es “alto”. Cada urna contiene bolitas
blancas y negras: las bolitas blancas corresponden
a “respuestas correctas”, mientras que las bolitas
negras corresponden a “respuestas incorrectas’.
Supongamos que conocemos la composicién de cada
urna: la urna A estd compuesta por 3 bolitas blancas
y 17 negras; la urna B estd compuesta por 14 bolitas
blancas y 4 bolitas negras. Ahora bien, describamos la
extracciéon de las bolitas:

a. En
procedimiento aleatorio que nos permita seleccionar

primer  lugar, definimos un
cada urna. Supongamos, por ejemplo, que la urna A
2
se selecciona con probabilidad § » mientras que la
1

urna B se selecciona con probabilidad e
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b. Una vez que se selecciona una urna, se
extraen con reemplazo, por ejemplo, 4 bolitas.

El esquema anterior tiene su correspondencia con
el problema psicométrico que estamos modelando. En
efecto,

a.  lLa distribucion de probabilidad bajo la cual se
seleccionan las urnas corresponde a la distribucion del
rasgo latente 6}),

b.  Una vez que se escoge una urna, por ejemplo la
urna B, la extraccién con reemplazo de las bolitas asegura
que dichas extracciones son mutuamente independientes.
Esto es, condicionalmente a la urna, las extracciones son
mutuamente independientes. Lo que
Axioma de Independencia Local.

corresponde al

Ahora bien, teniendo en cuenta el esquema de
extraccién de bolitas ya especificado, Laplace (1774)
enuncia dos problemas. El primer problema consiste
en calcular la probabilidad de extraer, por ejemplo, la
secuencia (b, n, b, b). Evidentemente, la probabilidad
de extraer dicha secuencia depende de la urna que se
escoja: si se escoge la urna A, entonces aplicando el
Axioma de Independencia Local se tiene que

3 17
A7

P(b,n,b,b\A):P(MA)P(n\A)P(b|A)P(b|A):( ) i

3
20

Y si se escoge la urna B, entonces aplicando el
Axioma de Independencia Local,

3
14Y)° 4
P(/a,n,b,/a|B):P(1a|B)P(ﬂ|B)P(b|B)P(b|B):(Ej g
Pero la eleccién de la urna es aleatoria, por lo que
es necesario combinar estos resultados teniendo en
cuenta la distribucién de eleccion de las urnas; esto es,

P(b n, b, b) = Pl n, b, b| A)P(A)+P(b, n, b, b| B)PB) (10),
5 1

donde P(A4) = ;Y PB) =7 . Lo que llamamos
modelo estructural corresponde a la probabilidad
de escoger cada urna y a la probabilidad condicional
de extraer bolitas de cada urna. Lo que llamamos
modelo estructural corresponde a la probabilidad de
escoger cada urna y a la probabilidad condicional de
extraer bolitas de cada urna. Lo que llamamos modelo

estadistico corresponde a la probabilidad de la secuencia
(b, n, b b), que se obtiene después de promediar las
probabilidades condicionales de extraer la secuencia
(b, n, b b) de cada urna, donde dicho promedio se
determina teniendo en cuenta el “peso” de cada urna.

En el contexto psicométrico, el modelo estadistico
corresponde a la distribucion de probabilidad de los
patrones derespuesta Y, el cual se obtiene promediando
las probabilidades condicionales con respecto a la
distribucién del rasgo latente. Mas precisamente,
para y,€ {0,1}" (es decir, un vector de largo I cuyas
coordenadas son 0 6 1),

oI p+0
ﬂlgz‘g(“fé’_ﬁi )

P(Y:o :JP) = grisisindiyp 11

donde yp;orresponde al total de 1’s que tiene el
vector y, y la esperanza de la igualdad anterior
se calcula con respecto a la distribucion del
rasgo latente. La igualdad (11) nos permite
ademas concluir que el modelo estadistico esta
parametrizado por (8, B,..., B, o), por lo que
el significado de los “parametros de dificultad”
B.’s, asi como del “parametro de escala” o deben
precisarse con respecto al modelo estadistico. Este
aspecto serd discutido en la siguiente seccién.

Significado de Axioma de Independencia 1ocal. Usando el
mismo esquema anterior, podemos apreciar el impacto
que tiene el Axioma de Independencia Local sobre
la extraccién de una secuencia, como por ejemplo
(b,n,b,b). Este impacto consiste en que se induce una
dependencia entre las extracciones consideradas por
separado. Mas precisamente, se puede verificar que

P(b, n, b, b) # P(b)P(n)P(b)P(b).

En el contexto psicométrico, el Axioma de
Independencia Local implica que las respuestas de un
individuo a diferentes itemes estan cortrelacionadas
entre si. Mas precisamente,

e]pi(afﬂz) e,}’pr(g_ﬂ/)

cov(Ypl.,YP/)zmﬂ 1+€(67ﬁi),1+€(6_ﬂ/') #0
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En otras palabras, las respuestas Y;”.’s estan
relacionadas entre si porque cada respuesta estd
relacionada con el rasgo latente 0, (Lazarsfeld, 1954).

E/problema inverso. El segundo problema mencionado
por Laplace (1774) puede enunciarse de la siguiente
manera: supongamos que se observa la secuencia (b, 7,
b). sCual es la urna mas probable de la que proviene esta
secuencia? Para responder a esta pregunta, es necesario
calcular las probabilidades condicionales P(A |4, #, b)
v P(B| b, n, b). Estas se calculan usando el Teorema de
Probabilidades Inversa o Férmula de Bayes-Laplace:

P(b,n,blA)P(A)
P(b,n,b)
Similarmente para P(B|b4, n, b). Se puede verificar
que P(B| b n, b) > P(A|b n, b), por lo que la urna mas
probable de la que la secuencia (4, #, b) proviene es la
urna B.

P(A|b,n,b)=

En términos psicométricos, el problema inverso consiste
en calcular la probabilidad condicional del rasgo latente una
vez que se ha observado un patrén de respuesta.

Significados de “dificultad de un item” y de “habilidad
individual”

Significado de la dificultad de un item. Para poder
interpretar el significado de los parametros de dificultad,
asi como del parametro de escala, es necesario realizar
un andlisis de identificacién. Dicho analisis ha sido
recientemente realizado por San Martin y De Boeck
(2015), concluyéndose lo siguiente:

a.  El parametro o representa la dependencia
entre dos itemes distintos. Mas aun, esta dependencia
es la misma para todos los pares de items.

b.  EI parimetro B es una funcién tanto de la
proporcién de respuestas correctas del {tem 7, como
de la dependencia comun entre items, dependencia
capturada por el parimetro o.

Para apreciar de forma explicita estas afirmaciones,
consideremos el llamado modelo Normal-Ojiva, el
cual asume que P(Y, = 1[0,) = ©(0,-5), donde ®())
es la funcion de distribuciéon de una normal estindar,
y que la distribucién del rasgo latente 0, es una

distribucién normal de media 0 y varianza ¢°. Sea

U, [0} 1
JHEIG 1)
U, 0 p 1
o 2
1+c?
Entonces, considerando la distribucién conjunta de

(Y,,Y) para cualquier individuo p y para cualquier par

de ftemes 7y /, se tiene que
P(Y,=1)=PU= ) = O(7,)
P(Y, =1) =PU=-p) = ()
PY,=1Y =1)=PU=-y,Us-p)

(12
donde

con

__ B __ b (13)
" e

Para detalles, ver San Martin & Rolin (2007).
Notemos que P();i = 1) corresponde a la probabilidad
marginal de que cualquier individuo p responda
correctamente el item 7 y que puede ser estimado por

1+ o

medio de la proporcion de individuos que efectivamente
respondieron dicho item correctamente —es decir, la
dificultad empirica del item segin la TCT. Similarmente,
PO;,': 1,};/: 1) corresponde ala probabilidad conjunta
marginal de responder correctamente ambos items iy
j. Bl Axioma de Independencia Local asegura que hay
una relacion de dependencia entre Y e Y, por lo que
dicha probabilidad conjunta es distinta al producto P(Y;U,
=1 XP(Y;/ = 1). Dicha probabilidad conjunta puede ser
estimada por medio de la proporciéon de individuos
que efectivamente respondieron
ambos items.

correctamente

De las igualdades anteriores se deduce que, para
cada item 7,

y,=—o(P(v,=1)), @

que se puede interpretar diciendo que y, es una funcioén
decreciente de la dificultad empirica del item 7 Por otro
lado., se puede verificar que P(Y,=1Y =1)se puede
escribir como
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=7 -pU,

4\/72 1{U<y,} (15)
1+p

es igual a 1 cuando efectivamente U <

P(Y, =1, =1)=E{®

donde 1 Ui
v,y 0 en caso contratio. Teniendo en cuenta que y y
yison conocidos (ver ecuacion (14)) el término de la
derecha de la igualdad (15) es una funcién de p, que
denotamos por H(p). Se puede verificar que la funcién
H(.) es estrictamente creciente y, por tanto, invertible,
por lo que p es una funcion tanto de P(Y = 1) y P(Y
= 1) (a través de p, y ), asi como de la probablhdad
marginal conjunta P(Yp[— 1,Y/:/— 1). En otras palabras,
p, y por tanto o (gracias a la igualdad (12)), representa
la dependencia que hay entre las respuestas a cualquier
par de {tems.

Teniendo en cuenta las ecuaciones (13) y (14), se
deduce que, para todo item 7,

f=-@' (P, = )x1+o". (16)

Es decir, lo que llamamos dificultad del item es
una funcién tanto de la dificultad empirica del item,
as{ como de la dependencia entre cualquier par de
items. La igualdad (16) puede interpretarse de la
siguiente manera:

a.  Sila dificultad empirica del item 7 es al menos
0.5 (es decir, si al menos el 50% de los individuos
responde el item correctamente), entonces 3 tiene signo
negativo. Mas atn, B es una funcion decreciente de la
dependencia entre cualquier par de items: mas pequefia
(respectivamente, mas grande) es esta dependencia,
menos negativo (mas negativo) es 3 .

b.  Si la dificultad empirica del item 7 es a lo
mas 0.5 (es decir, si a lo mas el 50% de los individuos
responde el ftem correctamente), entonces j3, tiene signo
positivo. Mas atn, {. es una funcién creciente de la
dependencia entre cualquier par de ftemes: mas pequefia
(respectivamente, mas grande) es esta dependencia, mds

positivo (respectivamente, menos positivo) es .

En otras palabras, para los itemes cuya dificultad
empirica es a lo mas 0.5, la escala de dificultades del
modelo Rasch es una contraccién de la escala de

dificultades empiricas. Para los itemes cuya dificultad
empirica es a lo menos 0.5, la escala de dificultades
del modelo Rasch es una extension de la escala de
dificultades empiricas®.

Significado de habilidad individual. En relacién con la
“habilidad individual” (rasgo latente), como hemos
dicho anteriormente, la practica comun consiste en
reportar como “estimador del rasgo latente” la media
condicional de la distribucion condicional p(0]Y =
J,)- El esquema laplaciano desarrollado en la seccién
sobre el Modelo de Rasch, nos permite entender
el significado de esta
problema de clasificacién. En efecto, una vez que se
observa un patrén de respuesta Y/)’ interesa saber cual
es el grupo de habilidad mas probable al que pertenece

“estimacion’: se trata de un

el individuo cuyo patrén de respuesta es Y.

Discusion final

El analisis estadistico de un conjunto de
observaciones requiere especificar el proceso generador
de dichos datos. Este proceso corresponde a lo que
hemos llamado modelo estadistico. Formalmente
hablando, el modelo estadistico corresponde a una
familia de distribuciones de probabilidad etiquetadas
por parametros. Los parametros tienen un significado
que debe ser derivado a partir del modelo estadistico.
El significado de los parametros nunca es algo

nominal o impuesto.

En este trabajo hemos mostrado que el significado
de “dificultad de un item” y “habilidad de una
persona” es completamente diferente dependiendo de
cémo se especifica el modelo estadistico. La primera
especificacion, debida al propio Rasch, y que en la jerga
estadfstica y econométrica se denomina modelo Rasch
efecto fijo, se caracteriza por el hecho de que todas
las respuestas de todos los individuos, ademas de las
respuestas de un mismo individuo, son mutuamente
independientes entre si. En este contexto, tanto la
dificultad de un item, como la habilidad de una persona

“Estas afirmaciones cortigen lo expuesto en San Martin y De Boeck
(2015, p. 7), donde no se advirtié que el signo de @ [P(Y ;= 1)]
puede ser negativo o positivo, dependiendo si P(Y,; = 1)<0.5 o

P(Y = 1)>05.
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se pueden escribir en funcién de probabilidades
de respuesta correcta e incorrecta, tal y como lo
muestran las ecuaciones (3) y (4). Este resultado
depende de una restriccién de identificacion, a saber
que la dificultad del item estandar es igual a 0. Una
consecuencia importante es que, en este contexto,
se pueden comparar habilidades individuales vy
dificultades de items. Dicha comparacién se hace en
términos de probabilidades de respuesta correcta e
incorrecta; ver ecuacion (5).

Resulta interesante constatar que el procedimiento
de standard setting llamado Bookmark utiliza la
representacién  simultanea habilidades-dificultades
para clasificar a las personas luego que un conjunto
de jueces ha establecido un puntaje de corte teniendo
en cuenta las dificultades de los items (Cizek, 2012).
Estrictamente hablando, este procedimiento tiene
sentido solo en la especificacién de un modelo
Rasch en la cual las respuestas a los items no son
s6lo mutuamente independientes, sino que ademas
no estan relacionadas entre si por medio de un rasgo
latente no observable.

La otra forma de especificar el modelo Rasch, debida
a Lord, y que en la jerga estadistica y econométrica se
denomina modelo Rasch efecto aleatorio, esta dentro
de una tradicién completamente distinta y que, en
términos histéricos, tiene su origen en Laplace y en
su concepcion de probabilidades inversas. El supuesto
fundamental es que las respuestas que un individuo
da a un grupo de items estan correlacionadas entre si
porque cada una esta relacionada con el rasgo latente
(o habilidad individual no observable). Desde esta
perspectiva, el problema psicométrico consiste en
calcular la probabilidad condicional del constructo
latente condicionalmente a las respuestas dadas por
un individuo. Cuando este problema se examina a la
luz del paradigma de Laplace, se puede afirmar que se
trata de un problema de clasificacion: aqui no interesa
estimar la verdadera habilidad de una persona, sino que
interesa clasificarla en un grupo de habilidades después
que dichos grupos han sido definidos por medio de la
distribucién del rasgo latente.

Esta conclusion se refrenda atin mas si nos hacemos

la siguiente pregunta: si el rasgo latente es no-
observable, scémo es posible tener una idea precisa
de su distribuciéon de probabilidad? Una manera de
responder a esta pregunta es especificar un modelo
Rasch, donde la distribucion del rasgo latente es
completamente desconocida y por tanto se convierte
en un parametro de interés. Se ha demostrado que
dicha distribucién no es identificada, por lo que no
tiene significado alguno; para detalles, ver San Martin,
Jara, Rolin y Mouchart (2011) y San Martin, Rolin y
Castro (2013). Por lo tanto, una manera de justificar
el procedimiento de estimacién de la probabilidad
condicional de las habilidades dado los patrones de
respuesta es atendiendo al problema de clasificacion.

En este contexto, las dificultades de los items
no tienen la misma significacién que en el caso
del modelo Rasch efecto fijo. Las dificultades de
los {tems son una funcién tanto de la dificultad
empirica de cada item, asi como del grado de
dependencia entre todo par de {tems. Asi, la
escala de las dificultades empiricas es contraida
o extendida (dependiendo de si los items tienen
dificultades empiricas mayores a 0.5, o menores
a 0.5) en un factor que depende precisamente de
dicha dependencia.

La interpretacion de un fendémeno observable
u observado depende completamente del modelo
estadistico propuesto o inducido. El caso de datos
educacionales no es la excepcidn, aunque se pone escasa
atencion a la significacion de los términos “dificultad”
y “habilidad”, términos que son los que precisamente
ayudan a construir el discurso sustantivo de los datos.
Este trabajo quiere enfatizar este asunto, mostrando
cémo un modelo estadistico tiene una lectura sustantiva
que puede y debe dialogar con la teotfa psicolégica y
educacional que hace usos de estos modelos.
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